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1 Introduction 


On peut considerer un objet geometrique selon plusieurs echelles, et les outils d’etudes 
different alors : 


infinitesimal 

local 

global 

asymptotique 


<—> algebre lineaire et multilineaire 

<—> calcul differentiel 

<—> geometrie/topologie differentielle 

<—> geometrie asymptotique a la Gromov. 


Une grande partie de ce cours sera consacre au passage de l’infinitesimal et du local au 
global. Nous supposerons acquis les deux premiers points (voir par exemple [Boul, Ave, 
CarH, Diet]), et nous ne parlerons pas du dernier (voir par exemple [Grol, Gro2]). 

Dans cet ouvrage elementaire, nous ne traiterons pas de geometrie riemannienne, ni de 
geometrie symplectique, ni de geometrie de contact, qui sont traditionnellement des cours 
de seconde annee de mastere (voir par exemple [GHL, McDS]). Nous n’aborderons pas non 
plus certains points plus avances de geometrie differentielle, comme les fibres principaux et 
les classes caracteristiques, la transversalite et ses applications, ainsi que quelques points sur 
les formes differentielles, comme la formule de Kunneth (voir par exemple [BT, Hir, God]). 
Nous ne parlerons pas des varietes differentielles a bord, pourtant si utiles en topologie 
differentielle (et en particular, nous n’aborderons pas la suite exacte d’une paire en coho- 
mologie de de Rham, voir par exemple [God]). 

Nous mettrons l’accent d’une part sur les exemples de varietes differentielles, qu’elles 
viennent en families on en points remarquables, d’autres part sur leurs groupes de trans¬ 
formations, chers aux physiciens. En ce qui concerne les champs de tenseurs, nous restrein- 
drons notre etude aux champs de vecteurs et aux formes differentielles. Nous n’aborderons 
quasiment pas les specificites de la geometrie differentielle complexe, pourtant si riche (voir 
par exemple [Voi, Laz, BPV]). Pour les aspects de theorie de jauge et d’analyse sur les va¬ 
rietes, qui ont eu un impact important sur la topologie des varietes, avec les travaux par 
exemple de Donaldson et de Perelman, nous renvoyons aux textes [Aub, Don, Bes] par 
exemple. 

Nous esperons que le plaisir du lecteur dans la decouverte de ces espaces (les varietes 
differentielles), ces groupes (les groupes de Lie), ces champs (champs de vecteurs et formes 
differentielles) sera renforce par les tres nombreux exercices et problemes de ce recueil, 
issus de trois annees d’enseignements a l’Ecole Normale Superieure. Une partie d’entre eux 
est accompagnee d’un scheme 1 de preuve ou d’indications de resolution, pas forcement 
redigees de maniere optimales ni completes. 

Souhaitant revenir aux Elements d’Euclide, nous dirons porisme (ndpiapa) au lieu de 
corollaire. 

Remerciements. Une partie des 189 exercices et problemes, avec leurs solutions, et de nombreuses 
corrections, ont ete fournis par Sebastien Gouezel. Je l’en remercie chaleureusement. Je remercie 
tous les eleves de TENS m’ayant signale des incorrections dans les premieres versions de ce texte. 
Je remercie aussi les etudiants de l’Universite Paris-Sud, dont FranQois Delgove en 2014, pour leurs 
corrections. 

1. n.m. (gr. axppa). Structure d’ensemble d’un processus. 


2 







Table des matieres 


1 Introduction 2 

2 Varietes differentielles 6 

2.1 Varietes topologiques. 6 

2.2 Sous-varietes de . 11 

2.3 La categorie des varietes differentielles. 13 

Ob jets. 13 

Fleches. 15 

Le point de vue des faisceaux. 18 

2.4 Exemples de varietes differentielles. 19 

2.4.1 Exemples triviaux, contre-exemples et culture. 19 

2.4.2 Exemples familiaux. 23 

Sous-varietes. 23 

Plongements. 25 

Images reciproques . 26 

Sommes disjointes. 28 

Produits. 28 

Homeomorphismes locaux. 29 

Revetements. 29 

2.4.3 Exemples cruciaux. 32 

Les spheres. 32 

Les tores. 33 

Les espaces projectifs. 34 

Les varietes grassmanniennes. 36 

Les groupes classiques. 37 

2.5 Autres exercices. 38 

2.6 Indications pour la resolution des exercices. 47 

3 Fibres vectoriels 64 

3.1 Sous-espaces tangents d’une sous-variete de M n . 64 

3.2 Fibres vectoriels. 66 

3.3 Fibre tangent. 69 

3.4 Application tangente. 71 

3.5 Exemples . 74 

Sous-varietes. 74 

Plongements. 75 

Images reciproques . 76 

Sommes disjointes. 76 

Produits. 76 

Revetements. 76 

3.6 Fibrations. 77 

3.7 Le fibre des formes alternees. 79 

3.8 Operations sur les fibres vectoriels . 81 

Preimage. 81 

Produit. 82 


3 










































Somme directe. 82 

3.9 Autres exercices. 83 

3.10 Indications pour la resolution des exercices. 86 

4 Champs de vecteurs et feuilletages 92 

4.1 Champs de vecteurs . 92 

4.2 Operations sur les champs de vecteurs. 93 

4.2.1 Addition. 93 

4.2.2 Multiplication par une fonction. 93 

4.2.3 Restriction. 94 

4.2.4 Image reciproque. 94 

4.2.5 Expression d’un champ de vecteurs dans une carte.95 

4.3 Flot local d’un champ de vecteurs. 96 

4.4 Derivations. 99 

4.5 Derivations et champs de vecteurs .101 

4.6 Crochets de champs de vecteurs.104 

4.7 Champs de plans.106 

4.8 Feuilletages.108 

4.9 Theoreme de Frobenius .112 

4.10 Autres exercices.114 

4.11 Indications pour la resolution des exercices.125 

5 Groupes de Lie et espaces homogenes 155 

5.1 Groupes de Lie.155 

Culture.159 

5.2 Algebres de Lie.161 

5.3 Algebre de Lie d’un groupe de Lie.163 

5.4 Champs de vecteurs invariants .167 

5.5 Application exponentielle .169 

5.6 Sous-groupes de Lie immerges et sous-algebres de Lie.173 

5.7 Revetements et groupes de Lie .176 

5.8 Espaces homo genes.185 

Actions continues de groupes topologiques .185 

Actions differentiables de groupes de Lie .187 

Espaces homogenes quotients.187 

Actions transitives de groupes de Lie .189 

Exemples de varietes homo genes.191 

Varietes quotients.195 

5.9 Autres exercices.195 

5.10 Indications pour la resolution des exercices.204 

6 Formes differentielles 216 

6.1 Formes differentielles.216 

Structure d’algebre .216 

Image reciproque .218 

Differentielle exterieure.220 

Produit interieur et derivee de Lie.225 


4 











































Gradient, divergence, rotationnel.228 

6.2 Cohomologie de de Rham.229 

Algebre de cohomologie de de Rham.229 

Invariance par homotopie.232 

Suite exacte de Mayer-Vietoris.236 

Calcul de la cohomologie des spheres .239 

Autres calculs de cohomologie de de Rham.241 

6.3 Integration des formes differentielles .247 

Integration dans les ouverts de .247 

Orientation des varietes.248 

Integration de formes differentielles .252 

Le theoreme de Stokes .254 

Regularity.258 

6.4 Cohomologie a support compact.258 

Invariance par homotopie.260 

Suite exacte de Mayer-Vietoris.260 

6.5 Dualite de Poincare.262 

Cohomologie de de Rham des espaces projectifs reels .266 

6.6 Theorie du degre.267 

6.6.1 Degre d’une application entre varietes de meme dimension.267 

6.6.2 Indice d’un champ de vecteurs en un zero isole.273 

6.6.3 Nombre d’enlacement.274 

6.7 Autres exercices.277 

6.8 Indications pour la resolution des exercices.290 

A Annexes : rappels divers 316 

A.l Rappels de topologie.316 

A.2 Rappels sur les actions de groupes .320 

A.3 Rappels de calcul differentiel .322 

A.4 Rappels sur les revetements.327 

Revetements.327 

Homotopie.329 

Revetements universels.330 

A.5 Rappels d’algebre multilineaire.332 

Algebre tensorielle.332 

Algebre exterieure.333 

A.6 Rappels d’algebre homologique.341 

Categories, foncteurs .341 

Complexes de cochaines.343 

A. 7 Indications pour la resolution des exercices.348 

Index 355 

Bibliographie 361 


5 








































2 Varietes differentielles 


Pour des explications historiques sur l’invention de la notion de variete et ses moti¬ 
vations, nous renvoyons aux textes originaux de Riemann [Rie, Spi], H. Poincare [Poi], 
E. Cartan [Car], ainsi qu’aux ouvrages d’histoire des mathematiques comme l’excellent 
[Die4]. 

2.1 Varietes topologiques 

Avant de definir les varietes topologiques, donnons deux resultats de topologie generate. 
Pour tout n dans N, l’ensemble est muni de sa topologie usuelle. 

Theoreme 2.1 (Theoreme d’invariance du domaine de Brouwer) Soit U un ouvert 
de et f : U —>• M n une application continue et injective. Alors f(U) est ouvert, et 
f : U —>• f(U) est un homeomorphisme. □ 

En particulier, un ouvert non vide de M n n’est pas homeomorphe a un ouvert non vide 
de M m si n et m sont distincts. Notons que si Ton remplace « homeomorphe » par « C 1 - 
diffeomorphe », alors cette derniere assertion est evidente. Dans le cadre differentiel de ce 
cours, le theoreme d’inversion locale (voir l’appendice A.3) est en general un outil suffisant 
pour remplacer le theoreme d’invariance du domaine de Brouwer. 

Nous admettrons le theoreme 2.1. Les preuves les plus naturelles utilisent des outils 
elementaires de topologie algebrique, ce qui constituerait une diversion un peu longue (voir 
[God, Spa, Hat, Pau]). II existe aussi des preuves plus directes, mais moins eclairantes (voir 
avec precautions la preuve originelle [Broil]). 

La proposition suivante servira a comprendre les proprietes topologiques globales (qui 
sont minimes) que nous demanderons aux varietes topologiques. Nous renvoyons a l’ap¬ 
pendice A.l pour les definitions des notions topologiques utilisees. 

Proposition 2.2 Soit X un espace topologique, dont tout point admet un voisinage ouvert 
homeomorphe a un ouvert d’un espace M n . Alors les assertions suivantes sont equivalentes : 

1. X est separe et a base denombrable, 

2. X est a-compact, 

3. X est denombrable a I’infini, 

4■ X est metrisable separable, 

5. il existe un plongement topologique de X dans £ 2 (M). 

Preuve. Un espace topologique separe dans lequel tout point admet un voisinage ouvert 
homeomorphe a un ouvert d’un M n est localement compact. En particulier, tout point 
d’un tel espace admet un systeme fondamental de voisinages fermes metrisables (pour la 
topologie induite). 

II est immediat qu’un espace localement compact a base denombrable admet une base 
denombrable d’ouverts d’adherences compactes, done est cr-compact, et qu’un espace cr- 
compact, dans lequel tout point admet un voisinage ouvert qui est a base denombrable 
(pour la topologie induite), est a base denombrable. Done (1) et (2) sont equivalents. 
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II est immediat qu’un espace denombrable a l’infini est c-compact, et qu’un espace 
localement compact et cr-compact est denombrable a l’infini. Done (2) et (3) sont equiva¬ 
lents. 

L’espace de Hilbert £ 2 (M) est metrisable et a base denombrable (l’ensemble des boules 
ouvertes de rayons rationnels centrees aux suites presque nulles de rationnels est vine base 
denombrable d’ouverts). Tout sous-espace d’un espace metrisable et a base denombrable 
l’est encore. Un espace topologique a base denombrable est separable, car si (Ui)i^ est une 
base d’ouverts non vides, et x, un point de Ui, alors (xi)igN est dense. Done (5) implique 

( 4 ). 

Un espace metrique separable est separe et a base denombrable (en prenant les boules 
ouvertes de rayons rationnels centrees aux points d’une partie denombrable dense). Done 
(4) implique (1). 

Un espace topologique X, separe, a base denombrable, et dont tout point admet un 
systeme fondamental de voisinages fermes metrisables, se plonge dans f? 2 (M). En effet, 
soit (Ui)i £n une base denombrable d’ouverts de X. Nous pouvons supposer que Ui est 
metrisable (pour la topologie induite), car si J est l’ensemble des i tels que Ui est me¬ 
trisable, alors ( Uj)j£j est encore une base d’ouverts. Notons di une distance sur l’es¬ 
pace Ui compatible avec sa topologie. Considerons la fonction ipi : X —>• [0,1] definie par 
<Pi(x) = min{l, di(x, dUi )} si x est dans Ui et (fii(x) = 0 sinon. II est facile de verifier que tpi 
est continue et non nulle exactement sur Alors l’application / :n-> (^4y</9j(x))j£N est 
un homeomorphisme de X sur son image dans £ 2 (M). En effet, l’injectivite decoule du fait 
que X soit separe et que (Uj)jgN s °it une base d’ouverts. La continuity vient du fait que les 
<Pi soient continues et bornees en valeur absolue par 1. Enfin, l’application / : X —>• f(X) 
est fermee, car si F est un ferme de X et si x n’est pas dans F, alors il existe i tel que 
x C Ui C X — F, et done d(f(x), f(F)) > cpi(x)/(i + 1) > 0. Done (1) implique (5). □ 

Une variete topologique (ou par abus variete ) est un espace topologique M tel que 

• l’espace M soit separe et a base denombrable, 

• tout point de M admette un voisinage ouvert homeomorphe a un ouvert d’un espace 
M n . 

En particulier, par la proposition 2.2, une variete topologique est un espace locale¬ 
ment compact, metrisable, separable, denombrable a l’infini. Au lieu de demander que M 
soit separe a base denombrable, nous pourrions demander, de maniere equivalente par la 
proposition 2.2, que M soit metrisable separable. II est souvent plus facile de verifier les 
conditions separe a base denombrable que les conditions metrisable separable (lorsque l’on 
veut montrer qu’un objet est une variete), et e’est pour cela que nous mettons en avant les 
premieres. Par contre, les secondes sont souvent plus utiles lorsque l’on travaille sur une 
variete donnee. 

Mais ces proprietes globales des varietes topologiques sont minimes, et en pratique 
faciles a verifier (cette verification etant parfois omise). Ce qui est important est qu’une 
variete topologique admette les memes proprietes topologiques locales qu’un espace W 1 . 
Par exemple, elle est, entre autres, (voir les appendices A.l et A.4 pour des definitions) 

- localement compacte (ce qui n’est pas uniquement une condition locale a cause de 
l’hypothese de separation), 

- localement connexe par arcs (done elle est connexe par arcs si elle est connexe), 

- localement contractile. 
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Soit M une variete topologique. Pour tout x dans M, l’entier n tel qu’il existe un 
voisinage ouvert de x homeomorphe a un ouvert de M n est uniquement dehni, par le 
theoreme d’invariance du domaine de Brouwer 2.1, et il est localement constant (done 
constant sur toute composante connexe de M). Pour tout n dans N, une variete topologique 
est dite de dimension n si tout point admet un voisinage ouvert homeomorphe a un ouvert 
de W 1 . Toute composante connexe de M possede done une dimension bien definie. Dans la 
litterature comme dans ce cours, on ne considere en general que des varietes topologiques 
dont les dimensions des composantes connexes sont egales. On appelle souvent courbe une 
variete topologique de dimension 1 , et surface une variete topologique de dimension 2. 

Par exemple, les varietes topologiques de dimension 0 sont les espaces discrets denom- 
brables. 

Exercice E.l Montrer qu’une variete topologique compacte connexe de dimension 1 est 
homeomorphe au cercle §i. Montrer qu’une variete topologique connexe non compacte de 
dimension 1 est homeomorphe a M. En deduire qu’une variete topologique de dimension 1 
est somme disjointe d’un ensemble denombrable d’espaces homeomorphes a K ou a Si. 

La collection des varietes topologiques forme une sous-categorie de la categorie des 
espaces topologiques, notee TOP, et de meme pour les varietes topologiques de dimension 
n, dont la collection est notee TOP ri . Voir l’appendice A .6 pour la definition d’une categorie. 

L’outil principal qui permet le passage du local au global dans les varietes topologiques 
est celui de partition de l’unite, que nous introduisons maintenant. Nous renvoyons a 
l’appendice A.l pour les definitions de topologie generate utilisees, en particulier celle de 
famille localement hnie de parties. 

Soit X un espace topologique. Si / : X —>• M est une fonction continue, on appelle 
support de / 1’adherence de {x € X : f(x) 0}, et on le note Supp(/). C’est le plus petit 
ferme en dehors duquel / est nulle. 

Une partition de l’unite de X est une famille (<p a )a£A de fonctions continues de X 
dans [ 0 , 1 ], dont la famille des supports est localement hnie, et qui verihe tpi = 1 
(remarquer qu’alors (<^“ 1 (] 0 , l])) Q e ,4 est un recouvrement ouvert, et que la somme y>i{x) 
ne possede qu’un nombre hni de termes non nuls pour tout x dans X). Soit U = (U t ) l( zj 
un recouvrement ouvert de X. Une partition de l'unite subordonnee a U est une partition 
de l’unite (ipi)iei de X, telle que, pour tout i € I, le support de (pi soit contenu dans U*. 

Remarque. Supposons que l’on ait une partition de l’unite (^) Qg> 4 de X, telle que, pour 
tout a € A, il existe un element de U contenant le support de ip' a . II est alors facile de 
modifier cette partition de l’unite pour la rendre subordonnee a U. En effet, si / : A —>• / 
est n’importe quelle application telle que le support de <p' a soit contenu dans Uf( a ) pour 
tout a, posons 

aS/ _ 1 (i) 

avec la convention usuelle ^0 = 0. Alors est une partition de l’unite subordonnee 

a U. En effet, 

( 1 ) l’application ipi est bien definie et continue, car sur un voisinage de tout point, tpi 
est somme d’un nombre hni de ipf a ; 

(2) w = E a ¥>a = i; 
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(3) la famille de fermes (Supp est localement finie, car pour tout ouvert U de X , 

{ie I : (Supp ipi) n U 0} C f({a € A : (Supp <p' a ) n U 0}) , 

et l’image d’un ensemble fini par une application est finie; 

(4) nous avons 

(Supp <pi) C 1J Supp Aa = U Supp ip' a C Ui , 
car une union localement finie de fermes est fermee. 

Proposition 2.3 Une variete topologique M est paracompacte, et tout recouvrement ou¬ 
vert de M admet une partition de l ’unite qui lui est subordonnee. Si de plus M est compacte, 
alors tout recouvrement ouvert admet un sous-recouvrement fini et une partition de l’unite 
finie qui est subordonnee a ce sous-recouvrement. 

En fait, tout recouvrement ouvert d’un espace topologique paracompact admet une 
partition de l’unite subordonnee (voir [Dug, page 170]), mais nous ne montrerons ce resultat 
que dans les cas des varietes, et nous aurons besoin de sa version differentiable (i.e. de la 
proposition 2.9) au chapitre 6. 

Lemme 2.4 Pour tout Xo dans et tout voisinage U de x o, il existe une fonction C°° 
de M n dans M, de support contenu dans U, constante egale a 1 sur un voisinage de xq, et 
a valeurs dans [0,1]. 


Preuve. Rappelons que lim i _ >0 + ^e~t =0 pour tout 
n dans M. II est alors facile de verifier que, pour tous 
a < b, l’application de M dans M 

/ 2t-(q+i>) \ _1 

( 1 + e (b-t)(t-°) \ si a < t < b 

1 si t < a 

0 si t > b 

est C°°. Alors, pour e > 0 suffisamment petit, l’ap¬ 
plication x i->- f e / 2 te (\\x — aco||) convient, pour || • || la 
norme usuelle. 


fa,b '■ t •-> < 



□ 


Preuve de la proposition 2.3. Comme M est denombrable a l’infini, il existe par defi¬ 
nition une suite exhaustive de compacts (voir l’appendice A.l). Posons K_\ = 0, 

O 

et K' n = K n+ 1 — K n , qui est un sous-espace compact de M. 

Soit U = (U a ) a £A un recouvrement ouvert. Posons 


Vn.n = Un (~l ( K n+ 2 — AT n _ 


Alors {y n) a)a&A es t 1111 recouvrement ouvert de K' n , done admet un sous-recouvrement fini 
(Vn : a)aeA n ■ Alors ( 14 ,,o)neN,«e 2 ln es l 1111 recouvrement ouvert de M, plus fin que U , et 
localement fini. Done M est paracompacte. 
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Pour tout x dans K' n , soit W x un voisinage ouvert de x, contenu dans V n ^ a pour un a 
dans A, et homeomorphe a un ouvert d’un espace Par le lemme precedent, il existe 
done (en prolongeant par 0 en dehors de W x ) une application continue <p x de M dans 
[0,1], de support contenu dans W x , constante egale a 1 sur un voisinage W' x de x. Comme 
(W' x ) x£K' n recouvre K' n , il existe une partie finie B n de K' n telle que (W x ) x eB n recouvre 
K' n . Posons 

ip : y i->- E <Px(y), 

nGN, x£B n 

qui est une somme n’ayant qu’un nombre fini de termes non nuls (car pour x dans B n , 
l’application <p x est nulle sur K n _ i, done sur y si n est assez grand), et qui est strictement 
positive (en fait superieure ou egale a 1) pour tout y dans M. Posons p' x = p x /<p. Alors 
(p' x )n£ n, xeSn es t une partition de l’unite que l’on peut rendre subordonnee kU en utilisant 
la remarque precedant la proposition 2.3. 

La derniere assertion decoule immediatement de la premiere. □ 

Exercice E.2 Soit M un espace topologique paracompact, dont tout point admet un voi¬ 
sinage homeomorphe a un ouvert de M n . Alors M est metrisable. 

Il decoule de la proposition 2.3 et de l’exercice ci-dessus que l’on peut rajouter la 
condition « X est paracompact separable » dans la liste des conditions equivalentes de la 
proposition 2.2. 

Il existe des espaces topologiques localement homeomorphes a M n , mais non separes, 
que nous appellerons varietes topologiques non separees (de dimension n). De tels exemples 
apparaissent assez naturellement quand on considere des quotients de varietes topologiques 
(il est done important de ne pas oublier d’etudier la propriete de separation des quotients, 
lorsque l’on veut construire des varietes topologiques comme espaces quotients d’espaces 
topologiques!), voir les exemples en exercice ci-dessous. Il existe des espaces topologiques 
localement homeomorphes a M n , mais non paracompacts, que nous appellerons varietes 
topologiques non paracompactes (de dimension n). Mais de tels exemples sont la plupart 
du temps tres artificiels, voir les exemples en exercice ci-dessous. 

Exercice E.3 (1) Soit X I’ensemble (M — {0}) J] {0_, 0+}. Montrer qu’il existe une unique 
structure d’espace topologique sur X telle que les deux applications ip± : M —>• X definies 
par <p±(t) = t si t 7^ 0, et <^±(0) = 0-t soient des homeomorphismes sur leurs images. 
Montrer que X est une variete topologique non separee (voir ci-dessous). 


0 + 

0 _ 

X 



n = m 2 - {o} 
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(2) On considere un champ de vecteurs de classe C 1 ne s’annulant pas sur un ouvert 
17 de R 2 , dont toute courbe integrate est fermee dans 17. Soit ~ la relation d’equivalence 
sur 17 definie par x ~ y si et seulement s’il existe une courbe integrate de X passant par 
x et y. Montrer que I’espace topologique quotient 17/~ est localement homeomorphe a M. 
Plus generalement (voir le paragraphe 4-8 pour les definitions), si T est un feuilletage 
C 1 de codimension k a feuilles fermees dans une variete differentielle 17 de classe C 1 , 
alors I’espace des feuilles de (17, J 7 ) (i.e. I’espace topologique quotient de 17 par la relation 
d’equivalence « etre dans la meme feuille ») est localement homeomorphe a M fc . Dans les 
deux exemples de la figure ci-dessus, montrer que 17/~ est une variete topologique non 
separee de dimension 1 (mais separable). 

Exercice E.4 (Voir I’appendice A.l pour des rappels sur les ordres.) Soit (3 un ordinal, 
et (3- l’ensemble ordonne des ordinaux strictement inferieurs a j3. On considere l’ensemble 
X = (/ 3 _ x [0,1 [) — {(0,0)} muni de la topologie de I’ordre induite par I’ordre lexicogra- 
phique. Montrer que si (3 est Vordinal de I’ordre usuel sur N, alors X est homeomorphe 
a ]0,+oo [. Montrer que si (3 est le plus petit ordinal non denombrable, alors X est une 
variete topologique non paracompacte (mais separee), appelee la longue (demi-)droite. 


2.2 Sous-varietes de M n 

Nous renvoyons par exemple a [Ave, CarH, Diel] pour des rappels de calcul differentiel, 
ainsi qu’a l’appendice A.3. Sauf mention explicite du contraire, on identifie M n et M p xM n-p 
de maniere usuelle par (aq,..., x n ) i->- ((aq,..., x p ), (x p+ \,..., x n )) pour 0 < p < n (avec 
convention immediate pour p = 0 ou p = n). 

Le premier exemple, et celui qu’il faut garder en tete, de sous-variete d’un espace vecto- 
riel de dimension finie est un sous-espace vectoriel, par exemple x {0} contenu dans M n . 
Nous allons definir une sous-variete generate comme obtenue par diffeomorphismes locaux 
ambiants a partir un tel exemple, et donner des caracterisations equivalentes. Rappelons 
que le graphe d’une application / : A —>• B est la partie de A x B formee des couples 
(x,f(x)) pour x dans A. 


Theoreme 2.5 Soit n > p dans N et k dans (N — {0}) U {oo,u;}. Les proprietes suivantes 
d’une partie M de sont equivalentes : 


• (Definition locale par redressement) 

Pour tout x dans M, il existe un voisinage U 
de x dans M n , un voisinage V de 0 dans M n 
et un C k -diffeomorphisme f : U —>• V tels que 

f(unM) = vn{w x {o}). 



• (Definition locale par fonction implicite) 

Pour tout x dans M, il existe un voisinage U de 
x dans M n , et une application f : U M n-p de 
classe C k qui est une submersion en x, tels que 
?7nM = /- 1 (o). 


)m 


X V 

u 

/+ 0 

-•- 

M 


n—p 
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• (Definition locale par graphe) 

Pour tout x dans M, il existe un voisinage U 
de x dans M n , une identification par un auto- 
morphisme lineaire M n = MP X M n_p , un ouvert 
V de M p et une application f : V —>• M. n ~ p de 
classe C k tels que U fi M = graphe(/). 

• (Definition locale par parametrage) 

Pour tout x dans M, il existe un voisinage U 
de x dans un voisinage V de 0 dans et 
une application f : V —>■ M n de classe C k tels 
que /(0) = x, f soit une immersion en 0, et f 
soit un homeomorphisme de V sur U n M. 

Preuve. Numerotons de (1) a (4) ces assertions dans cet ordre. 

Montrons que (1) implique (2). Si x,U,f sont comme dans (1), alors on peut supposer 
que f(x) = 0, et en notant fi, ■ ■ ■, f n les composantes de /, et g : U —>• l’application de 

composantes f p +i, ■ ■ ■, f n , alors g est une submersion de classe C k telle que g _1 (0) = Uf)M. 

Montrons que (1) implique (4). Si x, U, V , / sont comme dans (1), alors on peut supposer 
que f{x) = 0, et la restriction de f~ l a l’ouvert W = V fi (M p X {0}) de M p X {0} est 
une application de classe C k envoyant 0 sur x, qui est une immersion en 0, et qui est un 
homeomorphisme de W sur U H M. 

Montrons que (4) implique (1) (cette implication est parfois utilisee sous le nom de 
theoreme des immersions dans les exercices). Si x,U,V,f sont comme dans (4), alors par 
le theoreme A.5 de forme normale locale des immersions, quitte a restreindre U et V, il 
existe un C fc -diffeomorphisme ip de U sur un voisinage ouvert VP de 0 dans M n tel que, 
sur V. on ait l’egalite ip o f (xi,...,x p ) = (aq, ..., x p , 0 ..., 0), et done en particular 

ip{u n M) = ip o f(v) = w n (rp x {o}). 

Le fait que (2) implique (1) (cette implication est parfois utilisee sous le nom de theo¬ 
reme des submersions dans les exercices) se montre de meme, en utilisant le theoreme A.6 
de forme normale locale des submersions. 

Le fait que (3) implique (4) est immediat, car si x,U,V,f sont comme dans (3), alors 
on peut supposer que x = 0 et que /(0) = 0, et l’application F : y i —> (y, f(y)) est alors un 
homeomorphisme de V sur U n M, qui est une immersion C k en 0 avec -F(O) = 0. 

Montrons pour terminer que (2) implique (3). Soient x,U, f comme dans (2), et no¬ 
tons /i,..., f n - p les composantes de /. On peut supposer que x = 0. Quitte a permuter 
les coordonnees, comme f est une submersion en x, on peut supposer que la matrice 
(drM x )) (extraite de la matrice jacobienne de / en x) soit inversible. Notons 

\ a j+p / l<i,j<n—p 

pri la projection sur le premier facteur de x R n-p . La differentielle en x de V application 
F : y i->- (pri(y), f(y )) est inversible. Done par le theoreme A.2 d’inversion locale, F est un 
diffeomorphisme local en 0. L’inverse de F est de la forme y i —> ( pr\{y) 1 G{y )) avec G une 
application d’un voisinage W de 0 dans a valeurs dans M n_p . Done, quitte a restreindre 
U, la partie U H M = f~ 1 ( 0) = F” 1 (M P x {0}) est le graphe de la fonction G restreinte a 
VLn(M p x{0}). □ 

On dit qu’une partie M de W 1 est une sous-variete de M n de dimension p et de classe 
C k (et tout simplement sous-variete par abus, par exemple quand k est sous-entendu) si 
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elle verifie l’une des proprietes du theoreme 2.5. On dit alors que la codimension de M 
dans M n est n — p. Si p = 1, 2, n — 1, on dit que M est une courbe, surface, hypersurface 
(differentielle) de M n respectivement. 

Si x € M, un parametrage local de classe C k de M en x est une application / : V —>• M, 
on V est un voisinage de 0 dans M p , telle que /(0) = x, f soit une immersion C k sur V, et 
/ soit un homeomorphisme de V sur un voisinage ouvert de x dans M (voir la definition 

(4))- 

Exercice E.5 Soit U un ouvert de M n , et f : U —>• W 1 une application de classe C k et de 
rang constant r. Montrer que pour tout yo dans f(U), Vensemble des solutions de I’equation 
f(x) = yo est une sous-variete de M n de classe C k de dimension n — r. 

Remarques, (i) La definition (1) fait encore sens lorsque k = 0. On parle alors de sous- 
variete topologique (ou de classe C°). La definition (3) fait encore sens aussi, mais elle 
est strictement plus forte que la premiere, car l’exemple ci-dessous est une sous-variete 
topologique de M 2 (i.e. elle verifie la definition (1)), mais ne peut pas s’ecrire localement 
comme le graphe d’une fonction continue (i.e. elle ne verifie pas la definition (3)). 



(ii) En remplagant M par C, et « de classe C k » par « analytique complexe », ces 
definitions sont encore equivalentes, on parle alors de sous-variete complexe de dimension 
(complexe) p et de codimension (complexe) n — p dans C n . 

Nous donnerons des exemples de sous-varietes dans le paragraphe 2.4, car ce seront 
aussi des exemples de varietes differentielles, que nous definissons maintenant. 

2.3 La categorie des varietes differentielles 

Soient k dans l’ensemble N U {oo,u;} (muni de l’ordre p < oo < lo pour tout p dans N), 
et n dans N. 

• Objets. 

Un atlas de cartes C k a valeurs dans M n sur un espace topologique M est un ensemble 
A de couples (U, ip) ou ip : U V = tp(U) est un homeomorphisme d’un ouvert U de M 
sur un ouvert V de M n , tel que les ouverts U recouvrent M, et que pour tous les couples 
(U,tp) et ( U',(p') dans A, l’application 

p' o p - 1 : p(u n u') -»• p'{u n u') 

soit un C fc -diffeomorphisme d’un ouvert de p(U) sur un ouvert de p'(U'). 
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Vi 

Nous ferons souvent l’abus de noter de la meme maniere une application et sa restriction 
a une partie de son domaine de definition. Nous utiliserons souvent par abus des families 
indexees {([/,, y?,) : i € /}, quitte a indexer les atlas par eux-memes. 

Un tel couple ( U,pi ) (et l’application p t ) est appele une carte (ou carte locale ) de A 
(ou de M par abus), et une carte (locale) en x si x € Ui ; l’ouvert Ui est appele le domaine 
de cette carte. L’application piopj 1 : pj(UiC\Uj) —> pi(UidUj ) est appelee une application 
de transition , ou un changement de carte, de A (ou de M par abus). 

Remarque 2.6 Si dans la definition ci-dessus, nous demandons seulement que les Ui soient 
des sous-ensembles de M et que les pi soient des bijections, alors l’existence d’un tel atlas 
de cartes permet de munir M d’une unique topologie, pour laquelle les Ui sont des ouverts, 
et les tpi : Ui ^ Vi des homeomorphismes. Cette topologie est la topologie la moins fine 
(voir l’appendice A.l) rendant continues les cartes, i.e. une partie V de M est decretee 
ouverte si et seulement si pour toute carte (U, p) de M, la partie p(U PI V) est un ouvert 
de p(U). Pour tout espace topologique X , une application / : X —>• M est alors continue 
si et seulement si pour toute carte ( U , p) de M, l’application p o / est continue. Nous 
laissons au lecteur le soin de verifier que les Ui sont ouverts, que les pi : Ui —>• V) sont des 
homeomorphismes, et que cette topologie est la seule qui convienne. Voir l’exercice E.171 
de l’appendice A.l. 

Lemme 2.7 Soit M un espace topologique. Tout atlas de cartes C k de M est contenu dans 
un unique atlas de cartes C k maximal (pour Vinclusion). 

Preuve. Deux atlas de cartes C k sont dit C k -compatibles si leur reunion est encore un atlas 
de cartes C k (ou de maniere equivalente si l’application de transition entre toute carte de 
l’un et toute carte de l’autre est un C fc -diffeomorphisme). La relation « etre C fc -compatible » 
est une relation d’equivalence sur l’ensemble des atlas de cartes C k . La reunion de tous les 
atlas de cartes C k qui sont C fc -compatibles a un atlas de cartes C k donne est alors l’unique 
atlas maximal cherche contenant ce dernier. □ 

On appelle variete differentielle de classe C k et de dimension n tout espace topologique 

• separe a base denombrable, 

• muni d’un atlas maximal de cartes C k (ou de maniere equivalente, d’une classe d’equi¬ 
valence d’atlas de cartes C fc ), a valeurs dans M n . 
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Lorsque k et n sont sous-entendus, on parlera de variete differentielle, voire meme par 
abus de variete. On dit vine variete lisse lorsque k = oo, et une variete analytique reelle 
lorsque k = vj. Lorsque n = 1 (respectivement n = 2), on parle de courbe (respectivement 
surface ), differentielle (lisse si k = oo, analytique reelle si k = to), et par abus lorsque 
le contexte est clair, de courbe (respectivement surface) tout court, mais il vaut mieux 
preciser. 

Une variete topologique M de dimension n admet un unique atlas de cartes C° maximal, 
l’ensemble de tous les homeomorphismes entre un ouvert de M et un ouvert de M n . Munie 
de cet atlas, M est alors une variete differentielle de classe C°. Reciproquement, une variete 
differentielle de classe C°, privee de son atlas maximal, est une variete topologique. Nous 
identifierons ainsi dans la suite de ce texte les varietes differentielles de classe C° et les 
varietes topologiques. 

La definition fait sens lorsque l’on remplace M n par un espace de Banach et l’on 
parle de variete modelee sur "H, ou variete banachique lorsque T~L est sous-entendu. Par 
exemple, si est un espace vectoriel reel de dimension n muni d’une norme quelconque 
(elles sont toutes equivalentes), alors en composant un atlas de cartes (maximal) a valeurs 
dans par n’importe quel isomorphisme lineaire de sur M n , on obtient un atlas de 
cartes (maximal) a valeurs dans M n . Le choix de l’isomorphisme lineaire est indifferent, 
car tout automorphisme lineaire de M r1 est analytique reel. Done une variete de classe C k 
modelee sur un espace vectoriel reel de dimension n est naturellement muni d’une structure 
de variete de classe C k de dimension n, et nous nous autoriserons parfois a definir des atlas 
de cartes a valeurs dans d’autres espaces vectoriels reels de dimension n que M n . 

Lorsque k = u, on peut remplacer M n par C n (ou par n’importe quel espace vectoriel 
complexe de dimension n, car tout automorphisme lineaire de C n est analytique complexe), 
et demander que les changements de cartes soient analytiques complexes. On parle alors 
de variete analytique complexe (ou variete holomorphe) de dimension complexe n. Une 
variete analytique complexe M de dimension complexe n admet, apres oubli de son atlas 
de cartes holomorphes maximal A, une structure de variete analytique reelle (dite obtenue 
par appauvrisement de structure et encore notee M) de dimension reelle 2n, en la munissant 
de l’atlas de cartes C w maximal contenant A. 

Soit K un corps local (i.e. une extension finie du corps Q p des nombres p-adiques, ou 
le corps Fq((X)) des series formelles de Laurent en une indeterminee sur le corps fini ¥ q a 
q elements, munis de leur valeur absolue, voir [Seri]). Lorsque k = u, on peut remplacer 
M n par K n dans la definition ci-dessus, en demandant que les changements de cartes soient 
analytiques sur K. On parle alors de variete analytique rigide, voir [Sch, Rob, FP] pour 
plus d’informations. 

Une variete differentielle, si l’on oublie qu’elle est munie d’un atlas maximal, est en 
particulier une variete topologique. On peut remplacer « separe a base denombrable » par 
« metrisable separable », ou « denombrable a l’infini », ou « paracompact separable » dans 
la definition de variete differentielle, par la proposition 2.2 et l’alinea suivant l’exercice E.2. 

Tout atlas de cartes C k d’un espace topologique est aussi un atlas de cartes C k pour 
k' < k. Si M est une variete differentielle C k , d’atlas maximal A, alors l’espace topologique 
M peut etre, et sera, muni d’une structure de variete differentielle C k (dite obtenue par 
appauvrissement de structure , et notee par abus de la meme maniere), en munissant M de 
l’atlas maximal de cartes C k contenant A. 

• Fleches. 
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Soient k € N et M, M' deux varietes C k (par exemple obtenues par appauvrissement 
des structures de deux varietes M. M' de classe C k , C k avec k ', k" > k) et / : M —> M' 
une application. 

Soient ( U,(p ) et ( U',ip ') des cartes de M,M' respectivement; l’application 

^ o / o ^ : <p(U n r\U')) y'{U') 

s’appelle I’application f lue dans les cartes (U,tp) et ( U',ip'). 

L’application / est dite de classe C k en un point x de M s’il existe des cartes (U, ip) et 
de M,M' en x,f(x) respectivement, telles que f(U) C U' et que l’application / 
lue dans les cartes (U,ip) et soit de classe C k en tp(x). 



ip 1 o f o ip 1 


Par le theoreme de composition des applications differentiables, l’application / est de 
classe C k en un point x de M si et seulement si elle est continue en x et si pour toutes les 
cartes (U,ip) et (U',ip') de M,M' en x,f(x) respectivement, l’application / lue dans ces 
cartes soit de classe C k en (p(x). 

Notons que si k > 0, le rang (voir l’appendice A.3) de l’application lue dans des cartes 
en l’image de x ne depend pas de ces cartes, et sera done appele le rang de / en x. 

On dit qu’une application / : M —>• M' est de classe C k si elle est de classe C k 
en tout point de M. Une application de classe C k est en particulier continue. On note 
C k (M, M') l’ensemble des applications de classe C k de M dans M'. Si 0 < k' < k, alors 
C k (M, M') C C fc '(M, M') 

Le theoreme de composition des applications differentiables s’etend aux varietes diffe- 
rentielles : si M, M'. M" sont trois varietes C fc , et si / : M —>• M' et g : M' —> M" sont 
des applications de classe C k en x et en f(x) respectivement, alors g o f : M —>• M" est 
de classe C k en x ; done si / : M —>• M'. g : M' —>• M" sont des applications de classe C fc , 
alors g o f : M —>• M" est de classe C k . Ceci decoule immediatement du cas des ouverts 
des espaces M n en considerant des applications lues dans des cartes. 

Pour K = M ou K = C (munis de leur structure de variete C k evidente, voir paragraphe 
2.4.1), l’ensemble C k (M , K) est une sous-algebre de la iL-algebre de toutes les applications 
de M dans K (munie des operations d’addition et de multiplications points par points). 
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La collection des varietes C k , la collection des ensembles d’applications C k entre deux 
varietes C k , les applications identites des varietes C k et la composition des applications C k 
torment done une categorie (voir l’appendice A.6). 

Soit / : M M' une application de classe C k . Nous renvoyons a l’appendice A.3 pour 
des rappels de terminologie du calcul differentiel. 

On dit que / est un C k -diffeomorphisme (ou diffeomorphisme tout court lorsque k est 
sous-entendu - dans les exercices et en pratique, k = oo est souvent sous-entendu-) si / est 
bijective et si son inverse est aussi de classe C k . Remarquons que / est de classe C° si et 
seulement si elle est continue, et que / est un C°-diffeomorphisme si et seulement si / est 
un homeomorphisme. Deux varietes differentielles de classe C k sont dites C k -diffeomorphes 
(ou isomorphes lorsque k est sous-entendu) s’il existe un C k -diffeomorphisme de l’une dans 
1’autre. 

Si x € M, on dit que / est une immersion en x si k > 0 et s’il existe des cartes locales 
en x et en f(x) telles que l’application / lue dans ces cartes soit une immersion en l’image 
de x. On dit que / est une immersion si / est une immersion en tout point de M. On definit 
de meme une submersion en un point, une submersion, une application de rang constant 
au voisinage d’un point, et une application de rang constant (aussi appelee subimmersion). 
Remarquons que la composee de deux immersions est une immersion, que la composee de 
deux submersions est une submersion, mais que la composee de deux applications de rang 
constant n’est pas forcement de rang constant (voir les exercices E.29 et E.30). 

Les definitions precedentes s’etendent aussi au cas ou M et M' sont des varietes analy- 
tiques complexes. En particulier, une application continue / : M —>• M' est dite analytique 
complexe ou holomorphe si les applications lues dans les cartes le sont. 

Les corollaires A.5, A.6 et A.7 de l’appendice, donnant des formes normales locales des 
immersions, submersions et applications de rang constant, sont des resultats locaux, done 
on obtient immediatement leur extension pour les varietes : 

Theoreme 2.8 Soient M,N deux varietes de classe C k de dimensions p, q, soit x un point 
de M et f : M —> N une application de classe C k . 

(Forme normale locale des immersions) Si f est une immersion en x, alors pour 
toute carte locale ip en x telle que ip{x) = 0, il existe une carte locale i/j en f(x) avec 
ij)(f(x)) = 0 telle que, au voisinage de 0, on ait 

i/jo f op- 1 (xi,..., x p ) = (xi, ..., x p , 0,..., 0) . 

(Forme normale locale des submersions) Si f est une submersion en x, alors pour 
toute carte locale i/j en f(x) telle que ^{f{x)) = 0, il existe une carte locale p en x avec 
p(x) = 0, telle que, au voisinage de 0, on ait 

ipo f op- 1 (xi, ...,x p ) = (xi, - - -, x q ) . 

(Forme normale locale des applications de rang constant) Si f est une applica¬ 
tion de rang constant r < min{p, q} sur un voisinage de x, alors il existe une carte locale 
en f(x) avec i/j(f(x)) = 0 et une carte locale p en x avec p(x) = 0, telles que, au voisinage 
de 0, on ait 

ipo f o p- 1 (xi,... , x p ) = (xi,..., x r , 0,... , 0) . □ 


17 


Comme tout recouvrement ouvert d’une variete differentielle admet un recouvrement 
plus fin forme de domaines de cartes, et par une preuve analogue, la proposition 2.3 d’exis- 
tence de partition de l’unite s’etend pour donner des partitions de l’unitfe de classe C k 
(i.e. dont chaque application est de classe C fc ), pour k dans NU{oo}. Attention ce resultat 
n’est pas valable en analytique reel (ni complexe), le lemme clef 2.4 n’etant plus verifie. 

Proposition 2.9 Soient k dans N U {oo} ; et M une variete de classe C k . Tout recouvre¬ 
ment ouvert de M admet une partition de I’unite de classe C k qui lui est subordonnee. Si 
de plus M est compacte, alors tout recouvrement ouvert admet un sous-recouvrement fini 
et une partition de I’unite finie de classe C k qui est subordonnee a ce sous-recouvrement. 
□ 


• Le point de vue des faisceaux 

Le point de vue des faisceaux, ou point de vue fonctionnel, defend l’idee que bien 
comprendre un objet, c’est bien comprendre les fonctions qui sont definies sur cet objet. 
Ainsi Platon dans sa caverne aurait-il pu penser a faire varier les sources d’eclairages pour 
etudier un objet par ses ombres projetees. 

Soit X un espace topologique. Un faisceau d’espaces vectoriels de fonctions reelles sur 
X (ou par abus faisceau dans ce qui suit) est la donnee, notee T , pour tout ouvert U de X 
d’un sous-espace vectoriel J~(U) de l’espace vectoriel M 77 des fonctions reelles sur U, telle 
que 

1. pour tous les ouverts U C V, l’application de restriction tp H > tp ^ de R' 7 dans M 77 
envoie X{V) dans X(U), 

2. pour toute famille d’ouverts de X de reunion U = Uie/ Uj, si (/i)* g / € 

riiG/ J-(Ui ) verifie la condition de compatibility 

V *, j € I, fi\UinUj = fj\UirUj ’ 

alors l’unique / dans M. u tel que fty. = fi appartient a J~(U). 

La premiere condition s’appelle la stability par restriction. La seconde condition s’ap- 
pelle la condition de localite. Elle est presente pour donner du sens au fait que les fonctions 
qui vont nous interesser sont celles dont la definition est « locale ». Par exemple, si, pour 
tout ouvert U, on note C^(U) = C°(f7, M) l’espace vectoriel des fonctions reelles continues 
sur U, alors est un faisceau. Si X est une variete differentielle de classe C k , si C k x {U) 
est l’espace vectoriel des applications reelles de classe C k , de U (muni de sa structure de 
variete C k evidente, voir paragraphe 2.4.2) dans M, pour tout ouvert U de X , alors C| est 
un faisceau. Si X est une variete holomorphe, si C x(U) est l’espace vectoriel des applica¬ 
tions holomorphes de U dans C, alors Cx est un faisceau d’espaces vectoriels de fonctions 
complexes (pour la definition evidente analogue au cas reel). 

C’est parce que le fait d’etre continu ou d’etre de classe C k est une propriety locale que 
ces exemples sont bien des faisceaux. Par contre, si A = M et si A est la mesure de Lebesgue 
sur R, alors U i->- L 1 (f7, A|{j) n’est pas un faisceau d’espaces vectoriels de fonctions reelles 
sur X , car l’integrabilite n’est pas une notion locale. Nous renvoyons par exemple a [Godel] 
pour une etude plus approfondie des faisceaux. 

Soient J 7 , J~' deux faisceaux sur des espaces topologiques X, X'. Un isomorphisme de T 
sur T' est un homeomorphisme if : X —>• X' tel que, pour tout ouvert U de A 7 , l’application 
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/ i —> f oi)i soit un isomorphisme d’espaces vectoriels de X'{U ) sur X(iJj~ 1 (U))- Si ip est un 
isomorphisme de X sur X' , alors ip~ 1 est un isomorphisme de X' sur X. Les faisceaux X 
et X' sont dits isomorphes s’il existe un isomorphisme de Tun dans l’autre. 

Si D est un ouvert de X, et si X est un faisceau, alors en posant X\q(U) = X(U) pour 
tout ouvert U de fi, on obtient un faisceau d’espaces vectoriels de fonctions reelles sur 

n. 

Par exemple, si M est une variete differentielle de classe C k et de dimension n, et ( U , p) 
une carte de M , alors p est un isomorphisme de dans Ainsi, (M, C^-) est 

localement isomorphe (en un sens evident que nous n’expliciterons pas ici) a (M n ,Cg„). 

Remarque 2.10 Soient M,N deux varietes differentielles de classe C k , et f : M —>• N 
une application continue. Alors f est de classe C k si et seulement si, pour tout ouvert U 
de N et pour tout a dans C ^(U), Vapplication f*a = a o f appartient a C^(/ _1 (17)). 

En effet, le sens direct decoule de la composition des applications C k . Le sens reciproque 
decoule, en prenant des cartes locales, du fait qu’une application d’un ouvert de dans 
M 9 est C k si ses composantes le sont. 

Ainsi, les C^’-diffeomorphismes de M vers N sont exactement les isomorphismes de 
(M, C k j) sur (N, C^), et deux varietes C k sont C fc -diffeomorphes si et seulement si leurs 
faisceaux de fonctions C k sont isomorphes. En particulier, si M est de dimension n, alors les 
cartes C k de M sont exactement les isomorphismes entre des couples (U, et (V, Cy) 

pour U un ouvert de M et V un ouvert de M n . 

Remarque 2.11 Si X est un espace topologique separe a base denombrable et si T est un 
faisceau sur X tel que (X,X) soit localement isomorphe a alors il existe une 

unique structure de variete C k sur X telle que T = Cy. 

En effet, l’ensemble des couples (U,p), avec U un ouvert de X et p un isomorphisme 
de (U, sur (V,C^„|y) pour V un certain ouvert de M n , forme un atlas de cartes C k 
sur A, et la structure de variete C k sur X definie par cet atlas convient. 

On peut done definir une variete C k de dimension n comme un espace topologique X 
separe a base denombrable muni d’un faisceau T tel que ( X , X) soit localement isomorphe 
a (R",C*„)- 

Par exemple, si N est une partie localement fermee d’une variete M de classe C k , alors 
on peut definir un faisceau J~n sur l’espace topologique N, ou, pour tout ouvert de N, 
l’espace vectoriel Xj\r(Q) est l’espace des applications de dans M, qui sont localement sur 
N restriction d’une application C k reelle sur un ouvert de M. 

Exercice E.6 Avec les notations ci-dessus, et la definition de sous-variete du paragraphe 
2-4-2 suivant, montrer que le couple (N, Xm) est une variete C k si et seulement si N est 
une sous-variete C k de M. De plus, si ces conditions sont realisees, montrer que Xn = C^. 

2.4 Exemples de varietes differentielles 

2.4.1 Exemples triviaux, contre-exemples et culture 

Commengons par donner des exemples d’espaces topologiques qui ne sont pas des 
(sous)-varietes differentielles. 
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La preuve du fait que chacun des exemples ci-dessous n’est pas une sous-variete dif- 
ferentielle C 1 est laissee au lecteur. (Par contre, le dessin de droite est une sous-variete 
topologique du plan.) 



Alors que la preimage d’un point par une submersion est une sous-variete (voir le 
corollaire 2.22), il n’est pas vrai que l’image d’une immersion (meme injective) est une 
sous-variete. Chaque dessin ci-dessous represente une sous-variete immergee, i.e. l’image 
d’une variete par une immersion injective dans une variete (attention a la terminologie, une 
sous-variete immergee n’est pas toujours une sous-variete). La preuve du fait qu’aucune 
d’entre elles n’est une sous-variete differentielle C 1 est laissee au lecteur. Mais notons que 
la raison pour laquelle l’exemple de gauche ci-dessous n’est pas une variete est la meme 
que celle pour laquelle l’exemple de gauche ci-dessus ne l’est pas, et qu’une sous-variete 
differentielle est en particulier localement fermee (voir la remarque 2.15). 



Passons aux exemples triviaux. Tout espace topologique discret denombrable M admet 
une unique structure de variete C k (qui est de dimension 0) : 1’atlas maximal (independant 
de k) est l’ensemble des (uniques) applications des singletons de M a valeurs dans M° = {0}. 
Dans ce texte, tout espace topologique discret denombrable sera muni de cette structure 
de variete differentielle. 

Tout ouvert U de M n admet une structure de variete differentielle de classe C w , pour 
l’atlas C w maximal contenant l’application identite de l’espace topologique U dans l’ouvert 
U de M n . Bien sur cet exemple est trivial, mais on peut remplacer W 1 par n’importe quel 
espace vectoriel reel E de dimension n, celui-ci etant (sauf mention contraire) muni dans 
ce texte de la topologie definie par n’importe laquelle de ses normes. Ainsi, tout ouvert V 
de E admet une structure naturelle de variete modelee sur E. La structure de variete 
obtenue sur V est celle dont l’atlas est l’atlas maximal contenant la restriction a V 
de n’importe quel isomorphisme lineaire de E dans M n . De meme, tout ouvert de C n , ou 
de n’importe quel espace vectoriel complexe de dimension finie, admet une structure de 
variete analytique complexe. Sauf mention explicite du contraire, un ouvert dans un tel 
espace vectoriel sera muni de cette structure de variete differentielle, dite standard. 
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Par exemple, les ouverts GL n (R ) et GL n ( C) des espaces vectoriels reels de matrices 
A4 n (R) et M n (C) respectivement sont des varietes differentielles de classe C w (et GL n (C ) 
est aussi une variete analytique complexe en tant qu’ouvert de l’espace vectoriel complexe 
Mn(C)). 

Soit M un espace topologique separe et a base denombrable. Le groupe Homeo(M) 
des homeomorphismes / de M agit sur l’ensemble des structures de varietes differentielles 
de classe C k sur M , en associant a l’atlas de cartes (Ui,ipi)i£i l’atlas ( f~ l {Ui),Lpi o /)jg/ 
(qui verihe clairement les conditions voulues). Par definition d’un isomorphisme de variete 
C k , deux structures de varietes C k sur M sont isomorphes si et seulement si elles sont 
dans la meme orbite de Homeo(M) pour cette action. En terme de faisceaux, c’est un cas 
particulier du fait que le groupe des homeomorphismes d’un espace topologique, qui agit 
de maniere evidente sur la collection des faisceaux d’espaces vectoriels de fonctions reelles 
sur X, preserve les faisceaux localement isomorphes au faisceau (R^Cj^). 

Une orbite de cette action de Homeo(M) est souvent non denombrable. Par exemple, 
considerons la variete differentielle C 1 standard R. L’homeomorphisme t 1 —> t 3 de R envoie 
la structure usuelle sur une structure differentielle C 1 differente sur R. Une variation sur 
cet exemple montre qu’il existe un ensemble non denombrable de structures (deux a deux 
distinctes) de variete analytique reelle sur R. Par contre pour tout k E N U {oo,cu}, le 
groupe Homeo(R) agit transitivement sur l’ensemble des structures de variete differentielle 
C k sur R (voir l’exercice E.7 et le theoreme 2.12 suivants). 

Exercice E.7 Montrer qu’il n’existe, a diffeomorphisme analytique reel pres, qu’une et une 
seule structure analytique reelle sur une variete topologique de dimension 1. 


Enhn, concluons ce paragraphe en donnant quelques resultats de culture generale, dont 
nous n’aurons pas besoin dans ce cours, mais qu’il est utile de connaitre pour eviter les 
pieges. 

Le premier resultat, pour lequel nous renvoyons a [Hir, Chap. 2], dit que le probleme 
de classification des varietes C 1 ou analytiques reelles est le meme. 

Theoreme 2.12 (Voir par exemple [Hir]) Soient k <k! dans (N — {0}) U {oo,u;}. Toute 
variete de classe C k est C k -diffeomorphe a une variete de classe C k . Si deux varietes de 
classe C k sont C k -diffeomorphes, alors elles sont C k -diffeomorphes. □ 

Ceci justihe a priori que nous nous interessions dans ce cours surtout aux varietes lisses. 
Mais cela ne veut pas dire que la notion d’application C k avec k < oo n’a pas d’interet! 
Certains problemes de systemes dynamiques, par exemple concernant l’iteration dupli¬ 
cations C k , ou de feuilletages C k (au sens du paragraphe 4.8), ont des comportements tres 
differents suivant leur degre k de differentiabilite (voir par exemple [Arn, page 105] [KH]). 
La preuve du theoreme 2.12 est tres differente suivant que l’on regarde le cas analytique reel 
ou pas. En particulier elle est beaucoup plus difficile si k' = u, par 1’absence de partitions 
de l’unite en analytique reel. 

Comme le montre le resultat ci-dessous, en petite dimension (voir par exemple [Moi]), 
il n’y a pas de difference entre la classification des varietes topologiques et celle des varietes 
lisses. 
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Mais le tore (i.e. l’espace topologique produit Si x Si de deux copies du cercle), qui 
n’admet a isomorphisme pres qu’une seule structure de variete analytique reelle de dimen¬ 
sion (reelle) 2 , possede une infinite non denombrable de structures de variete analytique 
complexe de dimension (complexe) 1 deux a deux non isomorphes, voir par exemple [Rey] : 
par exemple les varietes analytiques complexes quotients (au sens de la partie 2.4.2) C/Z[r] 
et C/Z[t / ] pour Im r, Im r' > 0 sont isomorphes si et seulement si t = qr 7 pour 7 € SL 2 (Z), 
ou SL 2 (Z) agit par homographies 


( 


a 

c 


b 

d 


,z) ^ 


az + b 
cz + d 


sur le demi-plan superieur de C. 

Theoreme 2.13 (Voir par exemple [Moi]) Toute variete topologique de dimension 2 ou 
3 admet une structure de variete analytique reelle. Deux varietes analytiques reelles de 
dimension 2 ou 3, qui sont homeomorphes, sont -diffeomorphes. □ 

Par contre, il existe des varietes topologiques qui n’admettent pas de structure de 
variete C 1 (voir par exemple [Kerv]). II existe aussi de nombreuses varietes topologiques 
qui admettent des structures C 1 (done des structures analytiques reelles) non isomorphes. 

Par exemple, void pour n < 18 le nombre k (n) de classes d’isomorphisme de structures 
differentiables C 1 (done de classes d’isomorphisme de structures analytiques reelles) sur 
l’espace topologique § n (la sphere unite de R n+1 ), voir [KM] : 


n 

< 6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

n{n) 

1 

28 

2 

9 

6 

992 

1 

3 

2 

16256 

2 

16 

16 


Des la dimension 4, la classification des varietes topologiques et celle des varietes lisses 
different. Voir par exemple [Fre] et [Gom], cette derniere reference construisant des struc¬ 
tures differentielles sur R 4 non isomorphes a la structure differentielle standard de R 4 . 

En dimension 1, une classification des varietes topologiques (a homeomorphisme pres) 
est un exercice (voir l’exercice E.l). 

En dimension 2, une classification des surfaces topologiques (a homeomorphisme pres) 
est bien connue (voir par exemple [Gra] [Hir, Chap. 9] [Moi] et surtout [Rey] pour le cas 
compact, et [Kere, Ric] pour le cas general; voir aussi l’exercice E.23 pour avoir une idee 
des problemes pour les surfaces non compactes). Nous donnons ci-dessous la classification 
(topologique, done differentiable d’apres le theoreme 2.13) des surfaces compactes connexes, 
apres une definition. 

Soient M, M 7 deux varietes topologiques connexes de dimension n > 1. Notons B 

la boule unite ouverte de R n , et B 1 la boule ouverte concentrique de rayon moitie, de 

2 

bord Si . Soient p : B —>• M, p>' : B —>• M' deux homeomorphismes sur leur image, et 
2 

/ : p(Si) —>• p'{Si) la restriction de p' o p~ l . On appelle somme connexe de M et M' 
2 2 

l’espace topologique obtenu par recollement de M — p(B 1 ) et de M' — p(B\ ) par / (voir 

2 2 

l’appendice A.l pour une definition) : 

M#M' = (M - p(Bi )) U f (M'- p(B 'i)) . 

2 1 2 
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II est facile de voir que MffM' est vine variete topologique de dimension n. On montre qu’a 
homeomorphisme pres, elle ne depend pas du choix de ip, cp 1 . et que la somme connexe de 
M avec la sphere § n est homeomorphe a M. Done sur l’ensemble des classes d’homeomor- 
phisme de varietes topologiques de dimension to, la somme connexe induit une operation 
associative et commutative, admettant la classe de la sphere § n comme element neutre. 
Par convention, la somme connexe de k copies de M est M si k = 1, et § n si k = 0. Nous 
renvoyons au paragraphe 2.4.3 pour la definition du tore T 2 et du plan projectif reel P 2 (M), 
et leurs representations graphiques. 

Theoreme 2.14 (Voir par exemple [Rey]) Toute surface topologique compacte connexe est 
homeomorphe a la somme connexe de g > 0 copies du tore T 2 ou a la somme connexe de 
g > 1 copies du plan projectif reel P 2 (M), ei deux telles surfaces ne sont pas homeomorphes. 
□ 






surface orient able de genre g 





P 2 (M) 

plan projectif bouteille de Klein 


P 2 (M)#P 2 (M)#...#P 2 (M) 
surface non orient able de genre g 


En dimension 3, une classification des varietes topologiques (a homeomorphisme pres) 
est toujours ouverte. Nous renvoyons a l’excellent article de survol de J. Milnor [Mil2] pour 
un etat de l’art concernant cette classification, des travaux de Poincare aux annonces de 
Perelman, en passant par les resultats de Thurston. 

2.4.2 Exemples familiaux 

Nous donnons dans ce paragraphe quelques grandes methodes pour construire des va¬ 
rietes differentielles, qui produisent souvent des families interessantes de tels objets. Nous 
etudierons les grandes classes ensemblistes des sous-ensembles, images directes, images 
reciproques, somme, produit, quotient. 

• Sous-varietes. Soient k < k! dans N U {oo,w}, p dans N et M une variete C k '. 
Une partie N de M est une sous-variete C k de dimension p de M si pour tout x dans 
N et pour toute carte locale (U, ip) de classe C k de M en x, le sous-espace ip(U H N) est 
une sous-variete (au sens du paragraphe 2 . 2 ) de classe C k et de dimension p de p{U) au 
voisinage de ip(x). II suffit en fait de demander l’existence d’au moins une telle carte locale. 
Si M est de dimension n, on dit alors que la sous-variete N est de codimension n — p. 
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Par exemple, les ouverts d’une variete sont des sous-varietes, et les sous-varietes de W 1 
(au sens du paragraphe 2.2) sont des sous-varietes de la variete M n . 

Exercice E.8 Quelles sont les sous-varietes de dimension n de M n ? 

Remarque 2.15 Une sous-variete N d’une variete M est localement fermee dans M 
(i.e. tout point de N admet un voisinage U dans M tel que N n U soit ferme dans U, 
voir I’appendice A.l et Vexercice E.170). 

En effet, x {0} est (localement) ferme dans M n , et la propriety est invariante par 
homeomorphismes (locaux), done cette remarque est immediate avec la definition par re- 
dressement des sous-varietes (si k > 0, e’est encore plus evident en utilisant la definition 
par fonctions implicites.) Par contre, une sous-variete n’est en general pas fermee (penser 
a un intervalle ouvert borne non vide dans K). 

Les couples (U PI N,ip\un tv), avec U un ouvert de M et ip une carte de classe C k de 
M telle que (p(U n N) soit contenu dans M p X {0}, forment alors (par le theoreme 2.5) 
un atlas de cartes C k de N & valeurs dans M p (apres identification evidente de M p et de 

x {0}). Notons qu’un sous-espace topologique d’un espace topologique separe et a base 
denombrable l’est encore. Si k > 0, si M = W 1 et si {(U a , <p a )}a£A est l’ensemble des 
parametrages locaux C k de N, alors ((ip a (U a ), ip~ l )) a& A est un atlas de cartes sur N, qui 
est C fc -compatible au precedent, done definit la meme structure de variete C k sur N. 

Nous munirons toujours une sous-variete C k de cette structure de variete differentielle 
de classe C fc , dite standard. Cette structure de variete differentielle de classe C k est uni- 
quement caracterisee par la propriety universelle suivante (voir aussi l’exercice E.6). 

Proposition 2.16 Soient k dans N U {oo,w}, M une variete C k , N une sous-variete C k 
de M et i : N —>• M l’inclusion. Alors i est une immersion injective de classe C k , et 
la structure de variete differentielle C k sur N ci-dessus est I’unique structure de variete 
differentielle sur N verifiant la propriety suivante : 

pour toute variete P de classe C k , une application f : P —>• N est de classe C k si et 
seulement si i o f : P —>• M Vest. 

Preuve. Pour toute telle structure de variete differentielle sur N, cette propriety univer¬ 
selle, appliquee a l’application identite de N dans N, implique que i est C k . L’unicite se 
montre, comme souvent pour les proprietes universelles, en considerant l’application iden¬ 
tite de N dans N, et en munissant la source d’une telle structure et le but d’une autre 
telle structure, la propriete universelle disant qu’elle est de classe C k car i : N —>• M l’est, 
et done par symetrie, un C fc -diffeomorphisme, done les structures coincident. 

Le fait que la structure construite verifie cette propriete universelle, ainsi que le fait 
que i soit une immersion, est evident, en prenant des cartes locales. □ 

Exercice E.9 Montrer que si N est une sous-variete C k de M, si P est une variete C k , 
et si f : N —>• P est la restriction d’une application C k d’un voisinage ouvert de N dans 
M, alors f est C k . Voir Vexercice E.38 pour le probleme de la reciproque. 

II est immediat que toute sous-variete d’une sous-variete de M est une sous-variete 
de M (voir l’exercice E.31 et sa solution). Comme cas particulier du fait que toute sous- 
variete C k d’une variete C k soit une variete C k , toute sous-variete C k d’un espace M n est 
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une variete differentielle de classe C k . En fait, la reciproque de ce resultat est vraie, voir 
ci-dessous apres quelques definitions. 

• Plongements. Soient k dans NU{oo,u;} et M. N deux varietes C k . Une application 
f de M dans N est un C k -plongement (ou plongement tout court quand le degre de 
differentiabilite est sous-entendu) si 

• / : M —> f(M ) est un homeomorphisme (oil /(M) est muni de la topologie induite) 
et, 

• lorsque k > 0, l’application / est une immersion C k . 

Attention, il y a bien deux conditions dans cette definition, et les exemples 2.4.1 montrent 
qu’une immersion injective n’est en general pas un plongement, la demande que / soit un 
homeomorphisme sur son image est cruciale. Attention, l’image d’un plongement n’est pas 
toujours fermee. Par exemple, l’application d’inclusion d’un intervalle ouvert borne non 
vide dans R est un plongement d’image non fermee. 

Nous renvoyons a l’appendice A.l pour la definition d’une application propre et ses 
proprietes, dont le resultat suivant decoule immediatement. 

Proposition 2.17 Soient M et N deux varietes de classe C k . Toute immersion C k (ap¬ 
plication continue si k = d) injective et propre de M dans N est un homeomorphisme 
sur son image, done un C k -plongement, d’image fermee. En particulier, si M est com- 
pacte, toute immersion C k (application continue si k = 0) injective de M dans N est un 
C k -plongement. □ 

La proposition suivante dit en particulier que l’image d’une variete par un plongement 
C fc avec k > 0 est une sous-variete, done une variete. 

Proposition 2.18 Soient M,N deux varietes C k , avec k > 1. Une application f de M 
dans N est un C k -plongement si et seulement si 

1. f(M) est une sous-variete C k de N, et 

2. f : M —» f(M ) est un C k -diffeomorphisme. 

Preuve. Comme l’injection d’une sous-variete C k de N dans N est une immersion C k , 
il est immediat que si ces deux conditions sont verihees, alors / est un C^-plongement. 
Reciproquement, soit / : M —> N un C^’-plongement. 

Comme / est un homeomorphisme sur son image, il suffit de verifier que f(M) est 
une sous-variete C k de N, et que, pour tout point x de M, l’application / est un C k - 
diffeomorphisme d’un voisinage ouvert de x dans M sur un voisinage ouvert de f(x) dans 
/(M). Mais ces deux proprietes sont des proprietes locales, et il suffit done de les verifier au 
voisinage de tout point f(x) et x respectivement. Soient U un voisinage ouvert de x dans 
M, et V un voisinage ouvert de f(x) dans N, qui sont des domaines de cartes. Comme 
/ est un homeomorphisme sur son image, on peut supposer que f{U) C f(M ) C V. En 
remplagant / par une application lue dans les cartes, on se ramene au cas oil M, N sont des 
ouverts de M m ,M n respectivement. Le resultat decoule alors du theoreme 2.5 (qui necessite 
k > 1). □ 

Comme le montre le noeud sauvage suivant, image d’un plongement topologique du 
cercle Si dans R 3 , l’image d’une variete topologique par un plongement topologique n’est 
pas toujours une sous-variete. 
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Comme enonce dans la remarque (1) ci-dessous, toute variete differentielle est diffeo- 
morphe a une sous-variete d’un espace M n . Mais ce resultat ne justifie pas de n’etudier que 
les sous-varietes de M n . En effet, de nombreux objets mathematiques ont une structure 
differentielle « naturelle » qui n’est pas une structure de sous-variete « naturelle », voir par 
exemple ci-dessous les espaces projectifs et les varietes grassmanniennes, ainsi que les ob¬ 
jets construits par quotients comme dans le paragraphe ci-dessous intitule Revetements, 
ou comme les espaces homogenes dans le paragraphe 5.8. En pratique en mathematiques, 
il y a plus d’objets qui sont construits par quotients d’objets que par sous-objets. 

Dans ces notes, nous ne demontrerons que le resultat suivant. 

Theoreme 2.19 Pour tout k dans N U {oo} et toute variete compacte M de classe C k , il 
existe m dans N et un C k -plongement de M dans M m . 

Preuve. Soit n la dimension de M. Par compacite, M admet un atlas de cartes hni 
(Ui, <^j)i<j<p. Par la proposition 2.9 et sa preuve, il existe une partition de 1’unit6 ( fj)i<j<q 
de classe C fc , avec fj constante non nulle sur un ouvert Vj, et de support contenu dans U tj . 
de sorte que {Vj)i<j<q recouvre M. L’application fj(pi jt prolongee par 0 en dehors de Ui ., 
est de classe C k . L’application i/j = (f \,..., f q <Pi q , fi ,..., f q ) de M dans est une 

immersion C k (car tout point x appartient a l’un des ouvert Vj sur lequel fj est constant 
et ( pi. est une immersion). Elle est injective (car si ip(x) = i/>(y), et si x € Vj C U tj . alors 
fj(y ) = fj(x) > 0, done y E et (fi- etant injective sur Ui-, on a done x = y). Done 
est un C fc -plongement par la proposition 2.17. □ 

Encore une fois, l’utilisation de partitions de l’unite empeche la preuve de marcher pour 
le cas analytique reel. Void quelques remarques de nature culturelle, pour laquelle nous 
renvoyons aux livres de [Hir, Ada], 

Remarque. (1) Pour tout k dans N U {oo,cj}, un resultat de Whitney [Whi] montre que 
toute variete C k de dimension n > 0 admet un C fc -plongement dans M 2ti , et que toute 
variete C k de dimension n > 1 admet une immersion C k dans M 2n W Comme tout sous- 
espace d’un espace separe et a base denombrable l’est aussi, la condition imposee aux 
varietes differentielles d’etre separees et a base denombrable est done necessaire pour la 
validite du theoreme de Whitney. 

(2) Ce resultat de Whitney est optimal, car le plan projectif reel P 2 O&) (d u i es t de 
dimension 2, voir ci-dessous) ne se plonge pas dans M 3 (et l’espace projectif IP 2 n (®0 ne se 
plonge pas dans R 2n+1 pour n > 1), voir par exemple [Hir, page 108]. De plus, comme il 
est facile a montrer (voir l’exercice E.27), la sphere §2 n’admet pas d’immersion C 1 dans 
M 2 . 


• Images reciproques. Fixons un element k dans (N — {0}) U { 00 , w}, deux varietes 
M et N de classe C k et de dimension met n respectivement, et une application / : M —>• N 
de classe C k . 
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Proposition 2.20 Soit y £ /(M). Si f est de rang constant r sur un voisinage de f 1 (y), 
alors f~ x {y) est une sous-variete C k de M, de dimension m — r, qui est fermee. 

Preuve. Comme le fait d’etre une sous-variete est un probleme local, par le theoreme 2.8 
de forme normale des applications de rang constant, en prenant des cartes locales, on se 
ramene au cas ou M et N sont des ouverts de M m ,M n respectivement contenant 0, on 
/(0) = 0 et y = 0 et on / est une restriction de l’application lineaire (x\,... ,x m ) H > 
(xi,..., x r , 0,..., 0). Le resultat en decoule. □ 

Un point x de M est un point critique de / si / n’est pas une submersion en x. Un point 
y de N est une valeur critique s’il existe un point critique x tel que f(x) = y. Un point de 
N qui n’est pas une valeur critique est une valeur reguliere. (Attention, une valeur reguliere 
n’est pas forcement une valeur, en fait tout point de N n’appartenant pas a l’image de / 
est une valeur reguliere !) 

Soit M une variete de classe C 1 et de dimension n. Une partie A de M est dite de 
mesure nulle si pour toute carte locale ( U , (p ) de M, la partie (p{A n U ) de M n est de 
mesure nulle pour la mesure de Lebesgue de W 1 . Tout C 1 -diffeomorphisme entre ouverts 
de W 1 preserve les ensembles de mesure nulle, par le theoreme de changement de variable 
pour la mesure de Lebesgue. Done une partie A de M est de mesure nulle si et seulement si 
pour tout x dans A, il existe une carte locale ( U , ) de M en x telle que la partie p)(AC\ U ) 
de W 1 soit de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue de M n . 

Notons qu’une sous-variete de classe au moins C 1 et de codimension au moins 1 d’une 
variete M est de mesure nulle dans M, par redressement. 

L’abondance des valeurs regulieres vient du resultat suivant, dont nous n’aurons pas 
besoin dans ces notes sous cette forme generale, mais que nous enongons pour la culture 
generale (voir par exemple [Hir, page 69], ainsi que le tres joli petit livre [Mil]). 

Theoreme 2.21 (Theoreme de Sard) Soient M et N deux varietes de dimensions m et 
n, et f : M —>• N une application de classe C k . Si k > max{0, m — n}, alors I’ensemble des 
valeurs critiques de f est de mesure nulle, et en particulier I’ensemble des valeurs regulieres 
est dense. □ 

Les valeurs regulieres permettent de construire des sous-varietes par image reciproque, 
comme indique dans le resultat suivant. 

Porisme 2.22 Si y est une valeur reguliere de f et siy £ f(M), alors f^ 1 (y) est une sous- 
variete C k de M, de dimension m — n. En particulier, si f : M N est une submersion 
C k , alors f~ 1 (y) est une sous-variete C k de M pour tout y dans N. 

Preuve. Comme l’ensemble des points de M en lesquels / est une submersion est un 
ouvert, et qu’une submersion a valeurs dans N est une application de rang constant n, le 
resultat decoule de la proposition 2.20. □ 

Une telle sous-variete f~ 1 (y) est appelee une surface de niveau reguliere (ou ligne de 
niveau reguliere si m — n = 1). Plus generalement, on a le resultat suivant (voir aussi 
l’exercice E.72). 
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Proposition 2.23 Si f : M —>• N est une submersion 
C k , si S est une sous-variete C k de N de dimension 
p, alors f~ 1 (S) est une sous-variete C k de M, de di¬ 
mension m — n + p. 

Preuve. Soit x dans f 1 (S) et y = f(x). Soit U un 
voisinage ouvert de y et g : U —>• M n_p une submersion 
C k telle que S HU = g~ 1 {g{y)). Alors g o f est une 
submersion en x, et si z = g o f(x), alors / _1 (S') n 
f~ l (U) = (g o /) _1 (z), ce qui montre le resultat. □ 

• Sommes disjointes. Soient (M Q ) ae ^ une famille au plus denombrable de varietes 
differentielles de classe C k et de dimension n, et (U a: i,ip a j)i£i a un atlas de cartes de M a 
pour tout a. Notons X l’espace topologique somme disjointe des M a (voir l’appendice 
A.l), qui est separe et a base denombrable. Identifions M a avec son image dans X. Alors 
il est facile de verifier que ( U a i , (Pot,i)a£A,i&l a est un atlas de cartes C k sur X , done definit 
une structure de variete differentielle de classe C k et de dimension n sur X. Sauf men¬ 
tion explicite du contraire, une somme disjointe de varietes sera toujours munie de cette 
structure, dite de variete somme disjointe. 

II est immediat de voir que cette structure sur X est l’unique structure de variete C k 
telle que pour toute variete P de classe C fc , une application de X dans P est de classe C k si 
et seulement si sa restriction a chaque M a est C k . En particulier, les inclusions canoniques 
des M a dans X sont des C fe -plongements. 

• Produits. Si M,N sont deux varietes differentielles de classe C k , et si 

(Vp'Pj) j^j sont deux choix d’atlas definissant leur structure differentielle, posons (f>ij : Ui x 
Vj -A- ipi(Ui ) x i/j j(Vj ) 1’application defrnie par (x, y) i->- (<Pi(x),ipj(y)). Alors il est immediat 
de verifier que ( Ui x Vj. 4 l ij)(i.j)GTx J es t un atlas de cartes C k sur l’espace topologique 
produit M x N, dont la classe d’equivalence ne depend pas des choix. Un produit de deux 
espaces topologiques separes et a base denombrable Test encore. Sauf mention explicite du 
contraire, le produit de deux varietes sera toujours muni de cette structure de variete, dite 
de variete produit. 

Remar quons que si M et N sont de dimension met n respectivement, alors la dimension 
de la variete produit MxN est m+n. Il est immediat que les projections pr i : MxN M 
et pr 2 ■ M X N -A N sont des submersions surjectives de classe C k . Notons que par 
l’identification usuelle d’une fonction a valeurs dans un produit avec le couple de ses deux 
composantes, on a 

C k (M, Ni x N 2 ) = C k (M, N\) x C k (M,N 2 ) 

pour toutes les varietes M,N\,N 2 de classe C k : une application d’une variete a valeurs 
dans une variete produit est C k si et seulement si ses composantes le sont. 

Exercice E.10 Montrer que la structure de variete produit est I’unique structure de variete 
C k sur I’espace topologique produit telle que ceci soit verifie. 



Dans la fin de ce paragraphe, nous montrons comment utiliser les revetements (voir 
l’appendice A.4) pour construire des varietes differentielles, soit en «tirant en arriere » des 
structures de variete differentielle, soit en « passant au quotient » des structures de variete 
differentielle. 
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Le bon outil pour transferer des proprietes locales dans les deux sens est celui des 
morphismes etales, au sens suivant. Soient M, N deux varietes de classe C k . Une application 
/ : M —>• N est un morphisme etale de classe C k (ou un C k -cliffeomorphisme local) si pour 
tout x dans M, il existe un voisinage ouvert U de x dans M et un voisinage ouvert V de f(x) 
dans N tel que / : U —>■ V soit un C fc -diffeomorphisme. Par le theoreme d’inversion locale 
A.2, si M,N sont de dimension m,n respectivement, alors une application / : M —» N 
est un C fc -diffeomorphisme local si et seulement si / est une immersion C k et m = n. On 
definit de meme une application etale holomorphe entre deux varietes holomorphes. 

• Homeomorphismes locaux. Les homeomorphismes locaux permettent de « tirer 
en arriere » des structures de variete differentielle. Plus precisement, soient X et B deux 
espaces topologiques separes a base denombrable, et p : X —)• B un homeomorphisme local. 
Si B est muni d’une structure de variete C k , alors X admet une unique structure de variete 
C k telle que p soit un C fc -diffeomorphisme local. 

En effet, l’ensemble des couples (V, (p ) tels que V soit un ouvert de X, la partie p(V) 
soit un ouvert de B, l’application p\y : V —>• p{V) soit un homeomorphisme et le couple 
(p(V),ip) soit une carte locale de B, forme un atlas de cartes sur X. La structure de 
variete C k definie par cet atlas sur X convient. 

Localement, l’application p induit un isomorphisme entre les faisceaux C^- et C k B 
(i.e. pour tout point x de X, il existe des ouverts U dans X et V dans B, tels que x € U 
et p soit un isomorphisme de C^,^ r sur C^y). 

• Revetements. Nous renvoyons a l’appendice A.2 pour le vocabulaire des actions 
de groupes, et a l’appendice A.4 pour les notions de base sur les revetements. 

Soient X,B deux varietes C k , et / : X —>• B une application C k . On dit que / est un 
revetement C k si pour tout y E B, il existe un voisinage ouvert V de y, un espace discret 
denombrable D non vide et h : V x D —>• / -1 (V) un C^-diffeomorphisme (pour la structure 
produit a la source) tel que le diagramme suivant commute : 

VxD A f-\V) 

pri X f 

V 

Si X , B sont des varietes analytiques complexes, on definit de meme la notion de revetement 
holomorphe en demandant que h soit un diffeomorphisme analytique complexe. 

Deux revetements C k , f : X —> B et f : X' —> B, sont isomorphes s’il existe un 
C fc -diffeomorphisme cj) : X —>• X' tel que le diagramme suivant commute 



/ \ v//' 

B 


Une propriety fondamentale des revetements C k est celle de relevement unique d’ap- 
plications C fc , que nous enongons ci-dessous. Comme un revetement C k est en particulier 
un C fc -diffeomorphisme local, la proposition suivante est une consequence immediate de la 
proposition A. 10 de l’appendice A.4. 

Proposition 2.24 (Theoreme du relevement) Si p : X —>• B est un revetement C k 
et Y est une variete C k simplement connexe, pour tous x dans X et y dans Y tels que 
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p(x) = f{y), pour toute application f : Y —» B de classe C k , il existe un et un seul 
relevement f : Y —>• X de classe C k de f tel que f(y) = x. □ 

Si p : X —>• B est un revetement holomorphe, et si f :Y —> B est analytique complexe, 
alors un theoreme du relevement analogue fournit un relevement / : Y —>• X analytique 
complexe. 

La construction principale de revetements C k est la suivante. Soit G un groupe discret 
agissant, par C fc -diffeomorphismes, librement et proprement sur une variete differentielle 
X de classe C k . 


Proposition 2.25 L’espace topologique quotient G\X admet une unique structure de va¬ 
riete differentielle de classe C k , telle que la projection canonique it : X —>• G\X soit un 
C k -diffeomorphisme local. 


Sauf mention explicite du contraire, tout tel quotient G\X sera muni de cette structure 
de variete C fc , dite de variete quotient. La projection canonique 7r est alors un revetement 
C fc . 


Preuve. On sait (voir le theoreme A.8 de l’appendice A.4) que l’espace topologique G\X 
est separe. II est immediat que G\X est a base denombrable, car X l’est et la projection 
canonique n est continue, ouverte (voir la proposition A.l de l’appendice A.2) et surjective. 
Considerons l’ensemble A des couples (7r(P),y?o (vr|y) _1 ) avec (V,ip) une carte locale de 
X, telle que l’application 7T|y : V —>• 7r(P) soit un homeomorphisme, et que gV n V = 0, 
pour tout g dans G — {e}. Montrons que A est un atlas de cartes C k sur G\X. 



U 



*HU) 


CJP 




En effet, d’une part, les domaines de cartes recouvrent bien G\X, par le theoreme A.8 
de l’appendice A.4. D’autre part, si (n(U),'ipo (vr|^/) —x ) est un autre tel couple, alors pour 
tout x dans V n 7r^ 1 (7r(C/)), il existe un (unique) element g dans G tel que, pour tout y 
suffisamment proche de x, on ait gy = (tt|c/) 1 ° 7r |v(?/)- L’application de transition entre 
(n(y),(po ('7T|r/)~ 1 ) et (Tr(U),tjjo (tt|c/) X ) es t done, au voisinage de tp(x), 

o g o ip 1 )| ¥ ,(yn7r- 1 (7r([/))) > 


qui est de classe C k . 
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La structure de variete C k definie par cet atlas sur G\X convient. □ 

De meme, si un groupe discret G agit proprement et librement par diffeomorphismes 
analytiques complexes sur une variete holomorphe M, alors l’espace topologique quotient 
G\M admet une unique structure de variete holomorphe, telle que la projection canonique 
7 T : X —>• G\M soit une application etale holomorphe. 

Du point de vue des faisceaux, pour tout ouvert U de G\X, l’espace C k .^ x (U) s’identifie 
a l’espace des fonctions / dans C y(7r _1 (C/)) qui sont invariantes par le groupe G (i.e. telles 
que f(jx) = f(x) pour tout 7 dans G et x dans X), par l’isomorphisme d’espaces vectoriels 
qui, a une application G-invariante de 7 r _1 (17) dans M, associe 1’application de U dans M 
induite par passage au quotient. 


Exemples. (1) En particulier, si G est un groupe fini (discret) agissant librement par 
C fc -diffeomorphismes sur une variete M compacte de classe C k , alors G\M est une variete 
quotient C k compacte. 

(2) Le groupe topologique SL 2 (M) agit continument sur le demi-plan superieur TL = 
{z € C : Ini z > 0}, par homographies 

fa b \ _ az + b 

\ c d J cz + d 

Soit SL 2 (Z) le sous-groupe de SL 2 (M) des elements a coefficients entiers. Pour tout n € 
N — {0}, soit 

r|n| = {( c d ) e SL2(Z) : ( c d ) s ( 0 1 ) I mod "I } 

Exercice E.ll Montrer que pour n > 2, le groupe T[n] agit proprement et librement sur 
'H, et done que r[n]\"H est une variete quotient analytique reelle. Montrer que I’espace topo¬ 
logique quotient T\H est homeomorphe a un disque ouvert, mais n’admet pas de structure 
de variete C 1 telle que la projection canonique T~L —>• T\H soit un C 1 -diffeomorphisme local. 



Montrer que la variete quotient r[2]\'H est C u -diffeomorphe a la sphere §2 privee de 
trois points. Si [r,T] est le sous-groupe derive de T (i.e. le sous-groupe engendre par les 
commutateurs [a, b\ = a6a _1 6 _1 d’elements de F), montrer que [r,T] agit proprement et 
librement sur Ti. et que la variete quotient [r,r]\% est C u -diffeomorphe au tore T 2 prive 
d’un point. 
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Une autre grande famille de varietes est celle des espaces homogenes (voir le paragraphe 
5.8), mais nous aurons besoin des groupes de Lie et de quelques resultats de geometrie 
differentielle avant de pouvoir les etudier. Nous renvoyons done le lecteur au chapitre 5. 

2.4.3 Exemples cruciaux 

• Les spheres. Soit n dans N. La sphere de dimension n est le sous-espace topologique 
compact de M n+1 defini par 

= {x = (x 0 , xi, .. ., x n ) € M n+1 : Xq 4-f x 2 n - 1 = 0 } . 

Certains ouvrages, voire la plupart, notent § n la sphere de dimension n, mais nous preferons 
la notation en indice plutot qu’en exposant, pour ne pas confondre avec les produits (que 
penser de (S 1 )" - § n ?). Comme l’application (xo, ■ ■ ■, x n ) Xq + • • • + — 1 est une 

submersion analytique reelle en tout point de § n , la sphere est une sous-variete analytique 
reelle de M n+1 , de codimension 1 et de dimension n. 



Soient N = (1,0,... , 0) et S = (—1, 0,... , 0), appeles respectivement le pole Nord et 
le pole Sud de § n . Notons p n : § n — {N} —> M n et ps ■ S n — {S'} —> M n les applications, 
appelees projection stereographique de pole Nord et Sud respectivement, qui a un point x 
de la sphere, different du pole concerne, associent le point d’intersection, avec l’hyperplan 
d’equation xo = 0 (identifie avec M n ), de la droite passant par le pole concerne et x. II 
est immediat geometriquement que ces applications sont continues, bijectives, et d’inverses 
continus. 

Les projections stereographiques sont done des homeomorphismes d’un ouvert de § n sur 
W 1 . II est facile de voir geometriquement (avec les notations de la figure, ||pat(x)|| = tana 
et ||ps(x)|| = tan(| - a), done ||ptv(^)|| = l/||ps(x)|| et 0,p s (x),p N (x) sont alignes) que 
l’application de transition est 

PS o : M n — {0} —> M n — {0} 

X ^ IRF 

(qui est l’inversion par rapport a la sphere § n _i), done est un diffeomorphisme (involutif) 
analytique reel. Les ouverts § n —{A^} et S n —{S} recouvrent § n . Done {(§ n — {i},Pi)}ig{s,Ar} 
est un atlas de cartes analytique reel sur § n . 

Exercice E.12 Verifier que la structure de variete analytique reelle definie par cet atlas 
et celle definie par la structure de sous-variete ci-dessus sont egales. 


32 










Soient n€NetpGN — {0}. Le groupe 

U p = {A € C : \ p = 1} 

des racines p-emes de l’unite agit par diffeomorphismes analytiques reels sur la sphere de 
dimension impaire § 2 n+i = {(zo> —,z n ) G C n+1 : \z 0 \ 2 + ... + \z n \ 2 = 1} par A-(z 0 , ...,z n ) = 
(Azo ,..., \z n ). Done l’espace lenticulaire L n , p = U p \§> 2 n+i (voir l’appendice A.4) est une 
variete quotient analytique reelle, et la projection canonique §2n+i —t L n)P est un revete- 
ment analytique reel a p feuillets. 

Considerons C = C U {oo} le compactifie d’Alexandrov de C (qui est C U {oo} muni de 
l’unique topologie dont une base d’ouverts est l’ensemble forme des U pour U ouvert de C et 
des c ATU{oo} pour K compact de C, voir l’exercice E.169 de l’appendice A.l). Considerons 
les homeomorphismes pi = id : U± = C —>• C et '■ U 2 = (C — {0}) U { 00 } —» C defini 
par p 2 (z) = h si z / 00 et ^ 2 ( 00 ) = 0. Alors <f 2 0 Vi 1 '■ C — {0} —>• C — {0} vaut z 1 -^ 
qui est holomorphe. Done (t/*, V p i)i=i ,2 es t un atlas de cartes holomorphe sur C. L’espace 
C, muni de 1’atlas de cartes holomorphe maximal contenant (fjj, <pi)i=i 2 , est done une 
variete analytique complexe de dimension 1, que l’on appelle la sphere de Riemann. Elle 
est clairement C^-diffeomorphe a la variete § 2 - 

• Les tores. Le tore de dimension n est le sous-espace topologique compact de C n 
defini par 

T n = {z = (zi,...,z n )eC n : \ Zl \ = --- = \z n \ = 1 }. 

Comme l’application (z 1 ,..., z n ) <—> (|zi| —1,..., \z n \ — 1) de C n dans R n est une submersion 
analytique reelle en tout point de T n , celui-ci est une sous-variete analytique reelle de C n , 
de codimension n et de dimension n. 



x = (2 + cost) cos s 
y = (2 +cost) sins 

z = sin t 




Exercice E.13 (voir aussi les exercices E.24 et E .42 et leur solutions) Montrer que T n 
est C u -diffeomorphe a la variete produit de n copies du cercle Si. 

Montrer que le sous-groupe Z n agit librement et proprement sur M n par translations, et 
que la variete differentielle quotient M n /Z n est C u -diffeomorphe a T ra . (En particulier les 
fonctions C k sur T n s’identifient aux fonctions C k periodiques surM. n .) 
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Montrer que l’application R n —>• R 2n definie par 


(ti,..., t n ) i->- (cos 2 nti, sin 2 nti, ..., cos 2 -Kt n , sin 2 -k t n ) 

induit par passage au quotient un diffeomorphisme analytique reel de R n /Z n sur une sous- 
variete de R 2n . 

On considere R 3 muni de ses coordonnees usuelles x, y, z. On appelle tore de revolution 
le sous-espace de R 3 obtenu en faisant tourner autour de I’axe des z le cercle d’equations 
y = 0, {x — 2) 2 + z 2 = 1. Montrer que le tore de revolution est une sous-variete analytique 
reelle de R 3 , qui est C w -diffeomorphe a T 2 . 


Soit A un reseau de C, i.e. un sous-groupe discret tel que l’espace topologique quo¬ 
tient C/A soit compact. Alors A agit librement et proprement (par translations) sur C, et 
la variete holomorphe quotient C/A, de dimension (complexe) 1, est appelee une courbe 
elliptique. Elle est bien sur C^-diffeomorphe a T 2 . La sphere de Riemann et les courbes 
elliptiques sont des exemples de surfaces de Riemann , i.e. de varietes holomorphes de di¬ 
mension (complexe) 1, nous renvoyons par exemple a [Rey, FK] pour references. 


Exercice E.14 Soient r, t' deux nombres complexes de partie imaginaire strictement posi¬ 
tive. Montrer que les courbes elliptiques C/(Z+rZ) et C/(Z+r , Z) sont isomorphes (en tant 


que varietes analytiques complexes) si et seulement si t' = oil 


€ SL 2 (Z). 


• Les espaces projectifs. Rappelons que si K est un corps (commutatif), et V un 
AT-espace vectoriel, on appelle espace projectif de V, et on note P(E), l’ensemble quotient 
K*\(V — {0}) de V — {0} par l’action par homotheties du groupe multiplicatif des scalaires 
non nuls, c’est-a-dire l’ensemble quotient (V — {0})/~ de l’ensemble V — {0} des vecteurs 
non nuls par la relation d’equivalence « etre colineaire » 

x ~ y 3 A € K*, x = Xy . 

L’ensemble P(V) s’identifie avec l’ensemble des droites vectorielles de V. Toute application 
lineaire injective / : V —» V' entre deux espaces vectoriels sur K induit par passage au 
quotient une application P(/) : P(E) —>• P(E / ), appelee application projective. 

Si K = R ou K = C, et si V est de dimension finie (muni de la topologie definie par 
n’importe quelle norme), nous munirons P(E) de la topologie quotient, qui est separee 
(car deux droites distinctes (privees de l’origine) sont contenues dans des cones ouverts 
disjoints (prives de l’origine)), done compacte (car P(E) est l’image d’un compact, par 
exemple la boule unite fermee d’une norme). Plus generalement, si V est un espace vectoriel 
topologique sur un corps topologique K (par exemple V = K n ). nous munirons P(E) de 
la topologie quotient. 

Si A : V —>• K est une forme lineaire non nulle, de noyau un hyperplan note H = 
H\, alors A _1 ({1}) est un hyperplan affine de V, et l’application i\ : A _1 ({1}) —>• P(E), 
restriction de la projection canonique 7r : V — {0} —>• P(V), est injective, d’image P(E) — 
P (H), d’inverse l’application qui a une droite vectorielle non contenue dans H associe son 
unique point d’intersection avec A -1 ({1}). Une application de la forme 

= P(U)-P(iL) -»■ A -1 ({1}) 
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est appelee une carte affine de P(V), d 'hyperplan a I’infini ¥(H). Si A , p, sont deux formes 
lineaires, alors l’application 

est donnee par v H > j^ v - Done si K = M ou K = C et si V est de dimension finie, cette 
application (apres identification lineaire, done AT-analytique, des hyperplans affines avec 
un espace K N ) est AL analytique. Ainsi (P(V) — W(H\), ^ 1 ) / \gv r -{o} (P our D le dual de 
V) est un atlas de cartes, analytique reel si K = M et analytique complexe si K = C, 
sur P(V). Sauf mention explicite du contraire, nous munirons alors P(V) de la structure 
AT-analytique definie par cet atlas. Les fonctions C k sur un ouvert U de P(V) s’identifient 
aux fonctions C k sur 7r _1 (C7) qui sont invariantes par homotheties (i.e. f(tx) = /(x) pour 
tout t dans K* et x dans 7r _1 (£/)). 


Supposons maintenant que V = K n+l . Alors on note P n (K) (ou parfois K P n ) l’espace 
P(V), et on l’appelle 1’espace projectif de dimension n, reel si K = M, complexe si K = C. 
Si x = (xo, * 1 , • • •, x n ) € K n+l — {0}, on note \xq : x\ : ... \ x n ] l’image de x dans P n (K), 
et on appelle xq,x±, ... ,x n les coordonnees homogenes de x. En particulier, pour tout t 
dans K*, on a [tx o : tx,\ : ... : tx n ] = [xo : x\ : ... : x n ]. Si K = M ou K = C, il suffit de 
n + 1 formes lineaires pour definir un atlas de cartes de la variete P n (AT), celles qui sont 
les applications coordonnees. En effet, posons 


Ui = {[x 0 : xi : ... : x n \ € P n (K) : x* / 0} . 


Les ouverts Ui sont bien definis, et recouvrent ¥ n (K). L’application <pj : Ui —>• K n definie 
par 


[x 0 : xi : 


\Xi 


%i —1 1 %n 

? • • • 1 

rp . rp . rp . 

0/2, o^z o^z 


est un homeomorphisme, d’inverse (to, • • •, U,... , t n ) i —> [t 0 : ■ ■ ■ : U-\ : 1 : ti+\ : ... : t n ], 
ou la notation ti signifie que l’on omet tj. Pour i j , l’application de transition 


'Pj ° • {(to, • • •, tj, • • •, t n ) G A . tjf 1 0} y { {v,q ,.. •, Uj , • • •, u n ) G K . Ui 0} 

est definie par Uk = j*- si k 7^ i. j. et Ui = j-. II s’agit d’une application rationnelle, de 
denominateur ne s’annulant pas, done d’une application A'-analytique. Par consequent, 
(Ui, <Pi)o<i<n es t un atlas de cartes A'-analytique sur P n (A'), en fait contenu dans le pre¬ 
cedent atlas de cartes. 

Nous renvoyons au tres beau livre [Ape] pour de tres beaux dessins du plan projectif 
reel. Le dessin de droite ci-dessous ne represente pas l’image d’une immersion de P 2 (M) dans 
M 3 (qui existe pourtant, d’apres la remarque (2) de la fin du paragraphe Plongements, 
voir la surface de Boy dans [Ape] pour un exemple explicite), mais il y a un seul point en 
lequel l’application n’est pas une immersion. Ce dessin donne une image de ce qui se passe 
quand on identifie les points opposes de l’equateur bord de l’hemisphere nord. 
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Exercice E.15 (1) On rappelle que le groupe {±1} agit sur S n par x i—>■ ±x. Montrer 
que la restriction a E> n de la projection canonique sur P n (M) induit un diffeomorphisme 
analytique reel de la variete quotient {±l}\8 n sur P n (M), et que Vapplication canonique 
§ n —> P n (R) est un revetement analytique reel a deux feuillets. 

(2) Montrer que Pi(M) est C u -diffeomorphe a Si, et que Pi(C) est C u -diffeomorphe a 

§2- 


• Les varietes grassmanniennes. Soient k, n € N, K le corps M ou C, et V un K- 
espace vectoriel de dimension finie n. On note Gk(V) l’ensemble des sous-espaces vectoriels 
de V de dimension k. Remarquons que Go(V) et G n (V) sont reduits a un point, que Gk(V) 
est vide si k > n, et que Gi(V), l’ensemble des droites vectorielles de V, s’identifie a P(E). 

On munit Gk{V) de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts : si 
B est la boule unite fermee d’une norme fixee sur V, pour tout e > 0, deux elements 
A, A' de Gk(V) sont dits e-proches si B n A est contenu dans le e-voisinage de B n A’ et 
reciproquement; si V e (A) est l’ensemble des A! dans Gk(V) tels que A et A 1 soient e-proches, 
alors { V f (A) : e > 0,A G Gk(V)} est une base d’ouvert d’une topologie sur Gk(V) (voir le 
critere (*) en tout debut de l’appendice A.l); cette topologie ne depend pas du choix de 
la norme. Cette topologie est clairement metrisable (pour la distance entre A, A 1 qui est la 
borne inferieure des e ci-dessus), et compacte (munir V d’un produit scalaire, prendre une 
suite de sous-espaces vectoriels Ai de dimension k, prendre une base orthonormee de Ai, 
et extraire une sous-suite convergente de ces bases, le sous-espace engendre par la limite 
est une valeur d’adherence des Ai dans Gk(V))- 

Soient A et B deux sous-espaces vectoriels supplementaires de V, avec A de dimension 
k. On note C{A, B ) l’espace vectoriel de dimension k(n — k) des applications lineaires de A 
dans B. Soit Ub l’ouvert de GkiY) des sous-espaces vectoriels supplementaires a B. Tout 
element C de Ub est le graphe, dans la decomposition V = A(BB, d’une unique application 
lineaire f de A dans B. Notons tpA,B '■ Ub —>• C{A,B) l’application definie par C f. 
II est immediat de voir que ipA,B est un homeomorphisme, d’inverse l’application qui a / 
dans C(A, B) associe le sous-espace vectoriel (Id + f)(A) dans Ub, ou Id est l’application 
identite de V. 



Soient A' et B' deux sous-espaces vectoriels supplementaires, avec A' de dimension k. 
L’application de transition ipA',B' ° ( t PA,B)~ 1 , definie sur l’ouvert de C(A,B) des / tels 
que (Id + f)(A) soit supplement air e a B', est l’application />—>■/' avec f dans £(A',B') 
telle que, pour tout x' dans A', le point f'(x') soit la projection sur B' parallelement a 
A' de l’unique point y de V, intersection des sous-espaces affines x' + B' et (Id + f)(A). 
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Par le fait que les formules de Cramer d’un systeme lineaire donnent vine solution qui 
depend de maniere analytique reelle des coefficients (tant que le determinant principal ne 
s’annule pas), et le fait qu’une application lineaire est analytique reelle, cette application 
de transition est analytique reelle. Done (Ub, ( PA,B)AeQk(V),BeG n _ k (V), AnB={o} es t un atlas 
de cartes analytique reel. Nous munirons Gk(Y) de la structure de variete analytique reelle 
correspondante. Cette variete s’appelle la variete grassmannienne de V de rang k. Elle est 
de dimension k(n — k) si k < n. 

Exercice E.16 Montrer que G\{V) et P(V) sont C u -diffeomorphes. 

Soient V, V' deux espaces vectoriels de dimension finie sur K, et / : V —>■ V' un 
isomorphisme lineaire. Alors 1’application Gkf '■ Gk(Y) —> Gk(V) definie par Gkf(A) = 
f(A) (qui est bien un sous-espace vectoriel de dimension k de V') est evidemment un 
C w - d i ffe o mo r p h i s me. 

• Les groupes classiques. Nous renvoyons a [MT] pour tout complement sur ce 
paragraphe. 

Soit n £ N — {0}. On note GL n (C) le groupe lineaire complexe des matrices complexes 
n x n inversibles et GL n (M) le sous-groupe des matrices a coefficients reels, appele le 
groupe lineaire reel, muni de leur structure de variete differentielle analytique reelle en tant 
qu’ouverts de Ai n (C) et Ad n (M). Une matrice A de A4 n (C) est dite hermitienne si A* = A 
on A* = l A est la matrice adjointe de A 
Soit 

SL n (C) = {x € GL n (C) : det x = 1} 
le groupe special lineaire complexe, 

U(n) = {x € GL n (C) : x~ v = x*} 

le groupe unitaire, et SU(n) = U(n) C SL n (C) le groupe special unitaire. Soit 

SL n (M) = {x € GL n (M) : det x = 1} 
le groupe special lineaire reel, 

O(n) = {x £ GL n (M) : aC 1 = l xj 

le groupe orthogonal, et SO(n) = O(n) C SL n (M) le groupe special orthogonal. 

Exercice E.17 1. Montrer que SL n (C), U(n), SU(n), GL n (M), SL n (K), O(n) ainsi que 

SO(n) sont des sous-groupes fermes de GL n (C) ; et des sous-varietes analytiques 
reelles de GL n (C). 

2. Montrer que les varietes analytiques reelles SO(2) et U(l) sont C u -diffeomorphes a 

Si. 

3. Montrer que U(n), SU(n), O(n), SO(n) sont compacts. 

4- Montrer que U(n), SU(n), SO(n) sont connexes par arcs, et que O(n) possede deux 
composantes connexes. 
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5. Soit T~L (respectivement T~L + ) le sous-espace topologique de I’espace vectoriel de di¬ 
mension finie _M n (C) forme des matrices hermitiennes (respectivement hermitiennes 
definies positives). Montrer que et Ti + sont des sous-varietes analytiques reelles 
de Mn(C), et que Vapplication exponentielle 


OO 

exp : X i-)- ^2 

72—0 


X n 

n! 


est un -diffeomorphisme de T~L sur'H + . Montrer qu’il existe un C u -diffeomorphisme 
x i->- yjx et un seul de 'H + dans lui-meme tel que (y/x) 2 = x pour tout x dans 
T~L + . Montrer que I’application 'H + x U(n) —>• GL n (C) definie par (x,y) <—> xy est 
un -diffeomorphisme (appele decomposition polaire de GL n (C)J ; d’inverse x i— > 
( y/x*x, y/x*x x). En deduire que GL n (C) est C u -diffeomorphe a U(n) x M” 2 , que 
SL n (C) est QE-diffeomorphe a SU(n) x que GL n (M) est C w -diffeomorphe a 

O (n) x M ( 2 \ que SL n (M) est C u -diffeomorphe a SO(n) x R ( 2 )_1 . 


On fera attention que U(n) et SU(n) ne sont pas des sous-varietes analytiques complexes 
de GL„(C). 


2.5 Autres exercices 

Exercice E.18 Soient M une variete topologique connexe de dimension n et N une sous- 
variete topologique de M de dimension au plus n — 2. Montrer que M — N est connexe. 


Exercice E.19 Les dessins suivants represented des parties de R 2 ou R 3 . Lesquelles sont 
des sous-varietes ? On discutera de la regularity eventuelle. Plusieurs reponses sont parfois 
possibles, en fonction des ambiguites des dessins. 
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Exercice E.20 Soit M une variete topologique de dimension n et M = M U { 00 } son 
compactifie d’Alexandrov (voir l’appendice A.l). Donner une condition necessaire et suf- 
fisante pour que l’espace topologique M soit une variete topologique. Donner un exemple 
(avec M connexe) ou M n’est pas une variete topologique. 


Exercice E.21 On considere a,b dans R, et X l’ensemble des points ( x,y ) de R 2 tels que 

y 2 = x 3 + ax + b . 

Au voisinage de quels points X est-il une sous-variete topologique ou une sous-variete C°° 
de M 2 ? 


Exercice E.22 On considere a dans Q, et X l’ensemble des points 

(a cos 6 + cos(a0), a sin 9 — sin (a9)) 

de M 2 , ou 8 S R. Quand X est-il une sous-variete topologique de R 2 ? Dans ce cas, en quels 
points X est-il une sous-variete C°° de R 2 ? Si a = p/q — 1 avec p > q premiers entre eux, 
alors X est appele un hypocycloide a p points de rebroussement. 


Exercice E.23 Les quatre espaces ci-dessous sont des sous-varietes topologiques de R 3 de 
dimension 2. Montrer que deux d’entre eux sont homeomorphes et que les deux autres ne 
leur sont pas homeomorphes, ni ne sont homeomorphes entre eux. 
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Exercice E.24 On considere M 3 muni de ses coordonnees usuelles x, y, z. On appelle tore 
de revolution le sous-espace T de M 3 obtenu en faisant tourner autour de l’axe des z le 
cercle d’equations y = 0, (x — 2) 2 + z 2 = 1. 

1. Montrer (voir aussi l’exercice E.13) que T est une sous-variete analytique reelle de 
M 3 . Donner un atlas de cartes de sa structure de variete analytique reelle. 

2. Soit / : T — >• M definie par f(x,y,z) = x. Quels sont ses points critiques? 

3. Decrire les courbes de niveau de /. Lesquelles sont des sous-varietes de M 3 ? 


Exercice E.25 Soient r,m,n dans N tels que r < min{n,m}. 

1. Soit V r C l’ensemble des matrices de taille n x m a coefficients reels de 

rang r. Montrer que V r est une sous-variete analytique reelle de A4 ra)m (M) et calculer 
sa codimension. 

2. Montrer que l’ensemble des matrices symetriques de rang r est une sous-variete ana¬ 
lytique reelle de l’espace vectoriel des matrices symetriques. Calculer sa codimension. 

3. Montrer que l’ensemble des matrices de projecteurs orthogonaux de rang r dans 
l’espace euclidien usuel R n est une sous-variete analytique reelle de l’espace vectoriel 
des matrices symetriques, de dimension r(n — r). 
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Exercice E.26 Notons (ej)o<i< n la base canonique de M n+1 , U t ,± l’hemisphere ouvert de 
E> n de centre ±ej, et tpi t ± : C/j ± —>• M n l’application definie par 

(XO, Xl, . . ■ , X n ) !->• (X 0 , ...,Xi,...,X n ). 

Montrer que ¥ 3 i,±)±e{+,-}> 0 <i<n es t un atlas de la structure analytique reelle stan¬ 

dard sur § n . 


Exercice E.27 Montrer qu’il n’existe pas d’immersion de Si dans M. Plus generalement, 
montrer qu’il n’existe pas d’immersion de S n dans W 1 . 


Exercice E.28 Soient M et P deux varietes C°°, N une sous-variete C°° de M, et / : 
M —> P une application C°°. 

Si / est une immersion, est-ce que la restriction de f a N l’est aussi? 

Si / est une submersion, est-ce que la restriction de / a N l’est aussi ? 


Exercice E.29 Soient M,N,P trois varietes de classe C k avec k G (N — {0}) U {oo,u;}, 
et / : M —>• N une application de classe C k . 

(1) Montrer que si / est une immersion injective, alors une application g : P —>• M est 
de classe C k si et seulement si / o g l’est. 

(2) Montrer que si / est une immersion en un point x de M, alors il existe un voisinage 
ouvert U de x dans M et un voisinage ouvert V de f(x) dans N et une submersion 
g : V —> M de classe C k telle que g o f\ v = id[/. 

(3) Montrer que si / est une submersion surjective, alors une application g : N —>• P 
est de classe C fc si et seulement si g o f l’est. 

(4) Montrer que si / est une submersion en un point x de M, alors il existe un voisinage 
ouvert U de x dans M, un voisinage ouvert V de f(x) dans N et une immersion g : V —> M 
de classe C k telle que f o g = idy. 


Exercice E.30 Soient k dans N — {0} U {oo, w}, M, N deux varietes C k , f : M —*■ N une 
application C k , et x un point de M. 

1. Montrer que / est de rang constant au voisinage de x si et seulement si l’application 
/ s’ecrit i o s au voisinage de x, ou s est une submersion C k en x et i une immersion 
C k en s(x). Montrer que si / est de rang constant au voisinage de x. alors / s’ecrit 
so j au voisinage de x, ou i une immersion en x et s est une submersion en 
i(x). 

2. Montrer que si / est de rang constant, et si g est une immersion et g' une submersion, 
alors g o f o g' est de rang constant. 

3. La composee de deux applications de rang constant est-elle de rang constant ? 


Exercice E.31 Soient F une sous-variete d’une variete E, et G une sous-variete de F. 
Montrer que G est une sous-variete de E. 
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Exercice E.32 Soient E, G deux varietes C°°, F vine sous-variete C°° de G, et / : E —>• F 
vine application C°°. Que pensez-vous de l’affirmation suivante : l’application / est line 
immersion en tant qu’application de E dans G si et seulement si c’est line immersion en 
tant qu’application de E dans FI 


Exercice E.33 Soient c : ] 0,1 [—>• R 3 un plongement de classe C k , et S c la surface de 
revolution obtenue en faisant tourner c autour de l’axe vertical. Quand est-ce que E c est 
line sous-variete de R 3 ? 


Exercice E.34 Soient M et N deux varietes C°° et / : M —> N une application C°°. 

Si / est une immersion injective propre, les propositions 2.17 et 2.18 assurent que / est 
un plongement C°° et que f(M ) est une sous-variete C°° de N. 

1. Donner des contre-exemples a l’assertion precedente si Ton supprime une des trois 
proprietes “immersion”, “injective”, “propre”. 

2. On suppose que / est une immersion propre et que le cardinal de est 

constant et fini. Montrer que f(M) est une sous-variete C°° de N et que / : M —>• 
f(M ) est un revetement C°°. 

3. On suppose que / est propre, de rang constant, et que le nombre de composantes 
connexes de / _1 (/(x)) est constant et fini. Montrer que f(M ) est une sous-variete 
C°° de N. 

Exercice E.35 Soit q une forme quadratique sur R n . Montrer que pour tout t £ R*, 
l’ensemble des x dans R n tels que q(x) = t est une sous-variete analytique reelle de R n 
(voir figure ci-dessous). Lorsque t = 0, en quels points cet ensemble est-il une sous-variete 
analytique reelle de R n ? 


q = ~ i 


q = i 
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Exercice E.36 Soit P un polynome homogene reel (resp. complexe) non constant en n 
variables, et a une valeur non nulle de P. Montrer que P~ 1 (a ) est une sous-variete analy- 
tique reelle (resp. complexe) de dimension n — 1 de M n (resp. C n ), et que les hypersurfaces 
P -1 (a) pour a > 0 (resp. a / 0) lorsque les coefficients sont reels (resp. complexes) sont 
isomorphes. 


Exercice E.37 Soient k dans N U {oo}, et M une variete de classe C k . 

1. Si A et B sont deux fermes disjoints de M, montrer qu’il existe une application 
/ : M —>• M de classe C fc , nulle sur A, valant 1 sur B, a valeurs dans [0,1]. 

2. Si U est un ouvert de M et / : U —>• M une application de classe C k , montrer que 
pour tout ouvert V de M tel que V C U, il existe une application g : M —» M de 
classe C fc , qui coincide avec / sur V. 


Exercice E.38 Soient k dans N U {oo}, M une variete de classe C k , N une sous-variete 
de classe C k de M et / : ./V —>• M une application de classe C k . 

1. Montrer que pour tout x dans N, il existe un voisinage U de x et une application 
g : U —>• M de classe C k prolongeant la restriction de / a U n N. 

2. Montrer que si N est fermee dans M, alors il existe une application g : M —> M de 
classe C k prolongeant /. 

3. Peut-on enlever l’hypothese « fermee » dans la question precedente? 

4. Montrer qu’il existe un voisinage ouvert U de N dans M et une application /:[/—>• M 
de classe C k prolongeant /. 


Exercice E.39 Soient k dans NU{oo} et M une sous-variete de classe C k de M n . Montrer 
qu’il existe un plongement C k de M dans M n+1 d’image fermee. 


Exercice E.40 Soient k dans NU{oo} et M une variete de classe C k . Montrer qu’il existe 
une application / : M —>• M propre de classe C k . 


Exercice E.41 Dans tout cet exercice, on identifie M 2 avec C par l’application (x,y) i->- 
z = x + iy. On note Si le cercle unite Si = {z € C : \z\ = 1}. 

Pour tout n dans N — {0}, on considere 1’application n n : C —>• C definie par 2 i —> z n et 
l’application / : M 2 —>• M definie par 

f(x, y) = y 2 - (x - 1) 2 (2 - (x - l) 2 ) . 

On note C\ l’ensemble des elements (x,y) de M 2 tels que f(x,y) = 0, et C n = 7r“ 1 (C'i). 

(1) Quelles sont les valeurs regulieres de /? Si e est une valeur reguhere, quel est le nombre 
de composantes connexes de la courbe de niveau / _1 (e) ? 
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(2) Determiner les points (x, y) de C n admettant un voisinage U tel que U n C n soit une 
sous-variete de R 2 . 

(3) Montrer qu’il existe une immersion non injective F : §1 —X R 2 de classe C°° dont 
1’ image est C n . 

(4) Pour tout e > 0, on note S n le sous-espace deCxR constitue des points ( z,t ) tels que 

{f(z n )) 2 + t 2 -e 2 = 0. 


Montrer qu’il existe eo > 0 tel que si e < eo, alors E n est une sous-variete compacte, 
connexe, de classe C°° et de dimension 2 de C x 1. 

(5) Montrer qu’il existe un revetement a n feuillets de classe C°° de S n sur Si. 


Exercice E.42 1. Considerons l’action de Z sur ]0, +oo[ engendree par l’homothetie 

de rapport 2. Montrer que la variete differentiable quotient est diffeomorphe au cercle 

Si. 

2. Considerons l’action de Z sur R engendree par la translation de 1. Montrer que la 
variete differentiable quotient est diffeomorphe au cercle Si. 

3. Considerons l’action de Z sur R 2 — {(0, 0)} engendree par l’homothetie de rapport 2. 
Montrer que la variete differentiable quotient est diffeomorphe au tore Si x Si. 

4. Considerons l’action de Z sur R n — {(0,0)} engendree par l’homothetie de rapport 2. 
Montrer que la variete differentiable quotient est diffeomorphe a la variete differen¬ 
tiable produit Si x S n _i. 


Exercice E.43 On part de la reunion des deux rectangles ci-dessous et on identifie par 
translation les morceaux de cotes opposes de meme longueur, comme indique sur le dessin. 

b 

P 

a 


a 


b a 

Montrer que la surface obtenue est homeomorphe au tore Si x Si. Montrer qu’elle 
est naturellement munie d’une structure de variete analytique reelle, et qu’on peut meme 
trouver un atlas (non maximal) dans lequel les changements de cartes sont donnes par des 
translations du plan. 


a 

P 


Exercice E.44 Soit <f> : R 3 —x M 6 donnee par 

( x,y,z ) e-x (x 2 ,y 2 ,z 2 ,V2xy,V2zx,V2yz) . 
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1. Montrer que M = 4>(R 3 — {0}) est vine sous-variete de R 6 (on pourra utiliser les 
resultats de l’exercice E.34). 

2. Montrer que M n §5 est une sous-variete de § 5 , difieomorphe a P 2 O&) (appelee la 
surface de Veronese). 


3. On identifie R n avec l’espace des polynomes en T de degre au plus n—1. En utilisant 
1 ’ application 



construire un plongement de P 2 O&) dans § 4 . 


Exercice E.45 Soient net m des entiers > 1. Notons cr l’application de P n (R) x P m (R) 
dans l’espace projectif P( n +i)(m+i)-i( R ) q ui , au couple ([x 0 : ... : x n ],[y 0 : ... : y m ]), asso- 
cie le point de coordonnees homogenes [xiyj]o<«<n, 0 <j<m- Montrer que a est un plongement 
analytique reel. 


Exercice E.46 Soient K = R ou K = C, et V un AT-espace vectoriel de dimension finie, 
de dual note V. Montrer que le sous-espace 


{(t,x) G P(E) x P(E) : l{x) = 0} 


est une sous-variete JOanalytique de P(V”) x P(E). 


Exercice E.47 (1) Montrer que SU( 2) est C^'-diffeomorphe a § 3 . 

(2) Montrer que 50(3) est C^-diffeomorphe a Ps(R). 

(3) Montrer que la variete grassmannienne ^(R 3 ) est C^-diffeomorphe a P 2 (R). 

Exercice E.48 On note £/fc(M n ) la variete grasmmanienne des A;-plans de R n . On munit R n 
de sa structure euclidienne standard. La regularite sous-entendue est C°° (mais tout reste 
vrai en regularite if-analytique si on remplace R n par un A'-espace vectoriel de dimension 
finie, pour K = R ou AT = C, muni d’un produit scalaire euclidien ou hermitien). 

1. Montrer qu’il existe une bijection naturelle T entre Qf i (W n ) et l’ensemble 5 des sy- 
metries orthogonales par rapport aux fc-plans de R n . 

Le but des trois questions qui suivent est de montrer que S est une sous-variete de l’espace 
vectoriel reel de dimension finie E des endomorphismes symetriques de R n . 

2. Soit s un point de 5, montrer que E = E + © A_, ou E± = {t : ts = Est}. Si v est 
un element de E, on notera v± les composantes de sa decomposition sur E±. 

3. Montrer que l’application f de E dans E + definie par <f(v) = (u 2 )_|_ est une submer¬ 


sion en s. 


4. Montrer qu’il existe un voisinage U de s tel que S 0 U = 4> 3 ({1}) 0 U et conclure. 
Quelle est la dimension de S ? 


45 




Dans les questions qui suivent, on va demontrer que la bijection T entre <7fc(M n ) et S est 
un diffeomorphisme. On va tout d’abord le verifier au voisinage du sous-espace vectoriel V 
engendre par les k premiers vecteurs de base. 

5. Montrer que le sous-ensemble A de A / f n; fc(M), constitue des matrices dont les colonnes 
sont de norme 1 et deux a deux orthogonales, est vine sous-variete de .A4 n fc(M). 

6 . Soit A une matrice dans On peut lui associer une matrice 4 >(j4) € 



en orthonormalisant 


Montrer que <f> est 



7. Soit : A / f nj fc(M) —)• ,A4 n (M) definie de la fagon suivante : si M £ notons 

Mi ,..., Mk ses colonnes et posons *1 '(M) = ^i=i Mi t Mi. Montrer que vp est C°° an 
voisinage de 7(0) et decrire le noyau de d’Pj(o)- 

8 . Montrer que, si A € .A4 n _fc fc(M), alors \P o 4 >(a 1) est la matrice du projecteur ortho¬ 
gonal sur l’image de 1(A). 

9. Montrer que T est C°° au voisinage de V et que c’est une immersion en V. 

10 . Conclure que T est un C°°-diffeomorphisme entre et S. 

Exercice E.49 Soient V, V' deux espaces vectoriels normes de dimension finie m et n 
respectivement sur le corps K = M ou K = C, et k un entier tel que 0 < k < min{m,n}. 
On note 7 Zk(V, V') le sous-ensemble de £(V, V') forme des applications lineaires de rang k. 

(1) Montrer que 7 Zk(V, V') est une sous-variete C°° et meme 77-analytique de £(V, V') 
de dimension k(m + n — k). 

(2) Considerons les decompositions vectorielles V = A © B et V' = A' © B' telles 
que A et A' soient de dimension k. Pour tout / dans £(V,V'), on note /a'iIb' l es 
composantes de / dans la decomposition V' = A' ® B '. Soit U = Ua,b,A',B' l e sous- 
ensemble de 7 Zk(V,V') forme des elements / tels que (/a')\a ■ A A! soit une bijec¬ 
tion. Notons = pa,b,A’,B’ '■ Ua,b,A',B' ~t £(A,A') x £(A,B') x £(B,A') l’application 
/ ^ ((/a')|A, Ub')\a, Ua')\b)- Montrer que les ( U a ,b,A',B',<PA,b,A',b ') ferment un atlas de 
cartes C°° et meme 77-analytique pour la structure de variete ci-dessus sur 7 Zk(V,V'). 

(3) On rappelle que Qi(V) est la variete grassmannienne de rang t de V. Montrer que 
l’application 7 Zk(V,V') -A G m -k(V ) definie par / t-A Ker / et l’application 7Zk(V, V') -A 
Gk(V') definie par / i-» Irn / sont C°° et meme TT-analytiques. 

(4) Soit £ un entier tel que 0 < £ < m. Notons Vi(V) l’ensemble des 7-uplets lineairement 
independants de vecteurs de V. Pour 1 < i < £, on note pi l’application de Vi(V) dans V 
qui a un 7-uplet associe son i-eme vecteur. On note 7 r : Ve(V) -A Ge(V) l’application qui 
a un 7-uplet associe le sous-espace vectoriel de V qu’il engendre. Montrer qu’il existe une 
unique structure de variete C°° et meme 7v-analytique sur Ve(V) telle que p±,... ,pe et ir 
soient des submersions. Cette variete s’appelle la variete de Stiefel de V de rang £. 

Exercice E.50 1. Soit C le compactifie d’Alexandrov de C obtenu en rajoutant un 

point a l’infini. Montrer qu’il est muni d’une structure de variete analytique reelle 



par les parametrages locaux 


(x,y) t-A x + iy 
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et 


x+iy 



2. On identifie §3 avec la sphere unite de C 2 . On definit alors vine action de §1 sur 
S 3 par 6 ■ ( 21,22 ) = (e 2l7Te zi,e 2m6 Z 2 ) pour 6 G Si. Pour tout z = ( 21 , 22 ) dans S 3 , 
montrer que 6 1 —>• 6 ■ z est un plongement analytique reel de Si dans S 3 . 

3. On definit une application 7r : S 3 —>• C par 71 ( 21 , 22 ) = 21 / 22 . Montrer que cette 
application est analytique reelle et submersive. 

4. Montrer que, pour tout 2 G C, il existe un voisinage U de 2 et un diffeomorphisme 
ip entre 7 r ~ 1 (U) et U x Si tel que 7 r o ip" 1 : U x Si —tU soit la premiere projection. 

On dit que 7 r est un fibre localement trivial de fibre Si (voir le paragraphe 3.6). 

2.6 Indications pour la resolution des exercices 

Scheme E.2 Voir par exemple [Bou3, chap. 9, exer. 24 (c)]. 

Scheme E.3 Ensemblistement, les espaces topologiques sont ceux ci-dessous. 



De plus, dans le dessin de gauche, les points (t, i) convergent vers Oj et vers Oj+i quand 
t tends vers 0, pour tout i entier modulo 4. Dans le dessin de droite, les points t convergent 
vers 0i et vers O 2 quand t tends vers 0. Tout point admet un voisinage homeomorphe a K. 

Scheme E.7 Voir par exemple [Mil, Appendix], [Laf, III .G] pour la classe de differentia- 
bilite C°°, et appliquer le theoreme 2.12. 

Scheme E.9 Si U est un voisinage ouvert de N, et g : U —>• P une application C k telle 
que / = alors si i : N —> U est 1’inclusion, qui est de classe C k par la proposition 2.16, 
on a / = g o i, done / est C k comme composee de fonctions C k . 

Scheme E.10 II suffit de verifier que les applications fiij introduites avant l’enonce de cet 
exercice sont necessairement des C^-diffeomorphismes. Comme id : N\ X N 2 —> N\ x N 2 
est C k , les application piq et pr 2 le sont, done fiij est C fc , car pr 1 o cpjj = cp t o pr 3 et 
pr 2 o j = ipi o pr 2 le sont. Et 0” 1 est aussi C k , de maniere analogue. 

Scheme E.ll Voir par exemple [Kat], 

Scheme E.12 Pour verifier qu’un nouvel atlas de cartes, sur une variete differentielle M 
de classe C fc , definit la structure differentielle originelle, il suffit de montrer que chaque 
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nouvelle carte est un C fc -diffeomorphisme sur son image (le domaine de cette carte etant 
muni de la structure induite par la structure differentielle originelle). On a 

pn{x ) = —^— (xi,.. .,x n ), Px l {y) = n I,! , -i (lli/ll 2 ~ Myi)- • • , 2 Vn) , 

l-xo ||y|r + i 

Ps(x) = — ^ — (x!,...,x n ), p^ix) = I (1 - \\y\\ 2 ,2y 1 ,...,2y n ) . 

l + x 0 D ||y|r + l 

Par l’exercice E.9, les cartes ps,PN definies sur la sous-variete §> n sont done C^. Le resultat 
en decoule. 

Scheme E.14 Utiliser le theoreme de relevement des applications holomorphes (voir la 
proposition 2.24). 

Scheme E.15 La variete IPi(C) est par construction isomorphe a la sphere de Riemann 
en tant que variete holomorphe, done a §2 en tant que variete analytique reelle. 

Scheme E.17 Nous noterons K = R on K = C, et x* = t x si K = M. Rappelons que 
GL n (/L) est un ouvert de l’espace vectoriel reel de dimension finie A4 n (K). 

(1) Comme Ad n (M) est un sous-espace vectoriel (ferme) de A4 ra (C), le sous-groupe 
GL n (M) = _A4 n (M) G GL n (C) est un ferme de GL n (C). 

Comme les applications det : GL n (K) —>• (K*,+) et x ^ x -1 , x ^ x* de GL n (K) 
dans lui-meme sont des morphismes ou anti-morphismes de groupes et sont continus, les 
ensembles SL n (C), U(n), SU(n), SL n (M), O(n), SO(n) sont, comme lieux d’egalite de deux 
applications continues a valeurs dans un espace separe, des sous-groupes fermes de GL n (iL) 
pour K = C,C,C,M,M,M, done de GL n (C). [On peut aussi dire que les applications 
x 1 —^ det x, x 1 —y x~ l x* et x 1 —> x~ l x etant continues (car polynomiales), les sous-groupes 
SL n (C), U(n), SL n (M), O(n) sont fermes, comme image reciproque d’un singleton (de K 
done ferme) par une application continue, et SU(n),SO(n) comme intersection de deux 
fermes.] 

Puisque la propriety d’etre une sous-variete est locale, et puisque pour tout g dans le 
sous-groupe G considere, l’application L g : Ai n { C) —>• Ad n (C) definie par h 1 —> gh est un 
diffeomorphisme analytique reel (car polynomial), d’inverse L g ~ 1 , qui induit une bijection 
de G dans G, il suffit de montrer que G est une sous-variete dans un voisinage de la matrice 
identite id dans l’ouvert GL n (C). 

Comme GL n (C) est ouvert et Ad n (M) est un sous-espace vectoriel reel, ceci implique 
que GL n (M) est une sous-variete analytique reelle. 

Les applications x 1 —> det x, x 1 —> x* x, x 1 —> det x et x 1 —)■ t xx respectivement de 
GL n (C) dans C, de GL n (C) dans l’espace vectoriel reel Herm ra des matrices nxn complexes 
hermitiennes, de GL n (M) (vu comme un ouvert de A4 n (M) ) dans M, de GL n (M) dans l’es¬ 
pace vectoriel reel Sym n des matrices nxn reelles symetriques, sont analytiques reelles (car 
polynomiales), et leur differentielle en l’element neutre est respectivement x i->- trace(x), 
+ trace(x) et x 1 —> t x + x , qui sont des applications lineaires respectivement 

de Ad n (C) dans M, de Ad n (C) dans Herm n , de A4 n (M) dans M, de Ad n (M) dans Sym n . Ces 
applications lineaires sont surjectives, car la trace est non nulle, et si x € Herm n , alors 
x = (^x) + (iyee)* et si x € Sym n , alors x = (|x) + t {\x). Done, par le theoreme des sub¬ 
mersions, au voisinage de l’identite, SL n (C), U(n), SL n (M), O(n) sont des sous-varietes ana¬ 
lytiques reelles respectivement de GL n (C), GL n (C), GL n (M) et GL,„(M), done de GL„(C), 
de dimensions respectivement 2(n 2 — l),n 2 ,n 2 — 1, hilh—id. 
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Si x € 0(n) est proche de l’identite, comme det x = ±1, nous avons x € SO(n), done 
SO(n) est une sous-variete. 

L’application p de GL n (C) dans Herm n x M definie par x i->- (x* x, Im det x) est analy- 
tique reelle, de differentielle en la matrice identite egale a l’application lineaire de A4 n (C) 
dans Herm n x M definie par x i—>■ (x* + x,Im trace x), qui est surjective (car ajouter a 
une matrice x de A4 n (C) une matrice diagonale de coefficients diagonaux imaginaires purs 
ne change pas la valeur de x* + x, tout en permettant d’obtenir n’importe quelle partie 
imaginaire de trace). Comme |det x\ = 1 si x € U(n), ^intersection avec un voisinage V 
de l’identite de la preimage par (p du point (id, 1) est contenue dans SU(n), done egale a 
V 0 SU(n). Done par le theoreme des submersions, SU(n) est une sous-variete analytique 
reelle an voisinage de la matrice identite (done partout). 

(2) Notons que U(l) = {x € C : z^ 1 = z} coincide avec le cercle Si des nombres 

complexes de module 1. L’application de K dans SO(2) definie par t 1 —> ( cos ^ sin ^ 

y sint cos t 

induit par passage au quotient une application de M/27 tZ dans SO(2), qui est une 
immersion locale. Par compacite, cette application est done un C^-diffeomorphisme. 

(3) Les fermes U(n), SU(n), O(n), SO(n) sont bornes dans des espaces vectoriels (com¬ 
plexes ou reels) de dimension finie, car leur vecteurs colonnes sont de norme (hermitienne 
ou euclidienne standard) egale a 1. Ils sont done compacts. 

(4) Par continuity de la conjugaison, et puisque le seul conjugue de l’identite est elle- 
meme, si, dans un sous-groupe G de GL n (C), on peut joindre un element g a l’identite par 
un chemin continu dans G, alors on peut joindre le conjugue de g par tout element G a 
l’identite par un chemin dans G. 

Par le theoreme de reduction des matrices orthogonales, et puisque SO(2), qui est C w - 
diffeomorphe au cercle Si, est connexe (par arcs), le sous-groupe SO(n) de O(n) est connexe 
(par arcs). Comme det : O(n) —>• { — 1,1} est un morphisme de groupes continu surjectif, 

-1 0 
0 id n _i 

det _1 (—1), O (n) a exactement deux composantes connexes, et SO(n) est la composante 
connexe de l’element neutre dans O(n). La connexite de U(n), SU(n) decoule du theoreme 
de reduction des matrices unitaires. 

(5) Voir aussi les exercices E.113 et E.181. 


et puisque la multiplication par la matrice 


envoie SO(n) = det i (l) sur 


Scheme E.18 Supposons que M — N soit la reunion de deux ouverts fermes non vides U 
et V. Soit xeN.Il existe au moins un voisinage connexe W x de x dans M — iV(puisque 
e’est le cas pour un sous-espace vectoriel de dimension < n — 2 dans M n ), done W x est 
contenu soit dans U soit dans V. 

Notons U' = U U {x € N : W x C U} et V' = V U {x € N : W x C V} : e’est une 
partition de M. Montrons que ces ensembles sont fermes. 

Soit x n une suite de U' qui tend vers x € M. Si x n €E N, on le remplace par un point 
tres proche de U, et on peut done supposer x n € U. Si x € M — N, comme U est ferine 
dans M — N, on a x € U. Si x € N, alors U rencontre des voisinages arbitrairement petits 
de x, done W x C U , puis x € U'. 

Ainsi, U' est ferme, de meme que V'. Cela contredit la connexite de M. 

Scheme E.23 Dans le premier exemple (rayon de tores), il y a toujours une unique 
composante non compacte dans le complementaire d’un divert d’adherence compacte. 
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Au contraire, dans le deuxieme exemple (droite de tores), il y a deux composantes non 
compacte dans le complementaire d’un certain ouvert bien choisi (par exemple un petit 
tore au milieu). Cela montre que ces deux sous-varietes de M 3 ne sont pas homeomorphes. 

De la meme maniere, l’arbre binaire de tores n’est homeomorphe a aucun autre, car le 
nombre de composantes connexes non bornees du complementaire d’un ouvert d’adherence 
compacte peut etre arbitrairement grand. 

En revanche, le rayon de tores et le plan de tores sont homeomorphes, comme on va le 
montrer maintenant. Comme on raisonne a homeomorphisme pres, on peut supposer que le 
plan de tores est forme de deux plans horizontaux par alleles, perces de disques de maniere 
invariante par un reseau horizontal, notes P + et P~, et joints par des cylindres verticaux, 
que l’on note cq, ci, C 2 , ... en spirale a partir d’un cylindre vertical fixe. 



P+ 

P~ 


Choisissons sur chacun des deux plans perces P + et P deux courbes 7 ^ et n’entou- 
rant que les bord des cylindres cq et ci sur ces deux plans. On a alors un homeomorphisme 



On continue ainsi en choisissant successivement des courbes entourantes de plus en plus 
grandes, qui permettent d’englober de plus en plus de trous. Pour ne pas avoir de probleme 
lie a la compacite, il faut qu’il y ait un nombre fini de courbes entourantes qui passent a 
cote d’un trou fixe. Cela peut par exemple s’assurer en prenant des courbes entourantes 
qui croissent aussi en spirale en partant du trou central. 
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Scheme E.24 (1) Soit a : M 2 —>• M 3 donnee par 

a(9, (ft) = ((2 + cos (ft) cos 6 , (2 + cos (ft) sin#, sin (ft ). 

C’est une immersion analytique reelle, dont l’image est exactement T. De plus, pour ( 9 , (ft) € 
M 2 , un voisinage de (9, (ft) dans M 2 est envoye de maniere homeomorphe par a sur un 
voisinage de a(9,(ft) dans T. Le theoreme des immersions (dans sa version analytique 
reelle) assure done que T est une sous-variete analytique reelle de M 3 . 

(2) Par definition des submersions sur les varietes, / admet un point critique en a(9, (ft) 
si et seulement si foa admet un point critique en ( 9 , (ft). Mais foa(8, (ft) = (2 +cos (ft) cos 9. 
Ainsi, (9, (ft) est un point critique de / o a si et seulement si sin# = 0 et sin (ft = 0. 
On obtient done 4 points critiques de / sur T, en (3,0,0), (1,0,0), (—1,0,0), (—3,0,0). 
Geometriquement, ce sont les points ou le plan {x = c} est tangent a T. 

(3) Soit c ^ {—3, —1,1,3}. Alors / est une submersion en tout point de / _1 (c), done 
/ _1 (c) est une sous-variete de T par le theoreme des submersions, et done de M 3 . Les 
preimages /^ 1 (—3) et f~ 1 ( 3) sont des points de T, done des sous-varietes de dimension 
0. Les preimages / _1 (—1) et / _1 (1) sont homeomorphes a des 8, done ne sont pas des 
sous-varietes. Geometriquement, les courbes de niveau sont de la forme suivante : 



-/ 


Scheme E.25 (1) Soit X € V r . II existe des matrices inversibles P et Q telles que 


PXQ 


I r 0 
0 0 


= I, 


r,0 • 
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Si on savait que V r etait vine sous-variete au voisinage de I r fi, on en deduirait done le meme 
resultat au voisinage de X puisque le diffeomorphisme PY Q laisse V r invariant. 


II suffit done de travailler au voisinage de I r fi. Si 


A C 
B D 


est une matrice assez 


proche de 0 pour que I r + A soit inversible, on a 

( Ir + A C \ / (I r + A) -1 -{I r + A)~ l C \ = ( I r 0 

V B D ) V 0 I n -r ) V B(I r + A)- 1 D - B(I r + A)~ l C 


Ainsi, 


I r + A C 
B D 


est de rang r si et seulement si D = B(I r + A) 1 C. Soit 


$ : 


I r + A 
B 


C 

D 


^ D - B(I r + A) _1 C 


deffiiie au voisinage de I r fi dans Ad njm ( 
est surjective en I r fi car elle est donnee par d&j r 0 


a valeurs dans _Ad n _ r)m _ 
AC 
B D 


). Sa differentielle 
= D. Ainsi, le theoreme des 


submersions s’applique et montre que <1? 1 (0) est une sous-variete au voisinage de I r< o- Sa 

= (n — r)(m — r ), done sa dimension est r(n + m — r). 


codimension est dim.Ad n _ rjm _ 

(2) Lorsque p + q = r , notons 


Ip,q ~ 


j-p 

0 


-In 


Ip,q, 0 — 


1 p,q 

0 


Comme plus haut, une matrice symetrique 


Par diagonalisation, toute matrice symetrique de rang r s’ecrit sous la forme t PI P:q fiP pour 
une certaine matrice inversible P et des p , q tels que p + q = r. II suffit done comme dans le 
cas precedent de montrer que les matrices symetriques de rang r forment une sous-variete 
au voisinage de I Pt q,o- 

I p,Q g A D P roc ^ e Ip,<i,o es ^ 

rang r si et seulement si D = B(I Ptq + A) -1 t B. On considere done une application 
comme ci-dessus. Sa differentielle est encore surjective (cette fois sur l’espace vectoriel des 
matrices symetriques de taille (n — r) x (n — r)), done on conclut comme plus haut. Ici, la 
codimension est la dimension des matrices symetriques de taille n — r, i.e. r+1 ) . 

(3) Comme plus haut, on se ramene au voisinage de I r< o- En effet, I r ,o est la matrice 
de la projection orthogonale sur le sous-espace vectoriel des r premieres coordonnees dans 
M n , et par transitivite de Faction de O(n) sur l’ensemble des sous-espaces vectoriels de 
dimension r de M n , toute autre matrice de projection orthogonale de rang r s’ecrit P^I^P 
avec P € O(n). Comme P = t P, la matrice d’une projection orthogonale est bien 
symetrique. Reciproquement, toute matrice M symetrique verihant M 2 = M est la matrice 
d’un projecteur orthogonal, car Ker u est orthogonal a Im u si u est un endomorphisme 
symetrique de M n . 

On considere une matrice symetrique M = ( 1 " ) proche de I T) q. Par (1), 

elle est de rang r si et seulement si D = B(I r + A)~ l t B. En ce cas, la matrice M 2 — M 
est egale a 

A + A 2 + l BB A l B + *RR(I r + A) -1 l B 

BA + B(I r + A)" 1 l BB B l B + B(I r + A)" 1 f BB(I r + A)" 1 - B(I r + A) -1 
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La matrice M est un projecteur si et seulement si cette matrice est nulle, ce qui equivaut 
a A + A 2 + = 0, i.e. f BB = -A(I r + A) : on verifie en effet que cette condition 

implique que les quatre coefficients de la matrice ecrite ci-dessus sont nuls. 

On definit done une application a valeurs dans le produit de l’espace vectoriel des 
matrices symetriques de taille (n — r) X (n — r) et de l’espace vectoriel des matrices de 
taille r x r 


$ : 


/r + A ^ (D - B(I r + A)- 1 l B, A + A 2 + *BB). 


Une matrice symetrique M proche de I T) q est un projecteur orthogonal de rang r si et 

A t B 
B D 


seulement si <f>(M) = 0. De plus, d^j r0 : 
done comme plus haut. La dimension est 

n(n + l) {n — r)(n — r + 1) 


i—i ( D , A) est surjective. On conclut 
r(r + 1) 


= r(n — r ) . 


Scheme E.26 L’image de <pi t ± est la boule ouverte unite de M n , et l’inverse de ipi -\~ est 


(X 0 , ...,Xi,...,X n )l-> (X 0 , . . .,Xi-l,± 1 - Y^X^Xi+l, ...,x n ) 

V m 


Scheme E.27 Soit /:§„—>• M n une immersion. Son image est alors ouverte (par le 
theoreme d’inversion locale) et fermee (par compacite), e’est done tout M n par connexite, 
ce qui est absurde par compacite. 

Scheme E.29 (1) et (3) Dans les deux cas, le sens direct est immediat, car la composee 
de deux applications C k l’est encore. 

Pour le sens reciproque, on se ramene, par le theoreme 2.8 de forme normale des im¬ 
mersions et des submersions, au cas oil / est respectivement l’application (xi,..., x p ) i->- 
(xi,..., x p , 0,..., 0) et (xi,..., x p ) i->- (xi,..., x q ) avec q < p et respectivement M = M p 
et = M 9 , auquel cas le resultat est clair, car l’application x i —> (gi(x ),... , g p (x)) 
est C fc si x el (gi(x ),..., g p (x), 0,... , 0) l’est, et (xi,..., x q ) e-l ^(xi,..., x q ) est C k si 
(xi,... ,x p ) g(x i, ...,x q ) l’est. 

Scheme E.30 (1) Soit P une variete C k de dimension r, U un voisinage de x dans M, 
s \ U —l P une submersion C k en x, V un voisinage ouvert de s(x) dans P et i : V —>• N une 
immersion C k en s(x). Montrons que ios est une application de rang constant r au voisinage 
de x. Soient (W,<p), (W",ip") des cartes locales de M,P,N en x,s(x),i o s(x) 

respectivement. Alors le rang de 

dy( x )(v" oioso v?" 1 ) = d^ x )(tp" o i o 1 ) o d v ( x) (tp' oso 99 " 1 ) 

vaut r car la premiere application lineaire est surjective et la seconde injective. 

L’application g : (xi,..., x n ) 1 —)■ (xi,..., x r , 0,..., 0) de W 1 dans M r+P est la composee 
de la submersion s : (x\,... ,x n ) i->- (xi,...,x r ) et de 1 ’immersion i : (yi, ■ ■ ■ ,y r ) 

(y 1 ,..., y r , 0 ,..., 0 ), ainsi que de l’immersion 

i : (xi, ...,x n )i-> (xi,... ,x r , 0 ,... , 0 ,x r+ i,... ,x n ) 
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de R n dans R n+P et de la submersion s : (y i,... ,y n + p ) H > (y±, ... ,y r+p ), de R n+P dans 
R r+P . Par le theoreme 2.8 de forme normale locale des applications de rang constant, et 
puisque la composee de deux submersions est une submersion, et la composee de deux 
immersions est une immersion, le resultat en decoule. 

(2) Localement, on ecrit f = i o s, done g o f o g' = (g o i) o (s o g'), done g o f o g', 
comme compose d’une submersion, puis d’une immersion (attention a l’ordre !), est de rang 
constant, par la question (1). 

(3) Non, s : (x, y) H > x 2 + y est une submersion de R 2 dans R et i : x H > (x, 0) est une 
immersion de R dans R 2 , mais s o i : x e- x 2 n’est pas une application de rang constant de 
R dans R. 

Scheme E.31 En prenant une carte locale, on se ramene au cas ou F = MP x {0} C 
E = M n . Dire que G est une sous-variete de F signifie qu’il existe un diffeomorphisme local 
4> de M p tel que (f>(G) coincide localement avec R 9 x {0} C R p . On prolonge (j) a un petit 
ouvert de R n en posant (fi(x,y) = (<fi(x),y). C’est encore un diffeomorphisme local, et il 
verifie que coincide localement avec R 9 x {0} x {0} C R n . Cela montre que G est une 
sous-variete de E. 

Une autres solution est la suivante. Notons i : F —>• E, j : G —> F et k : G —>• E les 
inclusions. Cmme i o j = k, le resultat decoule immediatement de la propriete universelle 
de la structure de variete standard d’une sous-variete (voir la proposition 2.16). 

Scheme E.32 En prenant des cartes locales, on se ramene au cas ou F = R p x {0}C 
G = R n et E = R s . Notons i l’injection canonique de F dans G. Alors la differentielle de 
i o f : R s —>• R n s’obtient en rajoutant n — p lignes remplies de zeros a la differentielle de /. 
Cela ne change pas le rang de la matrice, ni son injectivite. Ainsi, i o f est une immersion 
si et seulement si / est une immersion. 

Scheme E.34 (1) Les trois dessins qui suivent donnent trois contre-exemples : 



(2) Soit k > 1 le cardinal des fibres de /. Soient y E /(M) et aq,..., X/- ses preimages 
dans M. Pour chaque i. il existe un voisinage ouvert Bi de Xi sur lequel / est un plongement, 
d’apres le theoreme des immersions. Quitte a reduire les Bi, on peut supposer que leurs 
adherences sont disjointes. 

On va demontrer le fait suivant : pour tout voisinage V de y dans N assez petit, 
f~ 1 (V)cB 1 U...UB k . 

Si ce fait n’etait pas vrai, il existerait une suite x n de M — u Bi telle que f(x n ) ->• y. 
Comme / est propre, la suite x n appartient a un compact, et on peut done supposer qu’elle 
converge quitte a extraire. Sa limite x est alors un antecedent de y different des Xi, ce qui 
est absurde. 

Soit V assez petit pour que les conclusions du fait soient satisfaites. Montrons alors que 
f(Bi) C V est independant de i. Soit y' E f(Bj) n V. Alors y' a exactement k antecedents. 
Mais il en a au plus un dans chaque Bj, et il ne peut en avoir a l’exterieur des Bj. Ainsi, il 
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en a exactement un dans chaque Bj. En particulier, f(B, ) n V C f(Bj) n V. La situation 
etant symetrique, on obtient l’egalite recherchee. 

Finalement, f(M) fib = f(B i)n V est bien une sous-variete au voisinage de y, puisque 
/ est un plongement sur B\. 

(3) On note n la dimension de N, p le rang de / et p + q la dimension de M. 

Soit A; > 1 le nombre de composantes connexes des fibres non vides de /. Soient 
y € f(M ) et Xi,..., X/, ; les composantes connexes de f^ 1 (y). Quitte a prendre une carte 
au voisinage de y, on peut supposer que N = et que y = 0. Soit X l’un des Xj, on va 
etudier le comportement de / au voisinage de X. 

Fixons un point de reference xq € X. En appliquant le theoreme du rang constant au 
voisinage de xq, on obtient que 1’image par / d’un voisinage de xq est une sous-variete de 
W 1 de dimension p. Quitte a composer par un diffeomorphisme local de M n en 0, on peut 
supposer que l’image d’un voisinage de xq est incluse dans x {0}. 

Premiere etape : il existe un voisinage U de X tel que f(JJ ) cK p x {0}. 

On definit une relation d’equivalence sur X, par x ~ y si, pour tout voisinage U de x, 
il existe un voisinage V de y tel que f(V ) C f(U), et inversement. D’apres le theoreme du 
rang constant, les classes d’equivalence sont ouvertes. Comme X est connexe, il y a done 
une seule classe d’equivalence, e’est-a-dire celle de xq. 

Ainsi, tout point x de X a un voisinage U x tel que f(U x ) C M p X {0}. On prend 
U = {JU X . 

Deuxieme etape : pour tout a €E x {0} assez petit, f~ 1 (a ) 0 U est connexe non vide. 

Pour tout x € X, il existe un diffeomorphisme (j) x entre un voisinage U x de x (inclus 
dans U) et un ouvert ] — e x , e x [ p x] — r x ,r x [ q tel que / o q i" 1 soit la projection sur les p 
premieres variables, d’apres le theoreme du rang constant. Par compacite, on peut recouvrir 
X par un nombre fini de tels ouverts U\,, U n . 

On notera i j si U t O Uj flX est non vide. Montrons qu’il existe alors > 0 tel que, 
pour tout a £ avec ||a|| < e,j, / _1 (a) O (Ui U Uj) est connexe. Les “tranches” / _1 (a)nC/j 
et /^ 1 (a) O Uj sont toutes deux connexes non vides si a est assez petit, par definition de Ui 
et Uj. Soit i£ Ui O Uj O X. Alors l’image de tout voisinage de x contient un voisinage de 
0 dans M p , par le theoreme du rang constant applique en x. En particulier, si a est assez 
petit, / _1 (a) O Ui O Uj est non vide. Cela implique que / _1 (a) 0 (Ui U Uj) est connexe 
comme reunion de deux connexes qui s’intersectent. 

Pour tous 1 < i,j < n, il existe une suite i\,...,i r telle que i —>• i\, ij —>• ij+i , 
i r —>• j : cela provient de la connexite de X. On en deduit que, pour tout a € MP avec 
||a|| < min(ejj), le sous-espace / -1 (a) O U est connexe. 

Troisieme etape : conclusion 

On peut ensuite proceder exactement comme dans la question precedente, en rempla- 
(jant les arguments portant sur des points par des arguments portant sur des composantes 
connexes. 

Scheme E.35 C’est un cas particulier de l’exercice E.36. 

Scheme E.36 Si P est homogene de degre k (avec k ^ 0 car P est non constant), en 
derivant par rapport a t la relation P(tx ) = t k P(x) et en prenant la valeur en t = 1, on 
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obtient, pour tout x tel que P(x ) = a, que 


E 


dP 

Xi-^—{x) = ka / 0 . 

OXi 


Done a est une valeur reguliere de P (i.e. P est vine submersion en tout point de P~ 1 (a)), 
qui est atteinte par hypothese, done le premier resultat decoule du corollaire 2.22. Conrme 
x i —y tx induit un diffeomorphisme analytique reel (resp. complexe) pour t > 0 (resp. t S 
C — {0}) de P~ 1 {a) sur P~ l (t k a), la derniere assertion en decoule. 


Scheme E.37 (1) Si {f,g} est une partition de l’unite de classe C k subordonnee au 

recouvrement ouvert { C A, C B}, alors / convient. 

(2) Puisque les fermes V et C U sont disjoints, soit <p : M —> K une application de classe 
C k , nulle sur C U, valant 1 sur V. Alors 1’application g : M —>• M, qui coincide avec ipf sur 
U , prolongee par 0 hors de U, convient. 


Scheme E.38 (1) Puisque la question est locale, on peut se ramener par cartes locales a 
N = MP x {0} et M = M n , alors g{x i,..., x n ) = f(x i,..., x p ) convient. 

(2) Par la question precedente, pour tout x dans N, il existe un voisinage ouvert U x 
de x dans M et g x : U x —> R une application C k prolongeant f\u x r\N- Soit (ipo, ip x ) x eN 
une partition de l’unite C k subordonnee au recouvrement ouvert ( C N, U x ) x de M, et 
prolongeons par 0 hors de U x l’application g x ip x . Alors g = X^eiv gx^Px convient. 

(3) Non, 1’application x i —> log x sur la sous-variete ]0, oo[ de la variete M ne se prolonge 
pas a M! 

(4) Comme une sous-variete est localement fermee, N est fermee dans un de ses voisi- 
nages ouverts U (voir l’exercice 2.15, et l’exercice E.170 de l’appendice A.l), et on applique 
(2). 

Scheme E.39 Comme M est localement fermee, M — M est un ferme de M n . Construisons 
tout d’abord une application (f> de classe C k sur M, strictement positive, qui se prolonge 
continument par 0 sur M—M. Si M est fermee, e’est evident, il suffit de prendre <f> = 1. Pour 
x € M, soit V x un voisinage ouvert de x dans W 1 sur lequel d(y, M — M) > d(x, M — M)/2. 
L’ouvert V = (J x ^m ^ admet une partition de l’unite C k : il existe des fonctions <p x de 
classe C k supportees par V x , positives ou nulles, dont les supports torment une famille 
localement finie et avec ^ = 1. On definit alors une fonction (j) sur M par <j>(y) = 

SxeM Mv)d{x,M — M)/2. Notons que cette somme est en fait localement finie, si bien 
que (j) es t bien definie, strictement positive sur M et C k . De plus, pour tout y € M, 
4>(y) < d(y, M — M). 

On definit finalement une application f de M dans M n+1 par 'P(x) = (x, l/4>(x)). C’est 
manifestement un plongement C fc , il faut verifier que son image est fermee pour conclure. 
Soit Xk € M une suite telle que 'P(xfc) converge. En particular, Xk converge dans M”, vers 
un point x G M. Si x n’appartenait pas a M, alors 1 /cf>(xk) tendrait vers l’infini, ce qui est 
absurde. Par consequent, x € M, puis 'P(xfc) tend vers 'P(x), qui appartient bien a 

Scheme E.40 Soit (y?i)*eN une partition de l’unite (denombrable) de classe C k de M a 
supports compacts (qui existe, car M est localement compact a base denombrable). Alors 
/ = convient. 
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Scheme E.41 (1) On calcule 


to = 4x(x - l)(x - 2) et — — 2y 

Done les points critiques de / (qui sont les points u de R 2 ou la differentielle df u est 
l’application nulle) sont (0,0), (1, 0), (2,0). Les valeurs critiques de / sont done /(1, 0) = 0 
et /(0,0) = /(2,0) = — 1. L’ensemble des valeurs regulieres (qui est le sous-ensemble 
des points de l’ensemble d’arrivee qui ne sont pas des valeurs critiques, et l’on fera done 
attention au fait qu’une valeur reguliere n’est pas forcement une valeur) de / est done 
R- {0,-1}. 



On remarque que le maximum de la fonction x H > g(x) = (x — 1) 2 (2 — (x — l) 2 ) est 1, 
done l’image de / est [—1, +oo[. En particulier, pour e < —1, la courbe de niveau / _1 (e) est 
vide, et son nombre de composantes connexes est 0. Un petit calcul montre que l’ensemble 
{a; € R : g(x) > —e} possede exactement deux composantes connexes si —1 < e < 0, et 
une composante connexe si e > 0, et contient un point x tel que g(x) = —e. Done /^ 1 (e), qui 
est la reunion des graphes des fonctions n->± \Jg(x) + e sur leurs domaines de definition, 
possede deux composantes connexes si —1 < e < 0, et une composante connexe si e > 0. 
Les graphes des applications g et f sont les suivants. 
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(2) Par (1), l’application / : K 2 —>• K est vine submersion au voisinage de tout point 
different de (0,0), (1,0), (2,0). Comme seul le point (1,0) est sur C\, on en deduit que C\ 
est une sous-variete de dimension 2 — 1 = 1 au voisinage de tout point different de (1,0). 
Au voisinage du point (1,0), la courbe de niveau C\ est reunion des graphes des fonctions 
y = ±{x- l)v/2^ (x — l) 2 sur l’intervalle ]0,2[, qui sont de classe C°°. Comme le point 
(1,0) separe en quatre composantes connexes C\ au voisinage de (1,0), on en deduit que 

;i,o). 

Comme n > 1, l’application 7r n : z i->- z n de 
C — {0} dans C — {0} est un revetement C°° a 
n feuillets (car c’est un C°°-diffeomorphisme lo¬ 
cal tel que tout point possede exactement n pre¬ 
images). Comme (0,0) n’est pas sur la courbe de 
niveau C±, la preimage C n par Ti n de C\ est une 
sous-variete de C — {0} exactement au voisinage 
des preimages des points de C\ au voisinage des- 
quels C\ est une sous-variete. Done C n est une 
sous-variete au voisinage de chacun de ses points 
qui n’est pas une racine n-eme de 1’unit6. 

(3) On considere l’application F : §i —> M 2 bien definie par 

e ld i-)- (x = 1 + V2 sin0, y = sin(20)) . 

Comme il n’existe pas d’angle 9 tel que simultanement cos 9 = 0 et cos(2 9) = 0, cette 
application est une immersion C°° du cercle dans M 2 . Un calcul immediat mo litre que 
cette application est contenue dans C\. Comme F est de classe C°°, et qu’une immersion 
entre deux varietes de meme dimension est ouverte (par le theoreme d’inversion locale), et 
que l’image de F contient les points (1 ± \/2,0), l’image de F est tout C\. Par revetement, 
le meme resultat est valable pour C n . 

(4,5) Supposons que 0 < e < eo = 1. On identifie M 3 et C x M de maniere usuelle. 
L’application (z,t) 1 —> ( z n ,t ) est un revetement C°° a n feuillets de M 3 prive de l’axe des t 
(d’equation z = 0) sur lui-meme (car c’est un C°°-diffeomorpliisme local tel que tout point 
possede exactement n preimages). Comme Si ne rencontre pas cet axe car e < 1, si l’on 
montre que Si est une sous-variete compacte, connexe, de classe C°° et de dimension 2 de 
CxK, alors il en sera de meme pour S„. 



Ci n’est pas une variete au voisinage de 
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Considerons l’application p : ( z,t ) i->- f(z) 2 + 1 2 — e 2 , de sorte que Si 


dp 

dx 


2 m 


d£ 

dx ’ 


dp 

dy 


2 m 


d£ 

dy ’ 


et 



p 1 (0). On a 


Done p est une submersion en dehors du plan d’equation t = 0. En tout point (z, t ) de 
l’intersection de ce plan et de Si, on a f(z) = Te 7 ^ 0, done les seuls points critiques 
possibles seraient (0,0,0), (1,0,0) et (2,0,0), mais comme 0 < e < 1, aucun de ces points 
n’est sur Si. Done p est une submersion C°° en tout point de Si, et Si est une sous-variete 
C°° de M 3 , de dimension 3 — 1 = 2. Elle est compacte car p est propre. Elle est connexe car 
la courbe d’equations / _ 1 (e) et t = e (contenue dans le plan d’equation t = e) est connexe 
par la question ( 1 ), et contenue dans Si et que tout point peut etre ramene a un tel point 
par un cliemin continu sur Si. 


Scheme E.42 (1) Pour des raisons pedagogiques, absolument tous les arguments sont 

do lines (en general, on peut se permettre d’aller beaucoup plus vite). La regularity est 
analytique reelle. 

Comme Faction de Z est propre et libre, le quotient est une variete X. Soit / : 
]0, Too[ —> §i definie par f(x) = e 2 l 7 rl °g( : 2 : )/ lo g( 2 ). Alors /( 2x) = f(x), si bien que / 
induit par passage au quotient une application g : X —>• Si. Elle est continue (car / est 
continue), surjective (puisque / l’est) et injective : si f(x) = f(y), alors il existe n dans Z 
tel que x = 2 n y, done les projections de x et y dans X sont egales. Enfin, comme / est 
une immersion, g est aussi une immersion. En particulier, e’est un diffeomorphisme local. 

II reste a verifier que g est un homeomorphisme. II suffit pour cela de montrer que X 
est compact, puisqu’une bijection continue entre un espace compact et un espace separe 
est automatiquement un homeomorphisme. Soit n : ]0, +oo [—> X la projection canonique. 
Tout point de A a (au moins) un representant dans [1,2]. Ainsi, X = 7r( [1,2]). Comme 
image continue (a valeurs dans un espace separe) d’un compact, il est compact. 

(2) L’application / : M —» §i donnee par f(x) = e 2mx induit clairement un diffeomor¬ 
phisme entre le quotient de M par la translation et Si. 

(3) On remarque que l’application ip : (x,y) i->- (r,e ie ) est un diffeomorphisme entre 
M 2 — {(0,0)} et ]0, +oo[xSi. L’application / : (x,y) e-)- (2x,2y) verifie alors ip o f o 
ip~ l (r,e ie ) = (2 r,e l9 ). Ainsi, le passage au quotient concerne seulement la variable dans 
]0, Too[. On conclut done en utilisant la premiere question. 

(4) L’argument est le meme que dans la question precedente, en remarquant que l’appli¬ 
cation de § n _i x]0, Too[ dans M n —{(0,0)} donnee par (u,r) i->- ru est un diffeomorphisme. 

Scheme E.43 En decoupant un morceau du polygone et en le recollant de l’autre cote de 
l’identification correspondante, on ne change pas la surface quotient. Les deux decoupages 
qui suivent montrent done qu’on obtient une surface homeomorphe a un tore. 
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Soient M la surface quotient, P le polygone et it : P —>• M la projection canonique. 
Soit x € M, on va construire une “bonne” carte autour de x. Si x provient d’un point y a 
l’interieur du polygone, on prend un petit voisinage U autour de ce point, a l’interieur du 
polygone. La projection canonique n : U —>• tt(U) donne une carte au voisinage de x. 

Si x provient de l’interieur d’un des cotes, il a deux preimages y\ et y 2 , qui s’obtiennent 
par translation de v = y 2 — yi- Soient U\ un voisinage de y\ dans le polygone, et U 2 un 
voisinage de y 2 dans le polygone. On definit une application (f> : ir(U\ U U 2 ) —> R 2 par 
(j)(Tr(z)) = z si z G Ui, et <P(tt(z)) = z — v si z € Elle est bien definie car, par definition 
de v, elle ne depend que de n(z). 

Finalement, si x provient de l’un des sommets, on fait la meme construction en recollant 
de la meme maniere plusieurs morceaux du polygone, par des translations, et on verifie 
que tous les choix sont coherents. 

Finalement, par construction, les changements de cartes sont donnes par des transla¬ 
tions. En particulier, ces cartes munissent done M d’une structure de variete analytique 
reelle. 

Scheme E.44 (1) L’application est C°° et sa differentielle est manifestement injec¬ 

tive en tout point de R 3 — {0}. Si $>(x,y,z) = <&(x\ y\ z 1 ), on verifie en utilisant les trois 
premieres coordonnees que x' = ±x, y' = ±y, z' = ±z. Les trois dernieres coordonnees 
permettent de verifier que les trois signes coincident. Ainsi, ( x,y,z ) = ±(a/ ,y ', z'). Reci- 
proquement, ces deux points ont meme image. Le cardinal des fibres non vides de est 
done constant egal a 2 . 

Finalement, en utilisant les trois premieres coordonnees, on verifie que est propre 
comme application de M 3 — {0} dans M 6 — {0}. Ainsi, la seconde question de l’exercice E.34 
montre que 4>(M 3 — { 0 }) est une sous-variete de M 6 . 

(2) On a 

||$(x,y,-2;)|| 2 = x 4 + y 4 + z 4 + 2 (x 2 y 2 + z 2 x 2 + y 2 z 2 ) = (x 2 + y 2 + z 2 ) 2 . 

Ainsi, <L~ 1 (M O § 5 ) = § 2 - L’application : §2 —> K 6 est une immersion comme composee 
de 4> : M 3 — { 0 } —>• M 6 et de l’injection canonique de §2 dans M 3 — { 0 }, qui sont toutes deux 
des immersions. Mais la restriction de a §2 prend ses valeurs dans § 5 . L’exercice E.32 
montre done que $ : §2 —>• §5 est une immersion. 

L’application <L est egalement propre (car continue et definie sur un compact) et ses 
fibres non vides sont de cardinal 2. Ainsi, son image est une sous-variete de § 5 , par l’exercice 
E.34. 

Comme 4>(x,y,z) = &(—x,—y,—z), l’application induit une application 'F definie 
sur le quotient de §2 obtenu en identifiant deux points diametralement opposes, i.e. le plan 
projectif P 2 (® 0 - Ainsi, l’application \F : P 2 (^) —>• §5 est une immersion injective propre, 
done un plongement. 

(3) L’application x es t polynomial, done analytique reelle. La differentielle de x sur 
M 3 s’ecrit 

dX(x, y ,z )( a , b, c ) = 2{x + yT + zT 2 )(a + bT + cT 2 ). 

En particulier, d,X( x ,y,z)( a ib,c ) = 0 si et seulement six = y = z = 0oua = b = c = 0. 
Ainsi, x es t une immersion sur R 3 — {0}. 
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Si x(x, y, Z ) = x(x',y' z'), alors 

0 =(x + yT + zT 2 ) 2 - (: x' + y'T + z'T 2 ) 2 

= ((x + yT + zT 2 ) — ( x' + y' + z'T 2 ))((x + yT + zT 2 ) + {x' + yf + z'T 2 )). 

Ainsi, (x',y',z') = ±{x,y,z). 

Soit F(x,y,z) = \\x(x,y, z)\\ 2 . Elle est analytique reelle et verifie 

F(Xx, Xy, Xz) = X 4 F{x, y, z). 

En particulier, lorsque F(x, y, z) 7 ^ 0, la derivee radiale de F est non nulle (voir aussi 
l’exercice E.36 et sa solution). Cela montre d’une part que la surface V = {{x,y,z) € 
M 3 : F(x,y,z) = 1} est une sous-variete comme surface de niveau d’une submersion, 
et d’autre part que la projection radiale ir : V —>• §2 est une immersion C^. De plus, il 
existe sur chaque demi-droite issue de l’origine dans M 3 un unique point en lequel F = 1 
(puisque F ne s’annule qu’en 0 et puisque F(Xx,Xy,Xz) = X*F(x,y, z)). Ainsi, 7 r est une 
immersion bijective, c’est done un C w -diffeomorphisme. 

Considerons x 0 7r_1 : §2 —>• § 4 . C’est une immersion comme composee d’immersions. 
Elle attribue la meme image exactement aux points diametralement opposes, et induit 
done un plongement de P 2 Q&) dans §4. 


Scheme E.45 II est facile de verifier que a est une immersion analytique reelle injective. 
Comme P n (K) x P m (M) est compact, le resultat en decoule. 


Scheme E.48 (1) L’application qui a un sous-espace vectoriel de dimension k de M n 

associe la symetrie orthogonale par rapport a ce plan est manifestement une bijection entre 
&(K n ) et 5. 

( 2 ) Quitte a faire un changement de base orthonormee, on peut sans perte de generalite 

travailler uniquement an voisinage de s = ( ^ 5 * ). Une matrice symetrique t = 

V u -l n -k ) 

^ verifie alors ts = st si et seulement si B = 0, et elle verifie ts = —st si et 
seulement si A = D = 0. Cela montre que E = E + © E~. 

(3) Matriciellement, 0 s’ecrit 

( Ik + A l B \ ( (4 + A) 2 + t BB 0 

V B -J n _ k + D J V 0 (“4-fc + D) 2 + B <B 



I A *B 
\ B D 


En particulier, la differentielle de (j) en s est donnee par 


(Bps 


A l B 
B D 


2A 0 \ 

0 -2D J ' 


Cette application est une surjection sur E + . 

(4) Rappelons que toute matrice symetrique definie positive M admet une unique racine 
carree symetrique definie positive, que l’on notera \[M. De plus, si M = I n — H avec H 
symetrique assez petite, alors \[M = a pH p P our certains reels a p (i.e. la racine carree 

est developpable en serie entiere au voisinage de l’identite). 
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proche de s avec ( v 2 ) + = I n , montrons que v 2 = I n , ce qui 

implique que v € S. L’hypothese donne A 2 + l BB = I / et D 2 + B l B = I n -k, et il faut 
montrer que BA + DB = 0. Comme A est proche de Ik, elle est definie positive, done 

A = s/l k - t BB = J2 a P C BB ) p ■ 

De meme, D est proche de — I n -k, elle est done definie negative, puis 

D = -s/K-k -B*B = - Y, a P (B l BY . 

Par consequent, 

BA + DB = BJ2 apCBB) p - ^ a p (B f BY B = 0 . 

On a demontre que, si U est un voisinage assez petit de s, alors i n U C S n U. 
L’autre inclusion etant triviale, on a egalite. Comme cj) est une submersion en s, le theoreme 
des submersions assure done que S est une sous-variete au voisinage de s. De plus, la 
codimension de S est la dimension de l’image de <j), i.e. k(k + l)/2 + (n — k)(n — k + l)/2. 
Par consequent, 

dim5 =" (n+1) - t(t + 1) - ( "~ t)( "~ t + 1) =t(n- t ). (.) 

2 2 2 \ J \ J 

(5) On va essayer d’ecrire A comme surface de niveau d’une submersion. Soit Ek 
l’ensemble des matrices symetriques de taille k. Soit x '■ •A4n,fc(I£) —>■ Ek definie par 
x{M) = f MM. Une matrice M a des colonnes orthonormales si et seulement si x(M) = Ik- 
La differentielle de x es t donnee par dxM(H) = t MH+ t HM. Soit M telle que x{M) = Ik, 
on va montrer que dxM es t surjective, ce qui conclura. Soit S € Ek, on cherche une matrice 
H telle que t MH + t HM = S. II sufht de prendre H = MS/2. En effet, ce choix donne 

HIM + t HM = x(M)S /2 + *5 t y(M)/2 = S/2 + t S/2 = S. 

(6) Notons A\,..., Ak les colonnes de la matrice A. et 1(A) i,..., I(A)k les colonnes de 

1(A). On a I(A)i = + J(A)i, ou e* est la matrice colonne du i cme vecteur de base. La 

matrice M = <3? (^4) est donnee par 

I(A) i -Y^ <i M ] t M ] I(A) i 
1 \\I(A) i -Y, j<i M j *M j I(A) i \\ ' 

Au voisinage de A = 0, l’application est done C°°. Estimons sa differentielle. On va 
montrer par recurrence sur i que 

M i = e i + J(A) l + 0(\\A\\ 2 ) ..(**) 

Supposons le resultat montre pour j < i. Ou a t (ej)ei = 0, t (ej)J(A)i = 0 et t (J(A)j)ei = 0. 
On obtient 

I( A )i~J2 j< i M j t M j I(A) i 

= e i + J(A)i - Y2j<i ( e j + J( A )j + 0(||A|| 2 )) * (ej + J(A)j + 0(||A|| 2 )) (e* + J(A)i) 

= ei + J(A)i + 0(||A|| 2 ). 


Soit v = 


A { B 
B D 
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Par consequent 


Mi = 


&i + J{A)i + 0 ( 11 ^ 4 | |- 


\e i + J(A) i + 0(\\A\\ 2 )\\' 

En developpant la norme au denominateur, il reste 1 + 0(||A|| 2 ). Cela conclut la demons¬ 
tration de (**). Cette equation implique que la differentielle de s’ecrit d<I>o(A) = J(A). 

(7) L’application 'P est C°° car polynomiale. Soit C vine matrice proche de 0, estimons 
V(ei + Ci,...,e k + C k ). On a 

k 

^(ei + Ci,... ,e k + C k ) = + Cj ) t (ej + Cj ) 

3 = 1 


= t (e j ) + y; ej( t C)j + ^Cj t (ej) + 0(||C|| ). 

j = 1 i =1 i =1 

Ainsi, la differentielle de vp est donnee par 

k k 

d* m (Ci, ...,C k ) = Y J ejCC), + Cj t (e j ). 

j =i j =i 

Cette matrice est obtenue en ajoutant Cj dans la colonne j, et sa transposee dans la ligne 
j. On en deduit qu’une matrice C est dans le noyau de d x P/(o) si et seulement si elle est de 

la forme C = ^ ^ j ou D est antisymetrique. 

(8) La matrice M = <P(A) est vine matrice dont les colonnes M\,..., M k forment 
une base orthonormee de 1’image de 1(A). Montrons alors que vp(M) est le projecteur 
orthogonal sur l’image de 1(A). II snffvt de verifier que vp (M)Mj = Mj, ce qui est evident, 
et que \P(M)it = 0 si u est orthogonal a tous les vecteurs Mj, ce qui est encore evident. 

(9) Pour A proche de 0, notons s(A) la symetrie orthogonale par rapport a l’image de 
1(A). On a 

s(A) = <P o $(A) ~(I n --9 o $(A)) = 2^ o $(A) - I n . 

Ainsi, s est C°° au voisinage de 0, et dso = 2d x S> /(o)od<Po- Les questions 6 et 7 montrent done 
que cette differentielle est injective. Connive s est a valeurs dans S, e’est une immersion en 
0 de Ai n — k k (M) dans S. Mais ces deux espaces sont de meme dimension, par (*). Ainsi, s 
est un diffeomorphisme local au voisinage de 0. 

Une carte de au voisinage de V est donnee par l’application c qui a A £ 

Ai n - k ,k(^) associe l’image de 1(A). Dire que T est C°° sur un voisinage de V dans Q k ( ]R n ) 
signihe par definition que Toe est C°° au voisinage de 0. De meme, dire que T est un 
diffeomorphisme local en V signihe que Toe est un diffeomorphisme local en 0. Mais 
r o c = s, nous avons done deja tout demo litre ! 

(10) En composant par un changement de variables lineaire, on deduit de la question 

precedente que Y est un diffeomorphisme local en tout point de C/fc(M n ). C’est une bijection 
entre ^(M n ) et S. Pour montrer que c’est un diffeomorphisme, il reste juste a verifier que 
c’est un homeomorphisme, ce qui resulte de la compacite de et de la separation de 

5. 


Scheme E.49 Voir l’exercice E.25 (1) et l’exercice E.176 (3) de l’appendice A.3 pour la 
premiere question, et sinon [Pos, Legon 11] par exemple. 
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3 Fibres vectoriels 


3.1 Sous-espaces tangents d’une sous-variete de M n 


La notion de vecteur tangent (et, si ce vecteur tangent est non nul, de droite tangente) 
en un point d’une courbe de classe C 1 dans M n est bien connue. Elle permet de definir, de 
maniere elementaire, la notion de vecteur tangent, et partant de sous-espace tangent, en 
un point d’une sous-variete de R n . 

Soient p < n dans N, M une sous-variete de M n de classe C 1 et de dimension p , et x 
un point de M. 

Un vecteur v de M n est dit tangent a M en x s’il existe un intervalle ouvert / contenant 
0 et une courbe c : I —> M n de classe C 1 , a valeurs dans M, telle que 

c(0) = x et c(0) = v . 

On note T X M l’ensemble des vecteurs tangents a M en x. 

Le resultat suivant donne le calcul de T X M, en fonction des differentes caracterisations 
locales des sous-varietes de M” (voir theoreme 2.5). 


Proposition 3.1 

• (Definition par redressement) 

Si U est un voisinage ouvert de x dans M n , si V 
est un voisinage ouvert de 0 dans M n et f : U —>• 
V un C 1 -diffeomorphisme tels que f(x) = 0 et 
f(U O M) = V n (M p x {0}), alors 

T X M = df x ~\W x {0}) . 



• (Definition par fonction implicite) 

Si U est un voisinage ouvert de x dans M n , et 



si f : U —» R n ~ p est une application de classe 

C 1 qui est une submersion en x avec f(x) = 0, 
tels que U fi M = f~ 1 ( 0), alors 

U ; 

X A 

(\t x m\ 


; *o 

-•- 

T X M = ICer df x . 



• (Definition par graphe) 

Si U est un voisinage ouvert de x dans M n = 
x R n ~ p , si V est un voisinage ouvert de 0 
dans M p et f : V —>• M n-p une application de 
classe C 1 , tels que U 0 M = graphe( f ) et x = 
(0,/(0)) ; alors 

T X M = Im {v (v,df 0 (v))} . 



• (Definition par parametrage) 

Si U est un voisinage ouvert de x dans M”, si V 
est un voisinage ouvert de 0 dans et f : V —>• 
M n , avec /(0) = x, est un parametrage local C 1 
de U O M en x, alors 














u 

• 














T X M = Im df 0 . 
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Preuve. (1) Puisque / est un diffeomorphisme C 1 tel que f(x) = 0, vine courbe c est 
tracee snr U n M avec c(0) = x et c(0) = v si et seulement si la courbe foe est tracee sur 
f{U PI M) = V(1 (M p x {0}) avec f°c(0) = 0 et (/oc)'(O) = df x (y). Puisque 1’ensemble des 
vecteurs tangents en 0 a V n (M p x {0}) est M p x {0}, le resultat en decoule. En particulier, 
T X M est un sous-espace vectoriel de dimension p de M n . 

(2) Si c est line courbe tracee sur M telle que c(0) = x, alors / o c(t) = 0 pour tout 
t assez petit, done en derivant df x (c( 0)) = 0 et le sous-espace vectoriel T X M est contenu 
dans Ker df x . Comme df x est surjective, les dimensions de T X M et de Ker df x sont toutes 
les deux egales a p, et le resultat en decoule. 

(4) Pour tout v dans M p , soit c une courbe dans V telle que c(0) = 0 et c(0) = v. Alors 
/ocest une courbe C 1 tracee sur f(V) = UnM telle que /oc(0) = x et (/oc)'(0) = df x (v), 
done le sous-espace vectoriel T X M contient Im df x . Par injectivite de df x , les dimensions 
de T X M et de Im df x sont toutes les deux egales a p, et le resultat en decoule. L’assertion 
(3) decoule immediatement de (4). □ 

Comme montre dans la preuve, l’ensemble T X M est un sous-espace vectoriel de M n de 
dimension p. appele le sous-espace vectoriel tangent a M en x. On appelle x + T X M le 
sous-espace affine tangent a M en x. Lorsque l’on remplace M n par C n et la regularity C 1 
par la regularity analytique complexe, alors T X M est un sous-espace vectoriel complexe de 
C n . 

Exemples. (1) La sphere § n est definie comme la preimage de 1 par la submersion 
x i—^ ||ic|| 2 de M n — {0} dans M (ou || || est la norme euclidienne usuelle de M n ). Done le 
sous-espace tangent a § n en x est le noyau de l’application lineaire v >—?> (v,x), i.e. T x S n 
est 1’orthogonal de x (pour le produit scalaire usuel de M n ). 



(2) Plus 
pour tout y 


generalement, si / : U —>• M 9 est une submersion C 1 , avec U un ouvert de M p , 
€ f{U) et a; £ / _1 (y) ; avec <i<p la matrice jacobienne de / en x, 

' 1 < 3 < 8 


il decoule du deuxieme point de la proposition 3.1 que le sous-espace vectoriel T x (f 1 (y)) 
tangent en x a la sous-variete f^ 1 (y) admet le systeme d’equations suivant : 


Vj, 1 < j < q, 


2=1 


(3) Par l’assertion (3) ci-dessus, si M est localement defini comme le graphe d’une 
application / : M p —>■ M n_p dans une decomposition = M p x M n_p de coordonnees 

(x,y), alors l’equation du sous-espace affine tangent en (xq,2/o = f{% o)) es t 


y-y 0 = df xo (x - x 0 ) . 
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Done si (§fc(x 0 )) i < i < p est la matrice jacobienne de / en x 0 , un systeme d’equations 

1 < j < n — p 

du sous-espace affine tangent est 


V j, 1 <j<n-p, 


i=l 


(x 0 )i) ■ 


L’exercice suivant montre que toute variete difierentielle s’ecrit, au voisinage de chacun 
de ses points, comme le graphe d’une application au-dessus de son espace tangent en ce 
point. 

Exercice E.51 Soient k G (N — {0}) U {oo,u;} et M une sous-variete de R n de classe C k 
passant par 0. Montrer que pour tout sous-espace vectoriel E supplementaire de T$M, il 
existe un voisinage U de 0 dans R n et un voisinage V de 0 dans TqM tels que U n M soit 
le graphe, dans la decomposition R n = TqM ® E, d’une application f : V —>■ E de classe 
C k . 


La reunion disjointe des sous-espaces affines tangents aux points d’une sous-variete de 
R n est naturellement munie d’une structure de (sous-)variete. 

Proposition 3.2 Soit M une sous-variete de classe C r+1 de R n . Soit F = Fm le sous- 
ensemhle de R n x R n forme des couples ( x,v ) de M x tels que v € T X M . Alors F est 
une sous-variete de classe C r de R n x R n . 

Preuve. Soient (xo, vq) dans F. et {W, ip) un parametrage local C r+1 de M au voisinage de 
xq, d’image U H M, ou U est un voisinage de xo dans R n . Montrons que (W x R p , (x, v ) i— > 
(tp(x),dip x (v)) est un parametrage local C r de F au voisinage de (xo,uo). Comme T X M = 
Im d(fx , cette application parametre un voisinage de (xo, uo) dans F. Elle est de classe C r ; 
e’est une immersion en tout point de son domaine, car ip l’est et dip x est un isomorphisme 
lineaire, et la matrice jacobienne est triangulaire superieure par blocs dans la decomposition 
Rn x j^n. c ’ es ^ un homeomorphisme de W x R p sur (U X R n ) H F. □ 

Considerons la projection p : F — >• M definie par p(x, v ) = x, qui est de classe C r . 
Chaque fibre F x = p~ k (x) est egale a {x} X T X M, done est munie d’une structure d’espace 
vectoriel. On a envie de dire que cette structure d’espace vectoriel « depend de maniere 
C r » de x, car les applications if : (x,v) >—>- (p(x),dp x (v)) de la preuve precedente sont des 
C r -diffeomorphismes sur leur image, et chaque fibre {x} x R p de la premiere projection 
U x R p —> U est naturellement munie d’une structure d’espace vectoriel, et if : {x} xR p -> 
F x est un isomorphisme lineaire. 

Nous formalisons cette intuition dans le paragraphe suivant. 

3.2 Fibres vectoriels 

Ce paragraphe est essentiellement constitue de definitions, les principaux exemples et 
resultats viendront dans les paragraphes suivants. 

Soit r G NU{oo,cu}. Un fibre vectoriel reel (resp. complexe) ^ de classe C r est la donnee 
d’une application p : E ^ B de classe C r entre deux varietes de classe C r et, pour tout b 
dans B , d’une structure d’espace vectoriel reel (resp. complexe) sur Et = p^ 1 (6), de sorte 
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que, pour tout b dans B, il existe un voisinage ouvert U de b, un espace vectoriel reel 
(resp. complexe) F de dimension finie, et un C r -diffeomorphisme (f> : p _1 ([7) —» U x F, tels 
que pri o <f> = P| p -i(f/), i.e. tels que le diagramme suivant commute 



et tels que pr 2 o0| S : E y —>• F soit un isomorphisme M-lineaire (resp. C-lineaire) pour tout 
y dans U. 

On dit que B est la base, E V espace total, Ef, = p~ 1 (b) la fibre au-dessus de b, U un 
ouvert distingue ou voisinage distingue de b, (j) une trivialisation locale de p au-dessus de U. 
Si toutes les fibres E^ sont de dimension n sur M (resp. C), on dit que le fibre vectoriel est 
de rang reel (resp. complexe) n. Si n = 1, on dit aussi fibre en droites vectorielles. Notons 
que si B est de dimension p, alors E est de dimension p + n (resp. p + 2 n). Par abus, on 
designera souvent le fibre vectoriel £ par son espace total E, l’application p et la structure 
d’espace vectoriel des fibres etant sous-entendus, ou par son application p. 

Soient £ et £' des fibres vectoriels reels (resp. complexes) de classe C r , d’applications 
p : E —>• B et p' : E' —>• B' respectivement. Un morphisme C r (de fibres vectoriels) de 
£ dans £' est un couple d’applications (/, /) de classe C r tel que le diagramme suivant 
commute : 

E -A- E' 

n _ i p ' 

B B' 

et tel que, pour tout x dans B, l’application / induise un morphisme d’espaces vectoriels 
reels (resp. complexes) de E x = p _1 (x) dans .EL = (p')~ 1 ( f(x)). Si p : E —>• B est un 
fibre vectoriel, alors le couple (id, id) est un morphisme du fibre vectoriel p dans lui-meme, 
appele le morphisme identite. Si (/,/) et (g,g) sont deux morphismes de p : E —>• B sur 
p' : E' —> B' et de p' : E' —>• B' sur p" : E" —>• B" respectivement, alors le couple (gof, ~gof) 
est un morphisme de fibres vectoriels, appele composition de (/, /) et {g,~g). Ainsi (voir 
l’appendice A.6) la collection des fibres vectoriels C r et des morphismes de fibres vectoriels 
C r est une categorie. 

Un isomorphisme C r (de fibres vectoriels) de £ dans £ ; est (comme dans toute categorie, 
done) un morphisme (/, /) de £ dans £' tel qu’il existe un morphisme {g, g) de £' dans £ qui 
verifie g o f = id, / o g = id, / o g = id, g o / = id. Deux fibres vectoriels sont isomorphes 
s’il existe un isomorphisme entre eux. 

Lorsque B = B', un morphisme sur la base B est un morphisme tel que / = id, et de 
meme pour les isomorphismes. Le contexte indique en general clairement si l’on parle de 
morphisme ou de morphisme sur la base. 

Sauf mention explicite du contraire, tous les fibres vectoriels seront reels dans ce texte. 
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Pour r' < r, vine section (resp. section de classe C r, ) d’un fibre vectoriel p : E —>• B 
de classe C r est une application s (resp. application s de classe C r ) de B dans E telle 
que po s = ids. Par exemple, l’application qui a un point b de B associe le vecteur nul 
de la fibre Ef, est une section de classe C r , appelee section nulle. La section nulle est un 
plongement de B dans E. Par contre, rnerne si c’est localement vrai, il n’existe pas toujours 
(et c’est meme peu frequent) de section continue globale d’un fibre vectoriel qui ne s’annule 
en aucun point de la base (voir par exemple la partie 6.6.2). 

Par exemple, si M est une variete C r , la premiere projection pr\ : M x R n —» M de la 
variete produit M x R n dans M (avec la structure evidente d’espace vectoriel sur les fibres 
{x} x R n ) est un fibre vectoriel (reel), de base M, de rang n, appele fibre vectoriel (reel) 
trivial sur M. La premiere projection pr\ : M x C n —>■ M de la variete produit M x C n 
dans M (avec la structure evidente d’espace vectoriel complexe sur les fibres {x} x C n ) est 
un fibre vectoriel complexe, de base M, de rang complexe n, appele fibre vectoriel complexe 
trivial sur M. 

Tout fibre vectoriel isomorphe a un fibre vectoriel trivial est dit trivialisable. Par 
exemple, si p : E —>• B est un fibre vectoriel, et si U est un ouvert distingue de B, alors la 
restriction de p a p~ l (U) est un fibre vectoriel trivialisable. 

Si M est une variete analytique complexe, on definit un fibre vectoriel holomorphe 
sur M comme la donnee d’une application p : E —>• M analytique complexe, ou E est 
une variete analytique complexe, et, pour tout b dans B, d’une structure d’espace vectoriel 
complexe sur Ef, = p^ 1 (6), de sorte que, pour tout b dans B , il existe un voisinage ouvert U 
de b , un espace vectoriel complexe F de dimension finie, et un diffeomorphisme analytique 
complexe : p _1 (17) —>• U x F, tels que pr\ o <f> = p\ v -i(jjy On definit de maniere analogue 
un morphisme de fibres vectoriels holomorphes, un fibre vectoriel holomorphe trivial et un 
fibre vectoriel holomorphe trivialisable. 

Exercice E.52 (1) Montrer qu’un fibre vectoriel de rang n est trivialisable si et seulement 
s ’il admet n sections lineairement independantes en tout point. 

(2) En deduire qu’un fibre vectoriel de rang 1 est trivialisable si et seulement s’il admet 
une section ne s ’annulant pas. 

Exercice E.53 Soient V un espace vectoriel de dimension finie sur le corps K = R ou 
K = C, et Qkiy) la variete grassmanienne de rang k de V. Montrer que 

rGk(V) = {(x,v) € Gk{V) x V : vex} 

est une sous-variete K-analytique de la variete produit Gkty) x e t que I’application 

(x, v) x de rGk(V) dans Gk(V) est un fibre vectoriel K-analytique sur Gk(V) de rang k, 
en munissant la fibre {x} x x au-dessus de x de la structure evidente d’espace vectoriel sur 

K. 


Le fibre vectoriel rGkiV) —> Gk(V) de cet exercice est appele le fibre tautologique sur 
Gk(V). En particulier, 


tP(V) = {(x, v) € P(E) x V : v € x} 

est une sous-variete A'-analytique de la variete produit P(E) x V, et l’application (x, v) i —> x 
de rP(V) dans P(V) est, en munissant la fibre {x} xx au-dessus de x de la structure evidente 
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de droite vectorielle sur K , un fibre iL-analytique en droites vectorielles sur P(U), appele 
fibre tautologique sur P(V). 

L’exemple crucial de fibre vectoriel au-dessus d’uue variete M est le fibre tangent TM 
de M. construit dans le paragraphe ci-dessous. L’exemple crucial correspondant de section 
est celui des champs de vecteurs, dont nous traiterons dans le chapitre 4. 

3.3 Fibre tangent 

Soit M une variete C r+1 de dimension n, avec 0<r<o;, oo + l = oo, uj + 1 = ui, et n 
dans N. 

De la meme maniere que nous avons utilise les courbes tracees sur une sous-variete 
pour definir les vecteurs tangents a une sous-variete, nous pouvons utiliser les courbes 
pour definir les vecteurs tangents a une variete generate. 

Un 1-jet de courbe sur M est une classe d’equivalence de courbes c : I —» M, avec / un 
intervalle ouvert contenant 0, de classe C 1 en 0, pour la relation d’equivalence « coi'ncider 
au premier ordre », definie par ci ~ C 2 si ci(0) = C 2 ( 0 ) et pour toute (ou de maniere 
equivalente, pour une) carte locale (U,ip) de M en ci(0), les vecteurs tangents en 0 des 
courbes <p o c\ et p o C 2 sont egaux : 

fTo~ci (0) = pfocj (0) . 

Nous notons TM l’ensemble des 1-jets de courbes sur M, et p : TM —>• M l’application 
(bien definie) qui au 1-jet de la courbe c associe le point c(0). 

Nous allons montrer, de maniere analogue au cas du sous-ensemble F de la proposition 
3.2, que TM possede une structure naturelle de variete, et en plus que p : TM —>• M 
possede une structure naturelle de fibre vectoriel. 

Pour cela, nous serons guides par le fait que la notion de vecteur tangent en un point 
x d’un ouvert U d’un espace M n est claire : l’espace tangent en x est naturellement W 1 lui- 
meme. Comme une variete est localement diffeomorphe a W 1 par ses cartes, il est naturel 
d’utiliser les cartes pour definir les vecteurs tangents. Le meilleur moyen pour rendre les 
vecteurs ainsi definis independants de cartes est d’utiliser une relation d’equivalence pour 
faire des identifications. 

Un vecteur tangent a M est une classe d’equivalence de quadruplets (U,ip,x,v), ou 
x est un point de M. (U,ip) une carte locale en x et v un point de M n , pour la relation 
d’equivalence (U, p, x, v) ~ (IT, <p', x', v') si et seulement si x' = x et d(tp' °<^ _1 ) ¥ 3 (x)( u ) = v '■ 
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On note encore TM l’ensemble des vecteurs tangents a M, p : TM —> M l’application 
induite par passage au quotient de 


(U, ip, x, v) i->- x , 

et T X M 1’ensemble p~ 1 (x). On note souvent v un element de TM, ou (x,v) avec p(v) = 
x quand on veut preciser le point base de v, et on l’identifie souvent avec l’un de ses 
representants. 

II est immediat que l’application qui a la classe d’un quadruplet (U, ip, x, v ) associe 
le 1-jet de la courbe t i—>■ p~ 1 {p[x) + tv) est une bijection de l’ensemble des vecteurs 
tangents a M sur l’ensemble des 1-jets de courbe sur M, par laquelle nous identifions ces 
ensembles. Les deux projections p : TM M coincident alors bien. La bijection reciproque 
est l’application qui au 1-jet d’une courbe c associe la classe d’equivalence du quadruplet 
( U , p, x, v ) ou ( U, p) est une carte locale en c(0), et x = c(0),v = p o c (0). 

Si ( U,p ) est une carte locale de M, l’application de p{U) x M n dans 7), qui a 
(x,v) associe la classe d’equivalence de (17, p, p^ 1 (x), v) est une bijection. On note Tp : 
p _1 (17) —>• p(U) x R n son inverse, dont l’image est un ouvert de x M n . 

Si (U', p') est une autre carte locale de M, l’application Tp'o(Tp ) -1 : p(UnU') xM" —> 
p'(U tlU') x est le diffeomorphisme de classe C r 

(x,v) ^ (p' o p~ 1 (x),d(p' o p~ l ) x (v)) . 

Done si ( Ui,pi)i£i est l’atlas maximal de cartes de M, la famille (p~ 1 (Ui),Tpi)i £ i est 
un atlas de cartes C r de TM. Ceci permet (voir la remarque 2.6) de munir TM d’une 
topologie (l’unique topologie faisant de chaque Tpi un homeomorphisme). II est immediat 
de verifier que cette topologie est, comme celle de M, separee et a base denombrable. Nous 
munirons TM de la structure de variete differentielle C r si r > 0, et de variete topologique 
si r = 0, definie par cet atlas. II est important de remarquer cette perte de differentiabilite, 
lors du passage d’une variete a son fibre tangent, sauf bien sur quand r = oo ou r = oj. 

Si x est un point de M, et ( U, p) est une carte locale de M en x avec p(x) = 0, 
l’application Tp induit une bijection de la partie T X M de p~ l (U) sur la partie {0} x R n 
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de ip(U) x M n , ce qui permet de munir T X M d’une structure d’espace vectoriel reel. Cette 
structure ue depend pas de la carte en x choisie, car si ( U',(p') est mie autre telle carte 
en x, alors Tip' o ( Tip ) _1 : {0} x M n —>• {0} x M n s’identifie avec d(ip' o ip^ 1 ) o, qui est un 
automorphisme lineaire de R n . On appelle espace tangent de M en x l’ensemble T X M muni 
de cette structure d’espace vectoriel reel. On appelle p : TM —>• M, et par abus TM, oil 
T X M = p -1 (x) est muni de cette structure d’espace vectoriel reel pour tout x dans M, le 
fibre tangent de M. Par construction, le fibre tangent de M est un fibre vectoriel reel de 
classe C r sur M, de rang egal a la dimension de M : pour toute carte locale {U, ip) de M, 
l’application (ip x id) o Tip : p~ l {U) —> U x definie par 

[U, ip, x, v] i y ( x, v) 

est une trivialisation locale C r du fibre vectoriel p au-dessus de U. 

Si l’on remplace le corps K par le corps C et la regularity C k par la regularity analytique 
complexe dans ce qui precede, comme la derivee d’une application analytique complexe 
est un automorphisme lineaire complexe, l’espace tangent de M en x est cette fois muni 
d’une structure d’espace vectoriel complexe, et le fibre tangent de M est un fibre vectoriel 
holomorphe. 

Exemple. Si U est un ouvert de R”, muni de sa structure standard de variete, si ip est 
l’inclusion, alors l’application de U x R n dans TU, qui a un couple (x, v ) associe la classe 
d’equivalence de (U, ip, x, v ), est un isomorphisme du fibre vectoriel trivial pr x : U xl n —>• U 
sur le fibre vecoriel p : TU —>• U. Nous identifierons dans la suite ces deux fibres vectoriels 
par cette application. En particulier, pour tout x dans U, ceci identifie T X U avec {x} x R n , 
que l’on identifie encore avec M n par (x, v ) i->- v. 

La variete M est dite parallelisable si son fibre tangent est trivialisable. Une variete 
analytique complexe est dite parallelisable si son fibre tangent est trivialisable (au sens des 
fibres vectoriels holomorplies). 

Exemples. (1) Les ouverts de M n , munis de leur structure standard de variete, sont 
parallelisables, par ce qui precede. 

(2) Le cercle Si est parallelisable (voir l’exercice E.54), ainsi que, plus generalement, 
tout groupe de Lie (voir la proposition 5.15). 

3.4 Application tangente 

Soient M. N deux varietes C 1 , et / : M —>• N une application. Si / est C 1 en un point 
xq de M, on note T xo f : T XQ M —>• Tf^ X0 ^N l’application qui au 1-jet d’une courbe c associe 
le 1-jet de la courbe foe. Cette application est bien definie, le 1-jet de / o c ne dependant 
que du 1-jet de c (regarder dans des cartes locales). Elle est appelee l’application tangente 
(ou la differentielle ou la derivee ) de f en xq (et est aussi notee df XQ (voir le paragraphe 
6.1 pour la definition de la 1-forme differentielle df lorsque / est a valeurs reelles, et l’on 
ne confondra pas df avec l’application tangente) ou f'(x o) ou D xo f). Si / est C 1 sur 
M, nous appelons application tangente de / l’application Tf : TM —>• TN, definie par 
Tf(v) = T x f(v ) pour tout v dans T X M. 

Nous allons montrer que T Xo f est lineaire, et que si M,N sont C r+1 , et si / est C r , 
alors Tf : TM —)• TN est de classe C r . Pour ceci, nous allons montrer que l’application 
tangente a / est l’application d e TM dans TN, qui, lue dans les cartes locales de EM et 
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TN correspondant a des cartes locales de M et N, est la differentielle de l’application / 
lue dans ces dernieres cartes. 

Plus precisement, supposons que / soit C 1 en un point xq de M. L’application 

T xo f ■ T X0 M —> Tf^N 

definie par 

[U,tp,x,v\ >->■ f(x),d(if o f o p~ l )^ x )(v)] 

ne depend pas du choix des cartes locales ( U , ip) et (V, if) de M et N en xq et f(x o) respec- 
tivement, telles que f(U) C V, par le theoreme de derivation des applications composees. 
Elle est lineaire par definition des structures d’espaces vectoriels sur les espaces tangents, et 
la linearite des differentielles d’applications entre ouverts d’espaces euclidiens. Elle coincide 
avec l’application definie en debut de partie, par l’identification entre vecteurs tangents et 
1-jets de courbes. 

De plus, si M,N sont C r+1 et si / est C r+1 , alors Tf : TM TN est de classe C r , 
par definition de la structure de variete des espaces tangents. II est immediat que le couple 
(Tf, f) est alors un morphisme de fibres vectoriels de TM —>■ M sur TN —>• N, et en 
particular que le diagramme suivant est commutatif : 

TM TN 

I I 

M ^4 N . 

Proprietes. (1) Si M et N sont des ouverts de M n et M p respectivement, si / : M —>• est 
une application C 1 , alors avec l’identification TM = Mxl n et TN = N xK", l’application 
tangente Tf :TM —>• TN est 


(x,v) (f(x),df x (v)) . 

(2) II est immediat que le theoreme de derivation des applications composees s’etend : 
si L,M,N sont trois varietes C 1 , et si / : L —>• M, g : M —»■ N sont deux applications C 1 , 
alors 

T(gof) = (Tg)o(Tf), 

c’est-a-dire, pour tout x dans L, 

T x (g o f) = (T f{x) g) o (T x f) . 

Comme il est aussi immediat que T(id) = id, ceci signifie (voir l’appendice A.6) que la 
correspondance M i—)■ TM et / i—X T/ est un foncteur de la categorie des varietes C r+1 
dans la categorie des varietes C r . De plus, la correspondance qui a une variete M de classe 
C r+1 associe son fibre tangent TM —> M et a une application / : M —> N de classe C r+1 
associe le couple (Tf, /), est un foncteur de la categorie des varietes C r+1 dans la categorie 
des fibres vectoriels C r . 

(3) En particulier, si / : M —>• N est un C r+1 -diffeomorphisme, alors Tf:TM—>TN 
est un C r -diffeomorpliisme, et (Tf, f ) est un isomorphisme de fibres vectoriels. 
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(4) Soient N un espace vectoriel reel (resp. complexe) de dimension finie, et /, g : M —> 
N deux applications C 1 en xq. Si a,/3 € R (resp. a,/3 € C) alors 

T X0 (af + (3g) = aT x J + f3T Xo g . 

Si B est une forme bilineaire sur N, alors 

T X0 (B(f,g )) = B(T Xo f,g(x 0 )) + B(f(x 0 ),T Xo g) . 

En particulier, si /, g : M —> R sont C 1 , alors 

Txo(fg) = g(xo)T Xo f + f(x 0 )T Xo g , 

et T(fg)=g(Tf) + f(Tg). 

(5) Soit / : M —>• N une application C k avec k > 1. Alors / est une immersion 
(resp. submersion) en un point x de M si et seulement si son application tangente en x, 
i.e. 1’application lineaire T x f : T X M —>• Tj( x wV. est injective (resp. surjective). De meme, / 
est une application de rang constant au voisinage d’un point x de M si et seulement si le 
rang de l’application lineaire T y f : T y M —>• Tf( y \N est constant pour y dans un voisinage 
de x. Par definition (voir paragraphe 2.3), ceci decoule, en prenant des cartes locales, du 
cas ou M et N sont des ouverts de M n . 

(6) Si M et N sont des varietes analytiques complexes et si / : M —>• est holomorphe, 
alors pour tout x dans M, l’application T x f : T X M —>• Tjr x \A T est lineaire sur C, par 
construction. La correspondance, qui a une variete analytique complexe M associe son 
fibre tangent TM —>• M et a une application holomorphe f : M ^ N associe le couple 
(T/, /), est un foncteur de la categorie des varietes analytiques complexes dans la categorie 
des fibres vectoriels holomorphes. 


Si M est un intervalle ouvert de M, alors / est appelee une courbe dans M (attention, 
le mot courbe possede plusieurs sens possibles en mathematiques, le contexte indiquant en 
general celui utilise). En utilisant l’identification de TM avec MxR (voir le paragraphe 
suivant), et done de Tt 0 M avec M, pour tout to dans M, l’application lineaire T to f : K -» 
Tf(t 0 )N est determinee par l’image de 1, et on pose 


/(* o) 


d£ 

dt \t=to 


T to f(l) ■ 


On note aussi / = ^ la courbe M —>• TN definie par 

df _ df 

-:i4- 

cit dt \t=x 


Remarques. (1) Un moyen bien pratique pour calculer les espaces tangents est d’utiliser 
que ce sont les ensembles de vecteurs tangents de courbes, et d’ecrire avec les notations 
precedentes : T X M = (c(0) | c : / -> M C 1 , c(0) = x, 0€/}et TM = {c(0) \ c : I 
M C\ OG/} 

(2) Un moyen bien pratique pour calculer les applications tangentes est parfois d’utiliser 
la definition de l’application tangente par les 1-jets de courbes : si / : M —X N est une 
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application C 1 et x € M. alors T x f est l’unique application (lineaire) T x f : T X M —>• Tfr x \N 
telle que, pour toute courbe c :] — e,+e[ —» M de classe C 1 sur M telle que c(0) = x, on 
ait 

T x nm) = ( 0 ) • 

(3) II n’y a que tres rarement besoin de revenir a la construction meme de l’espace 
tangent, qui sert surtout a mettre une structure de variete differentielle sur la reunion 
disjointe des espaces tangents a chaque point. La construction et sa naturalite permettent 
dans la plupart des cas de problemes locaux, de « se ramener » au cas des ouverts des 
espaces euclidiens aussi en ce qui concerne l’espace tangent et les applications tangentes. 
Nous allons illustrer ceci dans les exemples suivant. 

3.5 Exemples 

Pour chacun des exemples familiaux du paragraphe 3.5, nous explicitons son espace 
tangent. Une bonne connaissance de ces exemples permet aussi de ne pas revenir a la 
construction generate. 

• Sous-varietes. Explicitons le fibre tangent des sous-varietes d’un espace W 1 . 

Soit M une sous-variete C r+1 de dimension p de R n . Considerons le sous-ensemble 
F = Fm des couples (x, v) de M x R n tels qu’il existe une courbe c : ] — e, +e [ —>• R n 
de classe C 1 , d’image contenue dans M, et telle que c(0) = x et c(0) = v. Nous avons vu 
(proposition 3.2) que cet ensemble est une sous-variete de W 1 x R”. 

Considerons la projection p : F M definie par p(x, v ) = x, qui est de classe C r . 
Chaque fibre F x = p _1 (x) est egale a {x} x T X M ou T X M est le sous-espace vectoriel 
tangent a la sous-variete M de R n (voir paragraphe 3.1), done est munie d’une structure 
d’espace vectoriel. 

Proposition 3.3 Avec ces notations, p : F M est un fibre vectoriel isomorphe au fibre 
tangent ir : TM —>■ M. 

Preuve. Soit {(£/*, ¥>i))}ie/ l’ensemble des parametrages locaux de la sous-variete M. Alors 
{(ifi(Ui), est un atlas de cartes de la variete M. Pour x dans M, pour tout i tel 

que x € <Pi(Ui ), l’application d(ipi) -i, % est un isomorphisme lineaire de R p sur le sous- 

r i \*"/ 

espace vectoriel F x = {v € R n : (x,v) Si 7 }, conrme vu au paragraphe 3.1. Considerons 
l’application 0 d e TM dans F definie par 

[^Pi(U i ),<pf 1 ,x,v\ ^ (s,%) v -i w W) ■ 

Par definition des structures differentielles de F et de TM, l’application 0 est un C r - 
diffeomorphisme, qui rend le diagramme suivant commutatif 

TM F 

7T p 

M 

En restriction aux fibres, 0 est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En precomposant 
par 0 _1 une trivialisation locale de TM au dessus d’un ouvert U, on obtient done une 
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trivialisation locale de p : F —>• M au-dessus de U. Done p : F —>• M est un fibre vectoriel 
isomorphe au fibre tangent TM au-dessus de la base M. □ 

Nous identifierons dans la suite le fibre tangent TM d’une sous-variete M de M n avec 
ce fibre F = Fm, par l’isomorphisme 0 donne par la preuve ci-dessus. On retrouve ainsi 
1’identification du fibre tangent d’un ouvert U de M n avec U x M n . 

L’espace tangent T X M en un point de la variete M (au sens du paragraphe 3.3) s’iden- 
tifie alors au sous-espace tangent T X M en x de la sous-variete M (au sens du paragraphe 
3.1), par l’application ®\t x m '■ T X M —> F x composee avec 1’identification (x,v) i —> v de F x 
avec le sous-espace tangent en x a la sous-variete M. ce qui explique que nous les ayons 
notes de la meme maniere. 

Si M et N sont deux sous-varietes C 1 de M m et M n , si / : M —>• est une application C 1 
en un point x de M. alors avec 1’identification de TM et Fm, et de TN et Fjy, l’application 
T x f : T X M —>• Tf( x }N entre les sous-espaces tangents T X M et Tfr x \N aux sous-varietes M 
et N est l’application 

v / o c (0) , 

ou c : / — > M est une courbe C 1 tracee sur M telle que c(0) = x et c(0) = v (ce qui ne 
depend pas des choix). Si / : M —>• est C 1 , alors Tf : TM —>• TN est l’application 
(x,v) >—>■ (f(x),T x f(v)). Si / est la restriction d’une application C 1 , encore notee /, d’un 
voisinage de M dans un voisiange de N, alors Tf est l’application (x,y) i —> (f(x),df x (y)). 

Par exemple, pour n € N — {0}, si la sous-variete M est la sphere de dimension n dans 
M n+1 , notee 

= {x = (x 0 , • • ■, x n ) G M n+1 : Xq H-h x 2 n = 1} , 

alors T § n est isomorphe au fibre vectoriel 

{(x,n) G§„x M” +1 : v € x -1 } 

muni de la projection evidente sur § n , ou z 1 - designe l’orthogonal de z pour le produit 
scalaire usuel sur M n . 




Exercice E.54 Montrer que le cercle §i est parallelisable, i.e. que son fibre tangent TSj 
est isomorphe au fibre trivial Si x M (voir la figure ci-dessus). 


• Plongements. 
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Exercice E.55 Soient M,N deux varietes C r+1 , ou 0 < r < u et f : M —>• N une 
application C r+1 . Si f est un plongement C r+1 , alors Vapplication tangente Tf : TM —>• 
TN est un plongement C r . 

Si M' est une sous-variete C r+1 de M. alors on identifie TM' avec son image dans TM 
par l’application tangente de l’inclusion de M' dans M. En particulier, si U est un ouvert 
de M, alors on identifie le fibre tangent a U avec la restriction a p~ l {U) de la projection 
M. Si M est une sous-variete de M n , alors TM se plonge dans M 2n . 

• Images reciproques. Fixons un element k dans (N — {0})U{oo, w}, deux varietes M 
et N de classe C fc+1 et de dimension m et n respectivement, et une application f : M N 
de classe C fc+1 . 

Exercice E.56 ( 1 ) Si f : M —>• N est une application de classe C 1 , de rang constant r, 
si x € Ad et y = f(x) alors I’espace tangent en x a la sous-variete f~ 1 (y ) est 

T x (f~ 1 (y)) = Ker(T x /) . 

( 2 ) Si f : M —>• N est une submersion C 1 , si S est une sous-variete C 1 de N, alors, 
pour tout x dans /“ 1 (S') ) on a 

T x (r\S )) = (T x f)-\T f{x) S) . 

En particulier, si y est une valeur reguliere de / alors pour tout x dans f^ 1 (y), on a 

T x {f-\y)) = Ker(T x f). 

• Sommes disjointes. Soit (M Q ) agj 4 une famille an plus denombrable de varietes 
differentielles de classe C k et de dimension n. Si M est la variete somme disjointe des M a , 
alors TM est le fibre vectoriel somme disjointe des fibres vectoriels TM a . 

• Produits. Soit k un element de N U {oo,o;}. 

Exercice E.57 Montrer que si N est une variete produit N\ X IV2 de classe C fc+1 ; alors 
il existe un C k -diffeomorphisme 


TN ~ TN\ x TN 2 

(par lequel on identifie TN etTN\ X TN 2 ), tel que, pour toute variete M de classe C fc+1 , 
pour toute application f : M —» N de classe C fc+1 , si f = (fi, f2), alors avec l’identification 
ci-dessus, Vapplication tangente Tf coincide avec (Tf\,Tf 2 ). 

En deduire que les tores sont parallelisables. 

• Revetements. 

Exercice E.58 Soit tt : E —>• B un revetement C r+1 , et ps : TB —> B la projection 
canonique. Montrer que l’ensemble MTB = {(x,y) € E x TB : 7r(x) = Pb{u)}, muni de 
la projection pr\ : (x, y) 1 —> x sur E admet une unique structure de fibre vectoriel C r de 
base E tel que (pr 2 ,ir) soit un morphisme de fibres vectoriels C r . 

Montrer que les fibres ir*TB etTE sur E sont isomorphes par un isomorphisme rendant 
le diagramme suivant commutatif : 
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Soit G un groupe discret agissant librement et proprement par C r+1 -diffeomorphismes 
sur une variete X de classe C r+1 . Montrer que I’application (g,v) H > Tg{v) de G x TX 
dans TX est une action libre et propre de G par C r -diffeomorphismes, que la projection 
canonique px '■ TX —>• X est G-equivariante, et que I’application p : G\(TX ) —>• G\X, 
induite de px par passage au quotient, est un fibre vectoriel de classe C r . 

Montrer que les fibres T(G\X ) et G\(TX) sur G\X sont isomorphes par un isomor- 
phisme rendant le diagramme suivant commutatif : 



En particulier, en notant ( • | • ) le produit scalaire usuel sur M n , montrer que TP n (M) 
est C u -diffeomorphe a la variete quotient 

{(i,v) £ R n+1 x K" +1 : ||a:|| = 1 , = 0} / ((a;, v) ~ (— x, — v)) . 

Pour 1’autre grande famille de varietes qui est celle des espaces homo genes (voir le 
paragraphe 5.8), nous renvoyons au chapitre 5 pour le calcul de leur espace tangent. 

3.6 Fibrations 

Soit r € N U {oo,cu}. Une fibration (ou fibre localement trivial) de classe C r est une 
application p : E B de classe C r entre deux varietes de classe C r , de sorte que pour 
tout b dans B, il existe une variete F de classe CU, un voisinage ouvert U de b, et un C r - 
diffeomorphisme cj) : p -1 (U) —» U x F, tels que pr\o(j) = p\ p -i(jj), i.e. tels que le diagramme 
suivant commute 

p-\U) -A U x F 

p v /pri 

u 

On dit que B est la base, E V espace total, p^ 1 (6) la fibre au-dessus de b, U un ouvert 
distingue ou voisinage ouvert distingue de b, une trivialisation locale de p au-dessus de 
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U. Lorsque F est fixe, et ne depend pas de b, on parle de fibration de fibre F. Par abus, on 
designera souvent par son espace total E la fibration p. l’application p etant sous-entendue. 

Soient p : E —>• B et p' : E —>• B' des fibrations de classe C r . Un morphisme C r de 
p dans p' est un couple d’applications ( g , /) de classe C r tel que le diagramme suivant 

E ' 

fP’ 

B' . 

Un isomorphisme C r (de fibrations) de p dans pf est un morphisme ( g, /) de p dans p’ tel 
qu’il existe un morphisme (g', f) de p' dans p qui verihe g o g' = id, g' o g = id, f o f = 
id, f'of = id. Deux fibrations sont isomorphes s’il existe un isomorphisme entre eux. 

Lorsque B = B', un morphisme sur la base B est un morphisme tel que / = id, et de 
rnerrie pour les isomorphismes. Le contexte indique en general clairement si l’on parle de 
morphisme ou de morphisme sur la base. 

Pour r' <r, une section C r d’une fibration p : E —>• B de classe C r est une application 
s de classe C r de B dans E telle que p o s = ids. Une telle section continue globale 
(i.e. definie sur tout B) n’existe en general pas. 

Exemples et remarques. (1) Si M et F sont deux varietes C r , la premiere projection 
pr 1 : M x F ^ M de la variete produit M x F dans M est une fibration de fibre F, de 
base M, dite triviale. Toute fibration isomorphe a une fibration triviale est dite trivialisable. 
Une fibration trivialisable admet beaucoup de sections globales C r : pour tout y dans F, 
l’application x e-)• (x, y ) est une section globale C r de pr x : M x F —>• M. Par exemple, 
si p : E —>• B est une fibration, et U un ouvert distingue de B, alors la restriction de p a 
p~ 1 {U) est une fibration trivialisable. Done une fibration (localement triviale) admet de 
nombreuses sections locales (e’est-a-dire definies sur un voisinage suffisamment petit de 
tout point). 

Par exemple, l’application M n+1 — {0} —>• ] 0, +oo [ definie par 

(x 0 , ...,x n )\-t Xq H- Vx 2 n 

est une fibration analytique reelle, de fibre S„, qui est trivialisable. 

(2) Les revetements sont les fibrations de fibres discretes. 

(3) Les fibres vectoriels C r de rang n sont des fibrations C r (de fibre la variete M n ). 
Mais une fibration de fibre la variete M n n’admet peut-etre pas de maniere evidente une 
structure de fibre vectoriel (compatible avec celle de fibration). Par exemple, le groupe 
Z agit librement et proprement par diffeomorphismes analytiques reels sur M 2 , l’action 
de 1 etant (x,y) i->- (x + l,sinhy). Soit M la variete quotient analytique reelle Z\M 2 . 
L’application analytique reelle (x, y) i —> x de M 2 dans M induit par passage au quotient 
une fibration analytique reelle M —>• M/Z ~ §i, de fibre M. Mais cette fibration n’admet 
pas de structure de fibre vectoriel, compatible avec sa structure de fibration, telle que la 
projection canonique R 2 —>• M soit un isomorphisme lineaire en restriction a chaque droite 
verticale. 

(4) Soit p : E ^ B un fibre vectoriel C r de rang n, et k un element de {1 ,... ,n}. On 

note Q^E l’ensemble somme disjointe Gki^b) des varietes grassmanniennes de rang 

k des fibres de p, et GkP '■ GkE —>• B l’application qui a un element de Gk(Eb) associe b. 
Cette application admet alors une unique structure de fibration C r telle que, pour toute 


commute : 
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(inverse de) trivialisation locale h : U X M n —» p^ 1 (U) au dessus d’un ouvert U de B, 
l’application U x t/fc(M n ) —>• (Q k p)^ ] (U) definie par (x,A) H > h(x,A) soit (l’inverse d’)une 
trivialisation locale de Q k p : G k E B au dessus de U. Cette fibration (ou par abus la 
variete Q k E) s’appelle la fibration grassmannienne de rang k de E ou fibre des k-plans 
de E. En particular, si k = 1, alors la fibration grassmanienne de rang 1 de E est notee 
P(p) : P(if) —>• B, et appelee la fibration projective de E. 

Si le couple (/, /) est un morphisme de fibres vectoriels de p : E —> B sur p' : E' —» B ', 
avec / injective en restriction a chaque fibre de E, alors le couple ( Q k f : A H > f(A),f ) 
est un morphisme de fibrations de QkP ■ GkE —> B sur Qkfi '■ Q k E' —>• B. Ainsi, avec des 
verifications immediates, nous venons de definir un foncteur (voir l’appendice A.6) de la 
categorie des fibres vectoriels et des morphismes de fibres vectoriels injectifs sur les fibres 
dans celle des fibrations. 

Si M est une variete C r+1 , alors on appelle fibration grassmannienne de rang k de 
M ou fibre des k-plans de M, la fibration grassmannienne de rang k du fibre tangent 
7 t : TM ^ M de M. 

Par exemple, si E est le fibre vectoriel trivial B x M n alors la fibration grassmannienne 
de rang k de E est isomorphe a la fibration triviale pr\ : B x C/fc(R n ) —>• B. En particulier, 
si M est un ouvert de M n , comme le fibre tangent TM de M s’identifie avec M x M n , 
alors la fibration grassmannienne de rang k de TM est isomorphe a la fibration triviale 
pr\ : M x Q k {R n ) -> M. 

(5) II est immediat qu’une fibration est une submersion surjective. En particulier, toute 
fibre est une sous-variete C r de l’espace total. Toute submersion est localement une fibra¬ 
tion, par le theoreme 2.8 de forme normale locale. Mais il existe des submersions qui ne 
sont pas des fibrations. Par exemple, l’application x i —> x 3 — 3x de M — {±1} dans M est 
une submersion surjective, qui n’est pas une fibration (car le cardinal des fibres est hni et 
non localement constant). Mais nous avons le resultat suivant. 

Theoreme 3.4 (Theoreme de fibration d’Ehresmann) Soit r G (N — {0}) U {oo}. 
Une submersion surjective propre de classe C r est une fibration de classe C r . □ 

Pour la preuve, nous renvoyons a l’exercice E.88. En particulier, une submersion sur¬ 
jective de classe C r d’une variete compacte M de classe C r sur une variete N de classe C r 
est une fibration de classe C r . 

3.7 Le fibre des formes alternees 

Soit M une variete C r+1 de dimension n, avec 0 < r < u et n dans N. Dans ce 
chapitre, p designe un element de N. Nous renvoyons a l’appendice A.5 pour des rappels 
sur les formes multilineaires alternees sur un espace vectoriel de dimension finie. 

Notons 7r : TM — y M le fibre tangent de M. Notons 

A *T*M = ]J A *(T X M)* 

x&M 

l’ensemble reunion disjointe des espaces vectoriels de dimension finie des formes mul¬ 
tilineaires alternees sur les espaces tangents aux points x de M, ainsi que A P T*M = 

LL-gM A p (T x M)* et 

T*M = A 1 T*M = JJ ( T X M)* . 

x&M 
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Soit A* : A *T*M M (resp. X p : A P T*M —>• M) l’application qui a un element de 

A*{T X M )* (resp. A P (T X M)*) associe x (les notations A et A* ne sont pas standard). Notons 
que A °T*M s’identifie avec M x M, et Ao avec la premiere projection. Les inclusions de 
A P (T X M)* dans A *{T X M)* pour tout x dans M induisent une inclusion de A P T*M dans 
A *T*M, et A p est la restriction de A* a A P T*M. 

Nous allons munir l’application A* : A *T*M —>• M d’une structure de fibre vectoriel, 
de maniere completement analogue a la construction du fibre tangent (voir le paragraphe 
3.3). Si (£/, ip) est une carte locale de M a valeurs dans M n , notons 

Ky : A* 1 (17) -> U x A* (M n )* 

la bijection telle que, pour tout x dans U et cv x dans A* (T X M )*, 

Ktp(u x ) = ( x , ((T^) -1 )*^) . 

Proposition 3.5 II existe une et une seule structure de fibre vectoriel de classe C r sur 
A* : A *T*M —>• M telle que, pour toute carte locale ( U,ip ) de classe C r+1 de M, la partie 
AL 1 (f7) soit un ouvert de A *T*M et le couple (X* l (U), A*y?) soit une trivialisation locale 
C r du fibre vectoriel A* au-dessus de U. 

On construit de meme une unique structure de fibre vectoriel C r sur X p : A P T*M —> 
M telle que, pour toute carte locale ( U,(p ) de classe C r “ 1 " 1 de M, la partie Ap 1 (t/) soit 
un ouvert de A P T*AI et le couple (A“ 1 (t/),A P <p), oil A p tp associe a co x € A P (T X M)* le 
couple (x, ((Txip)^ 1 )*uj x ), soit une trivialisation locale C r du fibre vectoriel X p au-dessus 
de U. Le fibre vectoriel X p : A P T*M —>• A I est un sous-fibre vectoriel du fibre vectoriel 
A* : A *T*M -»• M. 

Preuve. Si (U, ip) et (U', ip') sont deux cartes locales de M a valeurs dans M n , l’application 
Ao (A*^)- 1 : <p(U O U') x A* (IT)* -> ip'(U n U') x A* (M n )* est le C r -diffeomorphisme 

(x,u) i ^ {ip' o ip -1 (x), {{d{ip' o 9 j- 1 ) a .)- 1 )*(u;)) . 

Done l’ensemble des couples (A~ 1 (C/), A*</?), lorsque (U,ip) parcourt l’ensemble des cartes 
locales C r+1 de M, est un atlas de cartes C r sur A *T*M. Ceci permet (voir la remarque 
2.6) de munir A *T*M d’une topologie, et d’une structure de variete C r . II est immediat 
de verifier que cette topologie est, comme celle de M, separee et a base denombrable, que 
l’application A* est C r , et que (Al 1 ([/), A*y?) est une trivialisation locale C r d’une structure 
de fibre vectoriel C r sur A*. L’unicite est claire. □ 

Exercice E.59 Montrer que la structure de fibre vectoriel C r sur X p : A P T*M —>■ M 
construite ci-dessus est I’unique structure de fibre vectoriel C r telle que, pour tout ouvert U 
de M, pour toute section s : U A P T*AI de X p sur U de classe C r , pour tous les champs 
de vecteurs (voir chapitre 4) Xi,... ,X p de classe C r sur U, l’application de U dans M 
definie par 

x Sz(Xi(x),.. ,,X p (x)) 

soit de classe C r . 
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Le fibre vectoriel X p : A P T*M —>• M s’appelle le fibre des p-formes alternees sur M. 
Le fibre vectoriel A* : A *T*M — > M s’appelle le fibre des formes alternees sur M. Le fibre 
vectoriel Ai : T*M —>• M, dont la fibre au-dessus de chaque point x de M est l’espace dual 
a l’espace tangent a M en x, s’appelle le fibre cotangent de M. 

Une section du fibre A* s’appelle une forme differentielle. Nous reviendrons longuement 
sur cette notion au chapitre 6. 

3.8 Operations sur les fibres vectoriels 

Soit r G NU {oo,u;}. 

• Image reciproque. 

Soit £ un fibre vectoriel de classe C r , d’application p : E —>■ B. Soit / : M —>• B une 
application C r . Le fibre vectoriel image reciproque de £ par / est le fibre vectoriel, note 
/*£, defini de la maniere suivante. Posons 

f*E = {(x,y)eMxE : f(x)=p(y)}, 

notons p : f*E —>• A I la premiere projection (x, y) i—)■ x, et / : f*E E la seconde 
projection {x, y) i —> y, de sorte que le diagramme suivant commute 

f*E 
Pi 
M 

II existe alors une unique structure de fibre vectoriel C r sur p : f*E —> M telle que le 
couple (/, /) soit un morphisme de fibres vectoriels C r de p : f*E —>• M sur p : E —» B. 


E 

ip 

B 



En effet, l’application / induit la bijection evidente de p~ 1 (x) = {x} x Ef^ sur Eft x \, 
qui permet done de munir les fibres p^ 1 (x) d’une structure d’espace vectoriel. Munissons 
f*E de 1’at las maximal de cartes contenant les couples (p” 1 (/ _1 (U )), tp) ou ip : p _1 (CA) —>• 
U X F est une trivialisation locale du fibre vectoriel £ au-dessus de l’ouvert U de B, et 

V:p-\r\U))^{r\U)xF) 
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est l’application definie par (x,y) i->- (x,pr 2 o ip(y)). II est immediat de verifier que les 
applications de transition de ces cartes sont C r , que p : f*E —> M est un fibre vectoriel, 
et que (/, /) est un morphisme de fibres vectoriels. L’unicite est immediate. 

Le fibre image reciproque verifie la propriety universelle suivante, laissee en exercice. 

Exercice E.60 Pour tout fibre vectoriel y de classe C r , d’application it : E' —> M, et pour 
tout morphisme (F, f ) de fibres vectoriels C r de y sur £, il existe une unique application 
6 : E' —>• f*E de classe C r , qui rende le diagramme suivant commutatif 



et qui soit un morphisme de fibres vectoriels de y sur /*£ au-dessus de M. 

• Produit. 

Soient £ et £' deux fibres vectoriels de classe C r , d’applications p : E B et p' : E' —> 
B' respectivement. 

Le fibre vectoriel produit de £ et de £' est le fibre vectoriel, note £ x £', de base la variete 
produit B x B', d’espace total la variete produit E x E', de projection l’application produit 
p x p' : E x E' —>• B X B' definie par (x,x') 1 —> (p(x),p(x')), de structure vectorielle sur la 
fibre au-dessus de {b,b') la structure d’espace vectoriel produit sur Eb x E' b ,. 

Pour verifier qu’il s’agit bien d’un fibre vectoriel, il suffit de remarquer que si <p : 
p _1 (C/) —>• U x F est une trivialisation locale du fibre vectoriel £ au-dessus de l’ouvert U de 
B, et si 1 p' : p' 1 ^') —> U' X F' est une trivialisation locale du fibre vectoriel £' au-dessus 
de l’ouvert U' de B', alors l’application de (p x p') _1 (C/ x U') = p _1 (L r ) x p'~ l {U') dans 
(U x U') x (F x F') definie par 

(x,x r ) (pri o (/?(x),pri o p'(x'),px 2 ° ^(x),pr 2 o ip\x')) 

est une trivialisation locale du fibre vectoriel £ x £' au-dessus de l’ouvert U x U' de B x B'. 

• Somme directe. 

Soient £ et £' deux fibres vectoriels de classe C r , d’applications p : E —>• B et p' : E' —^ B 
respectivement, ayant les merries bases. 

Si 5 : B —>• B x B est l’application diagonale x i->- (x,x), alors on appelle fibre vectoriel 
somme directe de £ et de £ 7 , et on note £ © £ / le fibre vectoriel image reciproque par <5 du 
fibre vectoriel produit de £ et £'. En particular, son espace total est 

{(6, x,x') £ B x E x E' : b = p(x) = p'{x)} , 
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qui s’identifie avec la sous-variete 


{( x,x') € E X E' : p{x) =p'(x)} 

de la variete produit E x E'. La projection est alors l’application (x, x') >—>■ p(x), et la fibre 
au-dessus de b est Ej, x E' b . 

Exercice E.61 Soit M une variete C r ~ l “ 1 avec 0 < r < ui. Montrer que le fibre vecto- 
riel A*T*M est canoniquement isomorphe a la somme directe des sous-fibres vectoriels 
A P T*M : les inclusions A P T*M A *T*M induisent un isomorphisme 

A *T*M ~0A P T*M , 

pSN 

par lequel on identifie A*T*M et cette somme directe. 

3.9 Autres exercices 

Exercice E.62 Soit M une hypersurface compacte de classe C°° de M n+1 . On definit une 
application ^ de M dans P n (M) en associant a un point x de M la droite orthogonale a 
T X M. Montrer que ijj est de classe C°° et surjective. 


Exercice E.63 (1) Calculer l’equation de la droite affine reelle (resp. complexe) tangente 
en un point non singulier de la courbe reelle (resp. complexe) d’equation y 2 = x 3 + ax + b 
dans le plan M 2 (resp. C 2 ). 

(2) Dans l’espace M 3 muni des coordonnees (x,y,z), on considere un plongement c 
de classe C 1 d’un intervalle ]0,1[ dans le plan des x,z ne rencontrant pas l’axe des z, et 
la surface de revolution S obtenue en faisant tourner la courbe c autour de l’axe des z. 
Calculer les sous-espaces tangents aux points de S. 

(3) On note (z, t ) avec z = x + iy un point de C x 1. On pose f(z ) = y 2 — (x — 1) 2 (2 — 
(x — l) 2 ). Calculer, pour tout n dans N — {0}, les sous-espaces tangents aux points de la 
sous-variete deCxl d’equation f(z n ) 2 + t 2 = 0j. 

(4) Soit <L : M 3 M 6 definie par ( x,y,z ) (x 2 , y 2 , z 2 , y/2 xy, y/2 zx, y/2 yz) (voir 1 ’exer¬ 
cice E.44). Calculer les sous-espaces tangents aux points des sous-varietes M = <J>(M 3 — {0}) 
et M C §5 de M 6 . 

(5) Calculer les sous-espaces tangents aux points des sous-varietes (voir l’exercice E.17) 
SL n ( C), U(n), SU(ri),GL n (R), SL n { R), 0(n), SO(n) de M n ( C). 


Exercice E.64 Pour chacun des trois dessins suivants, dire s’il est possible de faire tourner 
la droite affine orientee de maniere a la ramener sur elle-meme en ayant fait un demi-tour, 
sans qu’elle soit jamais tangente a la courbe. 
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Exercice E.65 Soit n un element de N — {0}. On note (•, •) le produit scalaire euclidien 
usuel sur R n+1 , et S n = {x € R n+1 : | x|| =1} sa sphere unite. On note P n (R) l’espace 
projectif reel de dimension n (que l’on identifie aussi a l’espace des droites de R n+1 ), et [x] 
l’image dans P„(R) d’un vecteur x non nul de R n+1 . 

(1) Montrer que l’application / : S n x S n —>• R definie par (x, y) i->- (x, y) est de classe C°°. 
En quels points est-elle une submersion? 

(2) On note M le sous-ensemble de S n x S n forme des couples (x, x') de vecteurs unitaires 
orthogonaux. Montrer que M est une sous-variete C°° de la variete produit §„ x S„. 

(3) On note M' le sous-ensemble de P n (R) x P„(R) forme des couples ( D,D ') de droites 
vectorielles orthogonales de R n+1 . Montrer que M' est une sous-variete C°° de la variete 
produit P n (R) x P n (R). 

(4) On note E l’ensemble des triplets (x, x', y) de §„ x S„ x R n+1 tels que (x, x') = (x, y) = 
{x',y} = 0, et 7r : E —>• M l’application definie par (x,x',y) ^ (x,x'). Montrer que ir est 
un fibre vectoriel C°° sur M. 

(5) On note E' l’ensemble des couples ([x\,y) de P n (R) x R n+1 tels que (x,y) = 0, et 
7 t' : E' P n (R) l’application ([x\,y) i->- [x]. Montrer que n' est un fibre vectoriel C°°, 
isomorphe au fibre tangent de P n (R). 

(6) On note E" l’ensemble des couples (([x],y), ([x'],?/')) de E' x E' tels que {x,x') = 0 et 
y = y', et tt" : E" —>• M' l’application definie par (([x],y), ([x'],y')) e-)- ([x], [x ; ]). Montrer 
que 7 t" est un fibre vectoriel C°°. 


Exercice E.66 (1) Montrer que (TS n ) x R est C w -diffeomorphe a §„ x R n+1 . 
(2) En deduire que § n x Si est parallelisable. 


Exercice E.67 Montrer que la variete TS n est C^-diffeomorphe a la sous-variete reelle de 
C n d’equation 

n 


J2 z i = 1 - 


Exercice E.68 Montrer qu’il existe exactement deux classes d’isomorphisme de fibres en 
droites vectorielles de base Si. 


Exercice E.69 Soit M une variete compacte. Montrer que tout fibre vectoriel sur M peut 
se plonger comme sous-fibre d’un fibre trivial. 


Exercice E.70 Soit n > 1. On note E n = {(x,X) € R n x P n _i(R) : x € X}. 

1. Montrer que E n est une sous-variete de classe C°° de dimension n de R n x P n _i(R). 
Montrer que E 2 est diffeomorphe a un ruban de Mobius. 
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2. Montrer que la seconde projection E n —>• P n _i(R) est un fibre vectoriel en droites 
au-dessus de P n _i(M). 

3. Soit 7 r la premiere projection de M n x P n _i(M) dans M n . Montrer que E n — 7T _1 (0) 
est diffeomorphe a M n — {0} et que 7r _1 (0) est diffeomorphe a P n _i(M). 

4. Soient I un intervalle de M et 7 : I —>• M n une courbe lisse dont le vecteur derive 
ne s’annule jamais. Supposons que la restriction de 7 a l’ensemble I — 7 -1 (0) soit 
injective et que, pour s / t dans / avec 7 (s) = 7 (t) = 0 , les vecteurs 7 '(s) et 7 \t) ne 
soient pas colineaires. Montrer qu’il existe une unique courbe continue 7 : I —> E n 
telle que ir o 7 = 7 et que 7 est simple. 


Exercice E.71 Soient M une sous-variete C 1 de M n , muni de son produit scalaire euclidien 
standard, et x € M. On note 4' : M —> T X M la projection orthogonale de M sur T X M. 
Calculer l’application tangente de 4' en x. 


Exercice E.72 Par variete, on entend variete C°°. Soient N une sous-variete d’une variete 

M, et cj) une application C°° d’une variete P dans M. On suppose que <j) est transverse a 

N, c’est-a-dire que, pour tout x dans P tel que (j>(x) € N, on ait 

T x (f>(T x P ) + T^N = 

(la somme n’etant pas necessairement directe). Montrer alors que ^>^ 1 ( N) est une sous- 
variete de P. Quelle est sa dimension ? 


Exercice E.73 Soient M une variete C°° et / : M — >• M une application C°°. Si x € M, 
on voudrait definir D 2 f(x), qui serait une forme bilineaire symetrique sur T X M. 

L’approche naive : soient U un ouvert de M n et <j) : U —>• M un parametrage local 
envoyant 0 sur x. Si u, v € T X M, on pose alors 

D 2 f(x).(u,v ) = E> 2 (/o</,)(0).(d<?!>o 1 (u),d(()o 1 (u)). 

Montrer que cette definition n’est en general pas independante de la carte! Autrement 
dit, on ne peut pas definir ainsi une differentielle seconde. 

Cependant, verifier que, quand df x = 0, la definition ci-dessus est independante de la 
carte. 


Exercice E.74 Par variete, on entend variete C°°. Soient M une variete de dimension n 
et / : M —>• M p une application C°° telle que, des que f(x) = 0, l’application T x f soit 
surjective. Ainsi, N = 1 (0) est une sous-variete de M de codimension p. 

Soit g : M —> M une application C°°. Si x G N est un extremum local de g^, montrer 
qu’il existe une application lineaire A de M p dans M telle que T x g = A o T x f. 

Notons / 1 ,... ,/p les composantes de /. Retrouver l’enonce classique sur les multipli- 
cateurs de Lagrange : il existe Ai,..., X p tels que 


T x g 


J2 ^ T -fi • 
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Exercice E.75 Tous les fibres sont de classe C k dans ce qui suit. Montrer que pour tous 
les fibres vectoriels £ et d’applications p : E —> B et p' : E' —>• B au-dessus de la 
meme base, il existe un, et un seul a isomorphisme pres, fibre vectoriel sur la base B , 
d’espace total note E®E', dont la fibre au-dessus d’un point b de B est le produit tensoriel 
Eb <S> E' b des fibres de £ et £' au-dessus de b , verifiant la propriety universelle suivante : 

pour tout fibre vectoriel n : F —> B, pour toute application / : E © E' —>■ F de classe 
C k telle que 7 r o / = p et dont la restriction a Eb © E' b est bilineaire pour tous les b dans B , 
il existe un unique morphisme de fibres vectoriels g : E ® E' —>■ F tel que, pour tous les b 
dans B , pour tous les v dans Eb et v' dans E b , on ait 

g(v®v') = f(v,v') . 

Ce fibre £ ® s’appelle le fibre vectoriel produit tensoriel de £ et . 


Exercice E.76 On reprend les notations de l’exercice E.41. 

Soient /, J les segments de M 2 definis par 

/ = {(x, y) € M 2 : x = 1, —2 < y < 2} et J = {(i,i/)gl 2 : 0 < x < 2, y = 0} . 

Montrer que l’ensemble des (z, t) dans S„ tels que z n (j I U J est une sous-variete de 
qui est une fibration en cercles, de classe C°°, done on calculera le nombre de composantes 
connexes. 


Exercice E.77 Soit M une variete C r+1 . Montrer que l’application du fibre somme directe 
T*M ® TM dans M, qui a (£,v) dans T*M x T X M associe £(x) est une application C r . 

3.10 Indications pour la resolution des exercices 

Scheme E.56 (1) Utiliser le theoreme de forme normale. 

(2) Soit y = /(x), U un voisinage ouvert de y et g : U —>• M n une submersion C 1 
telle que S O U = g~ 1 {g{y))- Alors f~ 1 (S) 0 / _ 1 (t/) = (g o f)~ 1 (g o f{x) et g o / est une 
submersion C 1 , done par ( 1 ) 

T x (r\S)) = KevT x (gof) = (T x f)-\KerT x g) = T x f)~\T f{x) S) . 

Scheme E.62 Soit v G S n . La fonction x i— (x,v) est continue sur M, elle y atteint done 
son maximum en un point xq. Montrons que v est orthogonal a T Xq M , ce qui conclura. 
Soit u € T X0 M. Il existe une courbe lisse 7 : ] — 1,1[ M n+1 a valeurs dans M telle que 
7 ( 0 ) = xq et 7 / (0) = u. Soit alors / : t (7 (t),v). Cette application admet un maximum 
local en 0, par definition de xq. En particulier, f'{ 0) = 0. Mais f'(0) = (u,v), done v est 
bien orthogonal a tout vecteur de T Xq M. 
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Scheme E.63 (1) Soit IK = 1 ou K = C. L’applica- 
tion / : IK 2 —>• IK definie par (x, y) i->- y 2 — x 3 — ax — b 
est IK-analytique, de derivees partielles ^ = — 3x 2 — a 
et ^ = 2 y, done est une submersion IK-analytique en 

tout point different de (zb \J 0) n K. 2 . Si C = C a j, 
est la courbe d’equation f(x,y ) = 0, alors C est IK- 
analytique au moins en tout point (x, y ) different de 

(± \J Ar, 0) si 27 b 2 + 16a 3 = 0, et IK-analytique en tout 
point (x, y ) sinon. En un tel point (x, y), le sous-espace 
tangent est d’equation 

(—3x 2 — a)X + 2 yY = 0 . 

Scheme E.64 L’ espace £ des droites (affines) orientees de M 2 est homeomorphe au cylindre 
Si x R : une droite orientee est parametree par sa direction (appartenant a Si) et par sa 
distance (algebrique) a l’origine. 

Dans chacun des cas, il s’agit de voir si l’ensemble des droites tangentes a la courbe 
forme une courbe C telle que la droite orientee D et la droite orientee D' obtenue en 
changeant l’orientation de D ne soient pas dans la meme composante connexe de £ — C. 

Dans le premier cas, C est forme de deux courbes simples, chacune correspondant au 
parcours de la courbe dans l’un des deux sens. Ces deux courbes ne se rencontrent pas (car 
il n’y a pas de droite tangente a la courbe en deux points differents). La direction le long 
de chacune des courbes evite au moins une valeur de Si, done aucune courbe ne separe 
l’anneau £ en deux composantes non bornees. Par le theoreme de Jordan, £ — C a done une 
unique composante connexe non bornee. Les droites D et D' appartiennent toutes deux 
a cette composante non bornee (puisqu’on peut les faire descendre jusqu’a l’infini). Cela 
montre qu’on peut passer de D a D' sans etre tangent a la courbe. 

Dans les deux autres cas, C est obtenue en reliant le point (0,0) au point (tt, 0) (en 
parcourant la courbe dans un sens) puis en reliant (tt, 0) a (0,0) par une courbe obtenue 
a partir de la premiere par (9,x) H > {9 + vr, — x) (en parcourant la courbe dans l’autre 
sens). Il y a done deux composantes non bornees dans le complementaire de C, et D et D' 
appartiennent a ces deux composantes. Ainsi, on ne peut pas passer de D a D' sans etre 
tangent a la courbe. 

Scheme E.65 (1) L’application / est la restriction, a la sous-variete 8 n x S n de classe 
C°° de M n+1 x M n+1 , de l’application bilineaire (x,y) i->- (x,y), qui est C°°. Done / est 
C°°. Son application tangente T^ x y ^f en un point (x,y) de S n x S n est l’application de 
T x S n x T y S n = i 1 x I/ 1 dans M definie par (h,k) >—> (h,y) + (x,k). Cette application est 
l’application nulle si et seulement si x = y. Done / est une submersion exactement en tout 
point non diagonal du produit § n x S n . 

(2) Ceci decoule par le corollaire 2.22 du cours du fait que l’application / de la question 
(1) est une submersion en dehors de la diagonale. 

(3) Le groupe fini {zbl} X {±1} agit librement par C°°-diffeomorphismes sur la variete 
produit § n x S n (par les antipodies sur chaque facteur), et la variete quotient ({zbl} x 
{zbl})\(§ n x § n ) est C°°-diffeomorphe a la variete produit P„(M) x P n (M). La sous-variete 
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M de § n X § n est preservee par l’action du groupe fini {±1} X {±1}, done son image dans 
le quotient de x § n par ce groupe est une sous-variete C°°. Par invariance de la propriety 
de sous-variete C°° par C°°-diffeomorphisme, le resultat en decoule. 

(5) Commengons par une remarque preliminaire. Soient n : E —>• B un fibre vectoriel de 
rang n, et G un groupe discret. On suppose que E et B sont munis d’une action libre et 
propre de G, de sorte que le diagranune suivant commute 

Gx E 

idX7r ^ 

GxB 

et que l’action de g € G sur E induise un isomorphisme lineaire de 7T _1 (6) sur 7 x~ l (gb) 
pour tout b dans B. Si on note E = G\E et B = G\B les varietes quotients, alors par la 
commutativite du diagramme, l’application tt induit une application 7 r : E —» B de classe 
C°°, et pour tout x dans B, si U est un ouvert suffisamment petit de B contenant x, alors 
il existe un ouvert U de B tel que 

• la projection canonique ps : B —> B induise un C°°-diffeomorphisme entre U et U, 

• il existe une trivialisation locale 6 : tt~ 1 (U) —>• U x M n du fibre n au-dessus de U. 

• la projection canonique pe : E —» E induise un C°°-diffeomorphisme entre If ~ 1 (U) 
et 7 

Alors l’application 6 : 7 r _ 1 (C/) —>• U x M n rendant le diagramme suivant commutatif est 
une trivialisation locale du fibre 7 r au-dessus de U : 

z-Hu) 


I" 

u 

Maintenant, on a vu an paragraphe 3.5 que le fibre tangent de § n est isomorphe a 
l’ensemble E des couples (x, y) de § n x M n+1 tels que {x, y } = 0, muni de l’application 
7 T : E —>• § n definie par (x, y) <—> x. Le groupe fini {±1} agit librement sur § n par antipodie, 
ainsi que sur § n x M n+1 en laissant fixe le second facteur. On applique alors la remarque 
preliminaire. 

( 6 ) Notons 

E" = {((x, y), (x',y')) € (S„ x R n+1 ) 2 : (x, x') = (x, y) = (x',y') = 0, y = y'} , 

M = x § n et tt" : E" —>• M l’application ((x, y), (x', y')) i->- (x,x'). Par la remarque 
preliminaire de la question (5), il suffit de montrer que tt" est un fibre vectoriel C°°. Tout 
d’abord, l’application de §„ x §„ x M n+1 (dans lequel s’injecte de maniere evidente E" , par 
un homeomorphisme sur son image) dans M 3 definie par (x,x',y) i— y ((x, x'), (x,y), (x',y)) 
est une submersion au voisinage de E", de la meme maniere que pour la question (1). 
Done E" est une sous-variete C°° de §„ x § n x M n+1 . Comme restriction de projections, 
l’application tt" est C°°. La fibre au-dessus de (x,x ') est le sous-espace vectoriel de M n+1 
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orthogonal a x et a x'. Celui-ci depend de maniere C°° de (x,x'), done n" est bien un fibre 
vectoriel C°° de rang n — 1. 

Scheme E .66 Pour tout x dans § n , on a un isomorphisme d’espaces vectoriels de (T x S n ) x 
R dans R n+1 , donne par {v, t) H > v + tx. 

Scheme E .68 II existe au moins deux fibres en droite sur § 1 . Le premier est le fibre trivial 
X = §1 x R. Le second est le ruban de Mobius, qu’on peut construire comme suit. 

D’une part, le groupe Z agit librement et proprement sur l’espace R 2 , son element 1 
agissant par la transformation (x,y) i->- (x + 6 , —y), et soit 7 r : R 2 —>• Z\R 2 la projection 
canonique. La variete quotient Y = Z\R 2 , munie de l’application py : Y —>• R/Z induite 
par passage au quotient par l’application (x, y) i->- x, et de la structure evidente d’espace 
vectoriel sur la fibre py l (x) = 7 r({x} x R), est un fibre vectoriel sur le cercle. En effet, 
explicitons des trivialisations locales de Y. Pour obtenir Y . on part des deux ouverts 
]0, 3[xR et ]4, 7[xR, et on les recolle en identifiant (x,t) a (x + 2, t) si x € ]2,3[, et (x,t) 
a (x + 6 , —t) si x € ]0,1[. L’espace Y est muni de deux cartes evidentes a valeurs dans 
]0,3[xR et ]4, 7[xR. Les changements de cartes sont C°°, done Y est une variete (non 
compacte). De plus, Y est un fibre vectoriel au-dessus de Si puisque, dans les fibres, les 
changements de cartes sont des isomorphismes lineaires. De plus, Y n’est pas isomorphe a 
X puisque toute section continue de Y s’annule en au moins un point. 

Soit maintenant p : Z —>• Si un fibre en droites de base Si. Montrons qu’il est iso¬ 
morphe a X ou Y. Pour tout x € Si, il existe un intervalle ouvert I x autour de x et un 
isomorphisme de fibres vectoriels cj) x entre p~ 1 (I x ) et le fibre trivial I x x R. Par compacite, 
on peut recouvrir Si par un nombre hni de ces intervalles I\,... ,I n . Quitte a supprimer les 
intervalles deja inclus dans d’autres, a les raccourcir et a les reordonner, on peut supposer 
que If; rencontre exactement Ik-i et Ik+\ (pour k € Z/nZ). 

Si n > 2, on va « recoller » les intervalles I\ et Ii- Sur l’intervalle I\ n I 2 , l’application 
(j) 1 o cj) 2 1 est de la forme (x,t) i->- (x,f(x)t), 011 / est une fonction qui ne s’annule pas. 
Quitte a remplacer cj )2 par —(f) 2 , on peut supposer que / est partout positive. On notera 
r la projection de Si x R dans R. Soit alors XhX 2 une partition de l’unite subordonnee a 
II, I 2 ■ On definit une application (j) : p~ 1 (I\ U I 2 ) —>• (/1 U I 2 ) x R par 

0(e) = (p(e),xi{p{e))r((f>i(e)) + X2(7’(e)M</> 2 ( e ))) • 

La positivite de / assure que <j) est un isomorphisme lineaire dans chaque fibre, e’est done 
un isomorphisme de fibres vectoriels. 

On peut ensuite recoller I 3 a I\UI 2 , et continuer jusqu’a I n —\. Finalement, on a obtenu 
deux intervalles / et J de Si, dont l’intersection est deux petits intervalles K\ et K 2 , et des 
isomorphismes entre p~ 1 (I) et I x R, et entre p~ l {J) et J x R. Le changement de cartes le 
long de K\ est donne dans les fibres par la multiplication par fi(x), qui ne s’annule pas, 
et le changement de cartes le long de K 2 est donne par la multiplication par une fonction 
§ 2 - Les fonctions et f 2 sont de signe constant le long de K\ et LQ. Si le signe est le 
meme, on construit en utilisant une partition de l’unite un isomorphisme entre Z et X. 
Si les signes sont opposes, on obtient un isomorphisme entre Z et Y. Dans les deux cas, 
pour construire explicitement cet isomorphisme, on utilise des partitions de l’unite comme 
ci-dessus. 

Scheme E.69 Tours les varietess et applications sont lisses dans ce qui suit. Soit p : E 
M un fibre vectoriel sur M. Pour tout x € M, il existe un voisinage ouvert U x de x et un 


89 


isomorphisme cf> x de fibres vectoriels entre p~ l {U x ) —> U x et (U x x R fc ) —>• f7 x . Soit r la 
projection de M x R fc dans R fc . Par compacite, nous pouvons recouvrir M par un nombre 
fini d’ouverts U X1 ,..., U Xn . Soit (xi,..., xi) une partition de l’unite associee a ces ouverts. 
Definissons une application $ de E dans M x R nfc par 

$(e) = (p(e),xi(p(e))r(^ Xl (e)),...,Xn(p(e))r(0a. n (e))). 

Cette fonction est bien definie puisque Xi s’annule hors de Ui. C’est un morphisme de fibres 
vectoriels, et il est injectif puisque, en chaque point, l’un des Xi est non nul. C’est done un 
plongement. 

Scheme E.70 

(1) Soit (x, X ) € E n . Si x est non nul, on definit un parametrage de E n au voisinage de 
(x,X) de la fagon suivante : soit U un voisinage ouvert de x ne contenant pas 0, on definit 
ip sur U par ip(y) = (y, [y]) oil [y] designe la classe de y dans P n _i(R). L’application (j) 
est un parametrage local de E n au voisinage de (x,X), done E n est bien une sous-variete 
autour de (x,X). 

Supposons maintenant que x = 0. Soit Y un supplement air e de la droite X dans R n , 
ce qui permet d’identifier R n al$b On definit une application ^delx £(X, Y ) dans 
E n par tl){x,A) = ((x, Ax), graphe(A)). L’application if} parametre un voisinage de ( 0 ,X) 
dans E n , il reste a verifier que c’est une immersion C°° pour conclure. Lue dans la carte 
standard de P n _i(R) = C/i(R n ) associee a la decomposition R n = X © Y, l’application 
s’ecrit (x,A) i—)■ {(x,Ax),A) et est done bien immersive. 

Pour montrer que E 2 est C°°-diffeomorphe a une bande de Mobius, on definit une 
application <h : §1 x M —> E 2 par <&(e ie ,t) = (te ld ,[e ld ]). C’est une immersion C°°, et 
chaque point de E 2 a exactement deux preimages (t, e ie ) et (— t, e*^ +7r )). Ainsi, induit, par 
passage au quotient par Faction libre de Z/2Z sur §1 x M definie par (t, e ld ) i->- (— t, e*( 0+7r )), 
un diffeomorphisme de la variete quotient (Z/2Z)\(Si x M) sur E 2 , e’est-a-dire entre le 
ruban de Mobius et E 2 - 

(2) Chaque fibre de E n au-dessus d’un element X de P n _i(R) est canoniquement iden- 
tifiee avec X, et est done munie d’une structure d’espace vectoriel de dimension 1. Pour 
montrer que E n est un fibre vectoriel en droites, il reste a montrer que ce fibre est locale- 
ment trivial. 

Soit X € P n _i(R). Soit Y un supplementaire de la droite X dans R n . L’application 
ip construite a la fin de la question precedente donne alors la trivialisation recherchee du 
hbre E n au-dessus d’un voisinage de X. 

(3) L’application de E n — 7 r^ 1 ( 0 ) dans R n — {0} donnee par (x,X) i->- x est un diffeo¬ 
morphisme, d’inverse x i->- (x, [x]). 

La premiere projection est un diffeomorphisme entre 7 r^ 1 ( 0 ) et P n _i(R), d’inverse X 1 —> 
(0,X). 

(4) Comme la projection n est une bijection entre E n — ir 1 (0) et R n — {0}, il y a une 
unique maniere de relever j(t) G R n — {0} en 7 (t) € E n tel que 7r(7(t)) = 7 (t). Comme 
la derivee de 7 ne s’annule pas, l’ensemble 7 _ 1 ( 0 ) est discret, et done d’interieur vide. Il 
existe done au plus une maniere de prolonger 7 en une application continue. 

Pour t dans 7 - 1 ( 0 ), posons 7 (t) = (0, [ 7 '( t )]). Ainsi, on a bien it o 7 = 7 . L’hypothese 
7 ^ RY( 0 j si s 7 ^ t et s,t dans 7 —1 ( 0 ), assure que la courbe 7 est simple. Il reste a 
verifier qu’elle est continue. C’est trivial hors de 7 ~ 1 ( 0 ). Soit done to tel que 7 (to) = 0. Soit 
pr 2 ■ E n —>• P n _i(R) la deuxieme projection, il suffit de verifier que pr 2 o 7 est continue en to 
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pour conclure. Pour t proche de to, il existe € [to? t ] tel que q(t) = 7 (^ 0 ) + {t — to)V(£t) = 
(t — io)V(£t)- Par consequent, pr\ o 7 ( 4 ) = [V (£*)]. Comme 7 ' est continue en to? cela 
conclut. 

Scheme E.71 Quitte a faire un changement de coordonnees isometrique, on peut supposer 
que x = 0 et que T X M = W x {0}. Au voisinage de 0, il existe un parametrage local de 
M par graphe, de la forme M = {(x, (f>(x))} ou la fonction 4> est C 1 , et verifie dcj )0 = 0. 

Soit # : x 1 — > (x, <t>(x)) definie sur un voisiange de 0 dans T X M. On a o $(x) = x par 
construction, done To'P o To# = id. Il reste done a identifier To# : ToM p = M p —> T X M = 
M p x {0}. Mais cette application est egale axe-)- (x,0), par definition. Finalement, T x # 
est l’identite de T X M (modulo l’identification entre T X M et Tq[T x M)). 

Scheme E.72 Comme le resultat est local, quitte a prendre des cartes locales, on peut se 
restreindre au voisinage de xo £ P avec 4>(xq) € N, et supposer que N = x {0} C M m = 
M et P = M p . Soit 7T : M m —>• M m-n la projection sur les m — n dernieres coordonnees. 
Alors 4>~ 1 (N) = (n o 0) — 1 (0). 

La condition d(/> X 0 (M p ) + = M m assure que la differentielle de n o cj) est surjective en 

Xo- Le corollaire 2.22 montre done que (7ro0) _ 1 (O) est une sous-variete au voisinage de xo, 
ce qui conclut la preuve. 

La codimension de </> -1 (AQ dans P est egale a la codimension de N dans M. 

Scheme E.73 Soit g : —>• M une application C°° et if} un diffeomorphisme de M n . Alors 

d(g o ip) x = dg^ x ) o dij) x , puis 

d 2 {goij}) x {u,v) = d 2 g^ x )(dil} x {u),d^ x {y)) + dg^ x )(d 2 i/j x (u,v)) . 

Il y a done une difference dg^,i x \ o d 2 'tp x entre la differentielle seconde de g lue dans la carte 
Id et dans la carte ijj. Ce terme n’est pas nul en general, mais il le devient si dg^( x) = 0. 
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4 Champs de vecteurs et feuilletages 

On introduit un nouveau symbole cue pour l’exposant de la classe de regularity ana- 
lytique complexe des applications et des varietes. On notera parfois cu = u;r. On munit 
N U {oo,o;M,a;c} de l’ordre etendant l’ordre de N tel que n < oo < cu®. < cue pour tout n 
dans N. Par convention, x + l = xsix = oo,wr, cue- 

Soient k £ N U {oo, wg, wc} et s °it M une variete differentielle de classe C k+1 (par 
exemple obtenue par appauvrissement de structure a partir d’une variete de classe C r+1 
avec r > k). 

4.1 Champs de vecteurs 

Un champ de vecteurs (respectivement champ de vecteurs de classe C k ) sur M est 
une section (respectivement section de classe C k ) du fibre tangent de M. Intuitivement, 
e’est done une application X qui a tout point x de M associe un vecteur X(x) dans 
l’espace tangent T X M , qui « depend de maniere C k de x ». On note l’ensemble 

des champs de vecteurs C k (ou par abus T(TM ) quand la differentiabilite est sous-entendue, 
par exemple quand k = oo). En particulier, si M est une variete analytique complexe, on 
note r wc (TM) l’ensemble des champs de vecteurs holomorphes sur M. i.e. des sections 
analytiques complexes du fibre tangent de M. 

Exemples. (1) Si k ^ cue et si U es t un ouvert d’un espace M n , comme TU s’identifie 
avec U x M n , un champ de vecteurs C k sur U, qui est une application x H > (x,X(x)) de 
classe C k , s’identifie done a l’application x i->- X(x) de classe C k de U dans M n . De meme, 
si U est un ouvert de C n , un champ de vecteurs holomorphes sur U est une application 
x —» X(x) analytique complexe de U dans C n . 

(2) (Champ de vecteurs sur une sous-variete de M n ) Si M est une sous-variete 
de classe C fc+1 de avec k ^ cue , alors le fibre tangent a M s’identifie au fibre vectoriel 
piq : F —> M ou F est la sous-variete C r de W 1 x M n formee des couples (x, v ) ou x est un 
point de M et v un vecteur de R n tangent a M en x (voir la proposition 3.3). Un champ 
de vecteurs sur M, qui est une application x e->- (x,X(x)) de M dans F, s’identifie done a 
l’application x i—)■ X(x) de M dans M n telle que X{x) appartienne au sous-espace vectoriel 
T X M de M n . Par la caracterisation des applications C k a valeurs dans une sous-variete (voir 
la proposition 2.16), il est de classe C k si et seulement si l’application x i —> X(x) de M 
dans M n est de classe C k (ou, de maniere equivalente, si toutes ses coordonnees le sont). 
Done 

r fc (TM) = {X : M —> C k : Vr € M, X(x) € T X M} . 

De meme, si M est une sous-variete analytique complexe de C n , alors T Uc (TM) est 
l’ensemble des applications x i->- X(x) analytiques complexes de M dans C n telles que 
X(x) £ T X M pour tout x dans M. 

(3) En identifiant T§ 2 n-i au fibre vectoriel 

{(z,v) £ § 2 n—l xC“ : v £ z L } 

muni de la projection evidente sur § 2 n-ij ou designe l’orthogonal de z pour le produit 
scalaire usuel sur C n , alors l’application z i—)■ (z,iz) est un champ de vecteurs analytique 
reel sur § 2 n-i- Ce champ de vecteurs ne s’annule en aucun point. Au contraire, sur une 
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sphere de dimension paire non nulle, il n’existe pas de champ de vecteurs continu qui ne 
s’annule en aucun point (voir l’exercice E.81). 




(4) Plus generalement, si M admet une action de classe C fc+1 du cercle §1 (par exemple 
si M est une surface de revolution), alors l’application 

„ d it 

A :re> — e ■ x 
dt\t=o 

est un champ de vecteurs C k sur M. Le cas precedent correspond au cas de Faction du 
cercle §1 sur § 2 n-i definie par e lt ■ (zi,..., z n ) = {e lt z \,..., e lt z n ). L’action du cercle §1 
sur 

§ 2 n = {{x 0 ,zi,... ,z n ) <E M x C n : Xq + \zi\ 2 H- 1 - |^| 2 = 1} 

definie par e lt ■ (xq, z\,..., z n ) = (xo, e lt z \,..., e lt z n ) fournit un champ de vecteurs sur § 2 n 
n’ayant que deux zeros, aux poles Nord et Sud de § 2 n- Voir aussi l’exercice E.80. 

4.2 Operations sur les champs de vecteurs 

4.2.1 Addition. 

La structure d’espace vectoriel reel de Pespace tangent en tout point permet de munir 
Tfc(TM) de la structure d’espace vectoriel reel pour l’addition point par point (X + Y)(x) = 
X{x) + Y{x) et la multiplication externe point par point (AA)(x) = AX(x). En particulier, 
on note 0 le champ de vecteurs nul sur M. Si M est une variete analytique complexe, alors 
Tfe(TM) est aussi muni d’une structure d’espace vectoriel complexe. 

4.2.2 Multiplication par une fonction. 

L’ensemble T^TM) est aussi muni d’une structure de module sur l’anneau C k (M, M) 
si k ^ ujc e t sur C uc (M, C) si k = uc, pour l’addition point par point precedente et la 
multiplication point par point par une fonction (fX)(x) = f(x)X(x). 

Par exemple, si k ^ cue et M = U est un ouvert de M n et si (ei,..., e n ) est la base 
canonique de M n , alors les champs de vecteurs constants X ei , ■ • • ,X en avec X ei : x i —> 
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forment une base du C k (U, M)-module Tk(TU). (Cette notation est provisoire, nous 
noterons tres vite le champ de vecteurs X ei quand nous montrerons la correspondance 
entre champs de vecteurs et derivations.) Tout champ de vecteurs sur U s’ecrit alors, de 
maniere unique, 

n 

X = ^f i X ei , 

i =1 

ou fi € C k (U,R). De plus, soit Xj l’apphcation j-eme coordonnee, definie sur U par 
(xi,... ,x n ) i—^ Xj, qui est lineaire, done de classe C u . Alors, en appliquant l’application 
lineaire T x Xj = Xj aux deux membres de l’equation precedente evaluee en x, on obtient 

fj{x) = T x Xj(X(x )) , 

car Xj{ e i) vaut 1 si j = i, et 0 sinon. 

Exercice E.78 Si k € N U {oo} et si M est une variete de classe C fc+1 et de dimension n, 
montrer que M est trivialisable si et seulement si Tfc(TM) est un C k (M, M)-module libre 
de rang n. 

4.2.3 Restriction. 

Rappelons que si U est un ouvert de M, avec i : U M l’inclusion, alors on identifie 
TU avec son image dans TM par Ti. Les champs de vecteurs se restreignent aux ouverts : 
si U est un ouvert de M, et A un champ de vecteurs sur M, alors la restriction X\jj de 
l’application X : M —>• TM a U est un champ de vecteurs sur U, qui est de classe C k si 
X l’est (et que l’on note quelquefois encore X par abus). De plus, les champs de vecteurs 
verifient la propriete de localite des faisceaux : si U est un ouvert, reunion d’ouverts £/j, 
si Xi est un champ de vecteurs C k sur Ui, tels que Xi = Xj sur Ui n Uj , alors l’unique 
application X : U —>• TU telle que Xm. = Xi est un champ de vecteurs C k sur U. 

4.2.4 Image reciproque. 

Les champs de vecteurs se tirent en arriere par les morphismes etales, par la formule 
suivante. Soient N une variete C fc+1 et / : M —>• N un C fc_,_1 -diffeomorphisme local. Pour 
tout champ de vecteurs Y sur N , on definit un champ de vecteurs f*Y sur M, de classe 
C k si Y Test, appele image reciproque de Y par /, par 

f*Y ■.x^(T x f)~ 1 {Ytf{x)j) 

en utilisant le fait que T x f : T X M —>• Tft x \N est un isomorphisme lineaire. 

Par exemple, si k ^ u>c, si U, V sont des ouverts de M n , si / : U —>• V est un C fc+1 - 
diffeomorphisme local, et si Y : V —>• M n est un champ de vecteurs C k sur V, alors f*Y est 
le champs de vecteurs x i->- {df x )~ l (E(/(x))) sur U. 

Cette operation d’image reciproque sur les vecteurs verifie les proprietes suivantes. 

1. L’application de T^iTN) dans r^(TM) definie par Y i —y f*Y est M-lineaire (et C- 
lineaire si M est une variete analytique complexe), et pour toute fonction g de classe 
C k sur N, on a 

f*(gY) = (gof)f*Y . 
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Autrement dit, Papplication f*:gt-^-gofde C k (N, M) dans C fc (M, M) est un mor- 
phisme d’anneaux, et Papplication Y H > f*Y est un morphisme du C k (N, R)-module 
r fc (7W) dans le C fc (M, M)-module T^{TM) au-dessus de ce morphisme d’anneaux 
(en remplagant M par C si k = cue)- 

2. Les images reciproques se comportent de maniere contravariante pour la composition. 
Plus precisement, si g : N — >• P est un C fc+1 -diffeomorphisme local, et si Z est un 
champ de vecteurs C k sur P, alors 

(gof)*Z = f*(g*Z). 

II est immediat que id*X = X pour tout X dans T^TM). 

3. Si U est un ouvert de M et i : U —>• M est Pinclusion, alors 

vxer fc (PM), i*x = x w . 

II decoule done de la propriety precedente que les images reciproques et les restrictions 
de champs de vecteurs sont compatibles. Plus precisement, si U est un ouvert de N, 
et si Y est un champ de vecteurs sur N, alors on a clairement 

(/!/-.(!/))*(%) = (/*l r )|/-i (I0 . 

4. Lorsque / est un diffeomorphisme global, alors on peut aussi pousser en avant les 
champs de vecteurs. Mais e’est vraiment l’operation de tirer en arriere qui est concep- 
tuellement la plus importante. Soient N vine variete C fc+1 , f : M N un C fc+1 - 
diffeomorphisme, et X un champ de vecteurs C k sur M. On note /*A = (/ _1 )*A, 
qui est le champ de vecteurs C k sur N , defini par 

UX:y^T f -i {y) f(X{f-\y))) . 

Bien sur, f*(f*X) = f*(f*X) = X. Autrement dit, si / : M —>• N est un C fc+1 - 
diffeomorphisme, alors f* : Tfc(TA) —>■ Tfc(TM) est un isomorphisme d’espaces vec- 
toriels, d’inverse /*. 

Soient U et V deux ouverts de M n , / : U —> V un C fc+1 -diffeomorphisme, et X : U —>• 
un champ de vecteurs C fc sur U, de composantes A*. Alors Y = /*A : V —>• M n 
est le champs de vecteurs y i —> (A(/ -1 (y))) sur V. Par calcul matriciel, Y a 

done pour i-eme composante 


« = E 


k =1 


dfi 
dxi, 


A fc o / 


-l 


4.2.5 Expression d’un champ de vecteurs dans une carte. 

Soit (f7, ip) une carte locale de M a valeurs dans muni de sa base canonique 
(ei,... ,e n ), et A un champ de vecteurs sur M. Alors (p*(Xiy) est un champ de vecteurs 
sur l’ouvert tp(U) de M n , done s’ecrit, de maniere unique, X^=i ft ^e,, ou f[ G C k ((p(U), M). 
Si fi = f'i o alors 

n 

X\ u = Y,fi<P* X e i ■ 

i =1 
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Cette ecriture s’appelle Vexpression de X dans la carte locale ( U,p ). Notons qu’il est 
immediat que le champ de vecteurs X est C k sur U si et seulement si les applications fj 
le sont : la suite {p*X e f)i<i< n est une base du C k (U, M)-module libre Tk{TU). 

De meme, si M est une variete analytique complexe, si (U, p) est une carte locale 
analytique complexe de M a valeurs dans C n muni de sa base canonique (ei,..., e n ), alors 
{p*X ei )\<i< n est une base du module libre des champs de vecteurs holomorphes sur U, sur 
l’anneau des fonctions analytiques complexes de U dans M. 

Soit (V,tp) une autre carte locale, avec X\y = ^q = i l’expression de X dans 

cette carte locale. 

Proposition 4.1 Soit 


y= (yi,---,y n ) ^poip 1 (y) = (aq(yi ,...,y n ),...,x n (yi,...,y n )) 
I’application de changement de cartes de if(U n V) dans p(U H V). Alors sur U n V, on a 


fi = ^2 9j ° ■ 


Preuve. Sur U n V, 

ip*(ip o^~\X ej 
n iQ 

<P*Q2 QX 02 /-’ 0 ^ 1 X e t ) 

i= 1 


Cette formule de changement de bases donne, de maniere usuelle, l’expression des coordon- 
nees de X\u r y dans la base (p*X ei )\ <j< n en fonction de celles dans la base (if*X ej )i<j< n ■ 
puisque sur U n V 


rx ej = {$ o p^ o <p)*x e . = o p~ l yx ej = 

= p* ((d(p o y- 1 )) o (p o y^ 1 )- 1 (X ej )) = 


n rv 

\ ^ 9xi * 

oyj 

1=1 J 


X = Hdj y* X £j V* X ei = ZM Hsi I ^ X e„ , 


dxi 


3 =1 


3 = 1 


ti d y~ 


i=l \j=l 


d v.i 


on a done, sur U C V, la formule /j = J2j = i gj o i/j cherchee. Voir l’exercice E.84 pour 
une autre maniere de montrer cette formule de changement de coordonnees. □ 


4.3 Flot local d’un champ de vecteurs 

Soit X un champ de vecteurs C k sur M , avec k > 1. 

Theoreme 4.2 Pour tout x$ dans M, il existe un triplet ( U,I,qi) forme d’un voisinage 
ouvert U de x o, d’un intervalle ouvert I contenant 0, et d’une application (f> : I X U —» M 
de classe C k , notee (t,x) i—>■ <t>t(x), verifiant, pour tous s dans I et x dans U, 

• = v(AW), 

• <f>o(x) = X, 
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Si (U',I', fi 1 ) est un autre tel triplet, alors fi et fi 1 coincident sur (/ X U) n (I' x W). De 
plus, pour tous t, s dans I et x dans U, 

• si fi s (x) € U et t + s € I, alors fit ° fis{x) = fit+ s (x), 

• c j)t est un C k -diffeomorphisme local, 

• ce C k -diffeomorphisme local preserve le champ de vecteurs X, au sens que pour tout 
t dans I et x dans U, 

T x (j>t{X{x)) = X{fi t {x)) • 



Preuve. Cet enonce est un enonce local. En prenant des cartes locales, on se ramene done 
au cas oil M est un ouvert d’un espace R n , pour lequel le resultat est bien connu (voir 
cours de calcul differentiel [Ave, Diel, CarH]). □ 

L’application (ou par abus son image) t H > fit{x) de I dans M est appelee la courbe 
integrate (locale) de X passant par x definie sur I. L’application (t,x) e- fit{x) de I X U 
dans M (ou la famille (<f>t)tel) est appelee le flot local de X en xo defini sur / X U. Plus 
exactement, e’est le germe en (0,xo) de cette application qui merite le nom de Hot local, 
au sens suivant. 

Si X est un espace topologique, x un point de X et Y un ensemble, un germe en 
x d’applications de X dans Y est une classe d’equivalence d’applications, definies sur des 
voisinages ouverts de x dans X, a valeurs dans Y, pour la relation d’equivalence « coincider 
sur un voisinage ouvert de x ». On note souvent par abus de la meme maniere un germe 
et un de ses representants. 

Proposition 4.3 (1) Supposons qu’il existe e > 0 tel que pour tout x dans M, il existe 
un voisinage ouvert U x de x tel que le flot local de X soit defini sur ] — 2e, 2 e[xU x . Alors 

le champ de vecteurs X est complet i.e. le flot local de X est defini sur M x M, et ((f>t)tes. 

est un groupe a un parametre C k de C k -diffeomorphismes de M preservant X, i.e. : 

• fio est I’identite de M et pour tous t, s dans M, on a fit ° 4> s = fit+s, 

• Vapplication (t,x) i->- fifix) de R x M dans M est C k , et done fit : M —>• M est un 

C k -diffeomorphisme, 

• pour tout t dans R, le C k -diffeomorphisme fit preserve le champ de vecteurs X, 
i.e. {fit)*X = X. 

(2) Si M est compacte, alors tout champ de vecteurs X sur M est complet. 

Preuve. (1) Posons fit = fi° k °fit-ke °u k est la partie entiere de i/e et fi° k est la composee k- 
eme de fi e . Comme le Hot local de X preserve X, il est immediat que t — s = ^(^( x ))) 

et fio(x) = x pour tout s dans R et x dans M. Par unicite, fi est le flot local de X 
defini sur R x M. Il est immediat que (fit)te R est un groupe a un parametre C k de C k - 
diffeomorphismes de M preservant X. 

(2) Pour tout x dans M, il existe un voisinage ouvert U x de x et e x > 0 tel que le flot 
local de X soit defini sur ] — 2ea,, 2e x [ xU x . Par compacite, il existe x\,... ,X)~ dans M tels 
que M = U XI U • • • U U Xk . Soit e = mini<j<fc e Xi . Alors l’hypothese de (1) est verifiee. □ 
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Exercice E.79 Soient X un champ de vecteurs C k sur une variete N de classe C k , de 
flot local (cpt) en un point y de N, et f : M N un C k+1 -diffeomorphisme local. Montrer 
que, pour tout point x de M tel que f(x ) = y, si g est I’inverse du C k+1 -diffeomorphisme 
qui est la restriction de f d’un voisinage ouvert de x dans un voisinage ouvert de y, alors 
le flot local de f*X en x est g o (f> t o f. 

Nous terminons ce paragraphe en donnant un theoreme de forme normale locale pour 
un champ de vecteurs ne s’annulant pas en un point. Dans M n , le champ de vecteurs 
constant X ei : x H > e\, ou ei est le premier vecteur de la base canonique de M n , est un 
exemple de tel champ. Le theoreme suivant dit que, localement et a diffeomorphisme pres, 
c’est le seul. 



. 

y y 


/ s- 



S' 




X\u X ei 

Theoreme 4.4 (Theoreme de redressement des champs de vecteurs) 

Soit X un champ de vecteurs C k sur une variete M de classe C r+1 , avec 1 < k < r < u. 
Pour tout point xq de M tel que X(xq) 0, il existe une carte locale (U,tp) de classe C k 
en xq, telle que 

<P*(X\u) = {X e fl)\. 

Preuve. Comme le probleme est local, et par les proprietes des champs de vecteurs vis a 
vis des restrictions et des images reciproques, nous pouvons supposer que M est un ouvert 
de M n , que xq = 0 et que X(xq) = ei. Notons (cpt) le flot local de X en 0. Considerons 
l’application 

6 : (t,x 2 ,... ,x n ) (j) t (0,x 2 , ...,x n ), 

qui est de classe C k et definie sur un voisinage de 0. Comme (pQ = id et = X(0) = 

ei, la differentielle de 6 en 0 est l’identite. Done par le theoreme d’inversion locale, 9 est 
un C fc -diffeomorphisme local en 0. Pour tout x = (x±,... ,x n ) sufhsamment proche de 0, 
on a 

d0 x {e i) = -77 9(t,x 2 , ...,x n ) = X(cp xi (0,x 2 , ■ ■ .,x n )) = X(9{x)) . 

at\t=x 1 

Done 9*(X ei ) = X sur un voisinage de 0, ce qui montre le resultat. □ 

Ce resultat est un resultat de forme normale locale des champs de vecteurs au voisi¬ 
nage d’un point non singulier (i.e. ou le champ de vecteurs ne s’annule pas). L’unicite est 
remarquable : il decoule du theoreme precedent que deux champs de vecteurs non nuls en 
un point sont l’image l’un de l’autre par un diffeomorphisme local au voisinage de ce point. 
Ce resultat n’est plus vrai au voisinage de points singuliers, par exemple, les champs de 
vecteurs singuliers suivants ne sont pas localement diffeomorphes (on peut les distinguer 
par leur indice, voir par exemple [Hir]) et le paragraphe 6.6.2. 
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4.4 Derivations 

Dans ce paragraphe, nous supposons que k 7 ^ wr,u;c- 

Une derivation (il faudrait dire fc-derivation) de M est une application lineaire 5 : 
C k+1 (M, M) —¥ C k (M, K) telle que, pour tous f,g dans C k+1 (M, M), 

S(fg) = fS(g)+gS(f). 

L’ensemble T>k(M) (aussi note par abus D(M) lorsque k est sous-entendu, par exemple 
pour k = 00 ) des derivations de M est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel 
£(C fc+ 1 (M, M), C fc (M, M)). C’est aussi un C k (M, M)-module, pour la multiplication externe 
par / € C k (M, M) de <5 G V^{M) definie par 

(fS)(g) ■ x f(x)8(g){x) . 


Notons que toute derivation est nulle sur les fonctions constantes, par linearite et le fait 
que (5(1) = <5(1 • 1) = (5(1) + <5(1). 

Par exemple, si U est un ouvert de M n , alors l’application : C k+1 (U, M) — > C k (U, M) 

definie par ^-/ : x i->- (x) est une derivation sur U. Plus generalement, si (J7, ip) est une 

carte locale C fc+1 de M, a valeurs dans M n muni de sa base canonique, alors l’application 
£- : C k+1 (U,R) -> C k (U,R) definie par 


9 f ... , <9(/ o 9j 




ivix)) ((I) 


est une derivation sur U. Cette notation est abusive, car elle ne fait pas apparaitre claire- 
ment la dependance en la carte locale. Elle est par contre bien pratique pour les calculs. 

Bien que cela ne soit pas immediat a premiere vue, les derivations sont des objets de 
nature locale (voir le point (1) de la proposition ci-dessous). Elies auront en fait les merries 
proprietes que les champs de vecteurs par le theoreme 4.6, mais nous aurons besoin de 
connaitre les proprietes suivantes auparavant. 


Les derivations se tirent en arriere par les morphismes etales, de la maniere suivante. 
Soient cp : M N un C fc+1 -diffeomorphisme local, ou N est une variete C r+1 , et S une 
derivation sur N. Pour tout x dans M, soient V x et U x des voisinages ouverts de x et 
<p(x) respectivement tels que p : V x —>■ U x soit un C fc+ 1 -diffeomorphisme, et soit Xx une 
fonction C fc+1 a support contenu dans U x , et valant 1 sur un voisinage de ip(x), qui existe 
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(par partition de l’unite) parce que k Y wr,wc- Pour tout / dans C k+1 (M, M), notons (p*5 
1’application de C fc+ 1 (M, M) dans C fc (M, M) definie par 

(¥>*W)(®) = KXxfo^ 1 ) (<p(x)) , 
en prolongeant par 0 sur N — U x l’application Xx f 0 <^ _1 - 

Proposition 4.5 Soit 5 une derivation de M etU un ouvert de M. 

(1) Soient f et g deux elements de C k+1 (M, M) qui coincident sur U. Alors 5f et 5g 
coincident sur U. 

(2) Pour tout C k+1 -diffeomorphisme local ip : M —>• N, oil N est une variete C r+l , la 

formule definissant if*5 ne depend pas du choix de Xx- L’application 5 ip*5 est un 

morphisme d’espaces vectoriels reels de T>^(N) dans tel que 

<P*(f8) = (f°<p)<P*8 ■ 

De plus, 

id* <5 = S et (ipo<p)*5 = p*{^*5) . 

(3) Si i : U —>• M est I’inclusion, notons 5 \jj = i*5. Alors 5\u est I’unique derivation de 
U telle que, pour tout f dans C k+1 (M, M) ; 

6 \u(f\u) = 0 Sf)\u ■ 

De plus, si V est un ouvert contenu dans U, alors 

(<VV = ^\v ■ 

(4) Si M est reunion d’ouverts U a , si 5' est une derivation de M telle que 5\u a = 8 '^j 
pour tout a, alors 5 = 5'. 

Preuve. (1) Pour tout x dans U, soit ip x une fonction C fc+1 sur M, a support compact 
contenu dans U, valant 1 sur un voisinage ouvert V x de x, qui existe parce que k Y wr,wc- 
Par linearite, il suffit de montrer que si un element / de C k+1 (M, M) s’annule sur U, 
alors il en est de meme pour 5f. Or, pour tout / dans C fc+ 1 (M, K) qui s’annule sur U, 
pour tout x dans U, on a / = (1 — <p x )f , done 

Sf(x) = (1 - (p x (x))5f(x) + f{x)5( 1 - <p x )(x) = 0 . 

(2) La premiere affirmation de (2) decoule de (1). L’application p*5 : C k+1 (M, M) —>■ 
C k (M, M) est clairement lineaire, et, pour tous f,g dans C k+1 (M, M), puisque x x a meme 
support que Xx et vaut 1 sur un voisinage de <p(x), 

(¥>*Ws)(®) 

= 6(xl if9) 0 ¥> _1 ) (<p(x)) 

= 5((Xxf° ¥> - 1 )(Xx0° V 7 " 1 )) {p(x)) 

= (Xxf 0 <P~ 1 )((p(x))5(xx 9 0 ^ _1 ) {p(x)) + (Xx9° V^KvixWiXx f ° <£ _1 ) (v(x)) 

= fix) (p*6)(g)(x) + g{x) (<p*5)(f)(x) . 
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La linearite de 5 ^ p*S est immediate. Nous avons 


<P*(fS)(g)(x) = (fS)(x x gop ^(^(z)) = f°v(x) p*(S)(g)(x) . 

Pour tout C fc+1 -diffeomorphisme local ip : N —>• P, ou P est une variete C r+1 , pour tout / 
dans C k+1 (M, M) et pour tout x dans M, 

p*(i>*5)(f)(x) =ip*5(xxf°<P~ 1 ) (<p(x)) 

= t(x v ,(x) (Xxf °¥> _1 ) oV’ -1 ) {il>(<p(x))) 

= s {(x v (x) Xx ° - 0 -1 ) vY 1 ) {y ° <p(x)) 

= (ip op)* 5 (f)(x) , 

car X<p(x) Xx ° pJ- 1 vaut 1 au voisinage de ip o p(x). 

(3) Soit S' une autre derivation de U verifiant la meme propriete. Alors pour tous g 
dans C k+1 (U,R) et x dans U, en utilisant l’assertion (1) et ses notations, 

S'g(x) = 5'((p x g)\u)(x) = 5(p x g)(x) = 5\ug(x) . 

Done S' = 5\u- Les autres proprietes decoule de (2) (car f o i = et si V est un ouvert 
contenu dans U, si j : V —> U est l’inclusion, alors l’inclusion de V dans M est i o j ). 

(4) Pour tout / dans C fc+1 (M,M), et tout a, on a (Sf)\ Ua = S\ Ua (f\ Ua ) = S'\ Ua (f\ Ua ) = 

(S'f)\u a , done les fonctions Sf et S'f, qui coincident sur U a pour tout a , coincident sur 
M. □ 


Si p : M —> N est un C fc+1 -diffeomorphisme, on note aussi 


P * = (<P *)* • 


4.5 Derivations et champs de vecteurs 

Dans ce paragraphe, nous supposons encore que k y cjr,wc. 

Si X est un champ de vecteurs C k sur M , alors l’application Cx '■ C k+1 (M, M) —>• 
C fc (M, M) definie par 

£x(f) ■ x ^ T x f(X(x)) 

est une derivation. En particulier, si M est un ouvert de M n , et si (ei,... ,e n ) est la base 
canonique de M n , alors, comme jpp(x) = df x (ei), on a £x e . = Plus generalement, si 
(U, p) est une carte locale de M, alors £ v *x e . = ou ce dernier terme est defini dans la 
formule (ft) du paragraphe 4.4. 

II est immediat de verifier que si U est un ouvert de M, alors 


(£x)\u ~ £(X iv ) , 

et que si (<pt) est le Hot local de X, alors 


(/) 


d_ 

dt\t=o 


f °(pt ■ 
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Si <p : M —>• N est un C^ +1 -diffeomorphisme local, avec N vine variete C fc+1 , alors pour 
tout champ de vecteurs X sur N de classe C fc , on a 

V*(£x) = C-v*x ■ 

En effet, pour tous les x € M et / € C k+1 (M, M), soient V x et U x des voisinages ouverts 
de x et tp(x) respectivement tels que tp : V x —■l U x soit un C fc+1 -diffeomorphisme, et soit 
Xx une fonction C fc+1 sur N a support contenu dans U x , et valant 1 sur un voisinage de 
<p(x), alors 

C^ x f{x) = T x f(<p*X(x)) = T x f{{T x v)-\X{ip{x)))) = T v(x) (f o <p- 1 )(X{'p(x))) 

= T v { x ){xxf ° ^ _1 )(^(^(a;))) = £x{xxf o p~ l ) o <p(x) = (ip*{C x ))f{x). 

Theoreme 4.6 L’application X 1 —> Lx deT^(TM) dansD^(M) est un morphisme injectif 
d’espaces vectoriels reels, ainsi que de C k (M,M.)-modules, et un isomorphisme si k = 00 . 

Preuve. Cette application est clairement lineaire sur M. Pour tous g € C k (M, M), X € 
r k (TM), f € C fc+1 (M,M) et x € M, on a 

£gxf{x) = T x f((gX)(x )) = T x f{g{x)X{x)) = g(x)L x f(x) = (gL x f)(x) , 

done l’application X > L x est un morphisme de C k (M, M)-modules. 

Pour montrer qu’elle est injective, montrons que si X est un champ de vecteurs C k ne 
s’annulant pas en x, alors il existe un element / dans C k+1 (M, M) tel que T x f(X( x)) soit 
non nul. Ceci montrera que C x (f)(x) = T x f(X(x)) est non nul, done que L x n’est pas 
la derivation nulle. Or il s’agit d’un probleme local, et en prenant des cartes locales, on 
se ramene au cas ou M est un ouvert de W 1 . Auquel cas une forme lineaire non nulle sur 
X(x) convient pour /. 

Pour montrer la surjectivite lorsque k = 00 , nous commengons par le lemme suivant, 
ou nous notons B la boule ouverte unite de M n . 

Lemme 4.7 Soient £ € NU { 00 , uj}, et f : B —>• M une application C^ +1 . Alors pour tout 
y = (yi, ..., y n ) dans B, il existe des applications h\^ y , ..., h n%y : B —>■ M de classe telles 
que, pour tout x = (aq,. .., x n ) dans B, 

n 

f(x) - f{y) = ^2(xi - yi)h it y(x ) . 

i =1 


De plus, h it y(y) = §^(y). 

Preuve. On a 

f(x) — f(y) = ^ f(t(x-y)+y)dt = Y2(xi-yi) ^{t{x - y) + y) dt . 

Supposons maintenant que k = 00 (sinon, la perte de regularity dans le lemme ci-dessus 
entre / et les hi tV ferait que la preuve ci-dessous serait incorrecte). Si 5 est une derivation 
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sur B, il decoule du lemme que pour tout / dans C°°(i?,M), et tout y dans B , on a, en 
notant Xi l’application i-eme coordonnee, 

$f(y) = 8(f - f(y))(y) = E"=i (KvivWxi - yi)(y) + (yi - yi)ti(hi,v)(y)) 

= EWc)(y)^(y) • 

Done, en notant gi = 5(xi), on a S = Cj2 gi x e ’ ce qui mo litre la surjectivite si M = B. 

Maintenant, soient 5 une derivation sur M et (U a , <p a )aeA un atlas de cartes de M avec 
ip a ( U a ) = B. Par ce qui precede, on a (<£> a )*(V«) = £ Y a pour Y a un champ de vecteurs 
C°° sur B. Done 8\ Ua = (<£ a )*(£yJ = £(tp a )*(Y a )- Notons X a = (tp a )*(Y a ), qui est un 
champ de vecteurs C k sur U a . Par la proposition 4.5 (3), on a 

(£x a )\u a nUf3 = (£xfi)\u a rup = ^\u a nu p ■ 

Par l’injectivite, on en deduit que les champs de vecteurs X a et Xp de classe C°° coincident 
sur l’ouvert U a n Up, done que les X a se recollent en un champ de vecteurs X de classe 
C°° sur M. Pour tout a, on a 


Vo = £- x <* = (£x)\u a ■ 

Par la proposition 4.5 (4), on a done 5 = Cx- □ 

Remarque. On identifie souvent, par l’apphcation X i— > Cx , un champ de vecteurs et 
sa derivation associee. En particuher, cela explique la notation X(f) (an lieu de Cx(f)), 
pour X dans Tk(TM) et / dans C k+1 (M, M). 

Ainsi, si (U, ip) est une carte locale de M, a valeurs dans W 1 muni de sa base canonique, 
alors l’identification ci-dessus fait correspondre la derivation definie en (jj) et le champ 
de vecteurs <p*X ei sur U. En particuher, si M est un ouvert de M n , muni de la carte 
<p = Id : M —>• M, alors on notera le champ de vecteurs constant X ei . Done (voir 
paragraphe 4.2), tout champ de vecteurs X de classe C k sur M, en restriction a un domaine 
d’une carte (U,cp), s’ecrit, de maniere unique, 


X\u 




_d_ 

dxi 


ou fi € C k (U,R). Cette ecriture depend bien sur de la carte (U,ip) choisie. Soit (V,ip) une 
autre carte locale a valeurs dans M n muni de sa base canonique, avec X\y = )T)” =1 9j 
l’expression de X dans cette carte locale, avec (xi,... ,x n ) les coordonnees dans p(U) et 
(y i,..., y n ) les coordonnees dans i/j(V). Notons 


y = (yi, ■ ■ ■ ,2/n) ^ ^ 1 {y) = W, ■ ■ • ,y n ),- ■ -,x n (yi, ■ • • ,y n )) 

l’application de changement de cartes de il>(U n V) dans ip{U n V). Alors (voir paragraphe 
4.2.5), on a les for mules de changement de bases 

d dxi d 

dyj V dyj ° dxt ’ 

J 1=1 J 
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et de changement de coordonnees 


3 = 1 3 


De meme, le theoreme de redressement 4.4 dit que pour X dans Tj.{TM ) tel que si 
X(xo) 0, alors il existe vine carte locale au voisinage de xq telle que l’on ait, au voisinage 
de xo, et dans cette carte locale, 

Exemple. Soient (x, y ) les coordonnees cartesiennes et (r, 9) les coordonnees polaires au 
voisinage d’un point de M 2 — {0}. Alors 


d_ 

dr 


cos 9 


tt- + sin 9 
ox 


d_ 

dy 


et 


d_ 
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= —rsini 


d d 

— + r cos 9 — 
ox ay 


4.6 Crochets de champs de vecteurs 

Lemme 4.8 Supposons k = oo. Si 5,5' sont deux derivations sur M, alors I’endomor- 
phisme lineaire 

[8,$]=8o8'-8'o8 

de C°°(M, M) est une derivation. De plus, pour toutes les derivations 5,5' ,6" sur M, pour 
tout ouvert U de M, pour toutes les applications f,g dans C°°(M, M) et pour tout C°°- 
diffeomorphisme local tp : N —» M ou N est une variete C°° ; on a 

. [M'] + [<M=o, 

. [5,[<5',^]] + [«5',[<5",5]] + [^,[(5, ( 5']]=0 ) 

• [f8, g5'} = fg[5,5'] + f5{g)5' - g5'{f)5. 

• <p*[5,5'] = [(p*5,(p*5'] ; et done en particulier [<5, <5']|[/ = [5\u-,5'\u\, 

Preuve. Pour tous f,g dans C°°(M,M), on a 

-5 o 8'tfg) = f 8 o 8\g) + 8(f)8\g) + 8'(f)5(g ) + g 5 o 8\f) , 

d’ou le premier resultat par soustraction. Les autres verifications sont immediates. □ 

L’application [5,5'] s’appelle le crochet (de Lie) des derivations 5 et 5'. Le premier 
point ci-dessus s’appelle la propriety d 'anticommutativite et le second Videntite de Jacobi 
du crochet de Lie des derivations. 


Si X et Y sont des champs de vecteurs C°° sur M, on note [X, Y] le champ de vecteurs 
C°° sur M tel que 

£ps :,y] = [C’XtC'y] ■ 

Ce champ de vecteurs s’appelle le crochet (de Lie) des champs de vecteurs X et Y. 

La proposition ci-dessous resume les differentes proprietes du crochet de Lie des champs 
de vecteurs. La premiere propriety ci-dessous s’appelle Vanticommutativite et la seconde 
Videntite de Jacobi du crochet de Lie des champs de vecteurs. 


104 


Proposition 4.9 Supposons k = oo. Soient X,Y,Z des champs de vecteurs C°° sur M, 
f,g dans C°°(M,M) et tp : N —)■ M un C °°-diffeomorphisme local, oil N est une variete 
C°°. Notons (cj)t) le flot local de X sur M. Alors [■, •] : T(TM) x T(TM) —> T(TM) est une 
application bilineaire telle que 

• [X,Y] + \Y,X\ = 0, 

• [X, [y, Z]] + [Y, [Z, X]] + [Z, [X, Y]} = 0, 

. [fX,gY] = fg[X,Y} + fCx{g)Y - gC Y (f)X, 

• <p*[X,Y] = [<p*X, <p*Y], et done en particulier, pour tout ouvert U de M, nous avons 

[X,Y]\o = \X\v,Y\v], 

• si (U, ip) est une carte locale de M a valeurs dans M n muni de sa base canonique, et 

si, en restriction a U, on a X = fj ~§T- e t Y = Y^i= l a ^ ors l e champ de 

vecteurs [X, Y], en restriction a U, est 


[X,Y] 


ST 

J dxj ^ dxj ) dxi 


Preuve. Les quatre premieres assertions decoulent du lemme 4.8. La derniere assertion 
decoule du fait que, par definition, 


[X,Y](f)=X(Y(f))-Y(X(f)). 


Montrons la cinquieme assertion. Soit xq un point de M, et / un element de C°°(M, M). 
Par une variante a parametre du lemme 4.7, il existe une application (t,x) >—)• gt(x) de 
classe C°° et definie sur un voisinage de (0,xo), telle que / o cj)_ t (x) = f(x) — tgt(x) et 
go(x) = — ^u =0 f ° 4>-t{x) = X(f)(x). Comme (f>_ t = pour t petit et au voisinage de 
xq, on a, pour x voisin de xo, 

(I h)*Y(f)(x) =Y(fo cj)_ t ) o cj) t (x) =Y(f - tg t ) o (j) t (x) =Y(f) o cj) t (x) - tY(g t ) o </n(x) . 

En derivant par rapport a t en t = 0, le premier terme du membre de droite devient 
T x {Y(f))(X(x)) = X(Y(f))(x). Le second terme devient Y(go)(x) = Y(X(f))(x), d’ou le 
result at. □ 

Remarques. (1) La cinquieme assertion dit que le crochet de Lie de deux champs de 
vecteurs X et Y mesure la maniere dont Y « tourne » le long des courbes integrales de X. 
Voir aussi l’exercice E.93. 



(2) La derniere assertion permet de definir le crochet de champs de vecteurs de classe 
C k pour k > 1 sur un ouvert U de M n , qui est un champ de vecteurs de classe C k 
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(attention a la perte de differentiabilite) sur U : si X = fjX e . et Y 

alors on pose 




n 


E 




X, 


E n 

i= 1 


9iX ei , 


C’est un exercice de montrer que les cinq premieres assertions restent valables, en de¬ 
mandant des hypotheses de regularity suffisantes (champs de vecteurs au moins C 2 pour 
l’identite de Jacobi, diffeomorphisme au moins C 2 pour la quatrieme assertion) 


(3) II decoule de l’exercice E.79 et de la proposition 4.9 ci-dessus que si X et Y sont 
deux champs de vecteurs C 1 sur M, et si (</>j) est le hot local de X en un point x de M, 
alors 

• si / : M —> N est un C 1 -diffeomorphisme, alors le hot local de f*X en f(x) est 

f° fa ° / _ \ 

• si X et Y sont C°° et si / : M —> N est un C°°-diffeomorphisme, alors /* [X, Y] = 


4.7 Champs de plans 

Soient k un element de N U {oo,u;r,u;c} et p < n dans N. Soit M une variete de 
dimension n et de classe C fc+1 . 

De maniere intuitive, un champ de plans C k sur M est la donnee, pour tout point x de 
M, d’un sous-espace vectoriel A x de T X M , qui « depend de maniere C k de x. » De maniere 
precise, un champ de p-plans (ou encore une distribution de p-plans) (de classe C k ) sur M 
est une section (de classe C k ) de la hbration grassmannienne de rang p (voir paragraphe 
3.6) (du fibre tangent) de M. Par exemple, si k ^ u>c et si M = U est un ouvert de M n , 
alors la hbration Q p (TU ) s’identihe avec prj : U x ^ p (M n ) —>• U, et done un champ de 
p-plans C k sur U s’identihe a une application C k de U dans la variete grassmannienne 

g p (R n ). 

Un champ de vecteurs X sur M est dit tangent a un champ de p-plans A si pour tout 
x dans X, le vecteur X(x) appartient au sous-espace A x de T X M. 

Si A est un champ de p-plans C k sur M, et si U est un ouvert de M, alors, en identihant 
TU avec son image canonique dans TM, la rectriction A| u de A a U est un champ de 
p-plans C k sur U. 

Les champs de plans se tirent en arriere par les morphismes etales. Plus precisement, 
soient N une variete de dimension n et de classe C fc+1 , f : M N un C^ +1 -diffeomor- 
phisme local et A un champ de p-plans sur N. Posons, pour tout x dans M, 

f* A(x) = (T x f)-\A f(x) ) . 

Alors x i —> f* A(x) est un champ de p-plans C k sur M, appele image reciproque de A par 
/. II est immediat que id* A = A et que 

( 9 ° f)*A = f*(g*A) . 

De plus, si U est un ouvert de N et i : U —> N l’inclusion, alors i*A = A| u et 

{f*X)\f-i(jjj = (/|/-i(c/))*(Ajc/) . 
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Si / est un C fe+1 -diffeomorphisme et si A est un champ de p-plans C k sur M, alors on note 
/*A = (/ _1 )*A, i.e. pour tout y E N, 

f*A(y) = . 

Bien sur, on a alors /*(/*A) = /*(/*A) = A. 

En particulier, si (U, ip) est une carte locale C fc+1 de M a valeurs dans M n (C n si 
k = w<c), alors p*(A|jy) est un champ de plans sur l’ouvert ip(U) de M n (C n si k = cue), 
appele le champ de plans A lu dans la carte (U,tp). 

La proposition suivante peut aussi servir a definir un champ de p -plans de classe C k . 

Proposition 4.10 Un champ dep-plans A:i4 A x de M est de classe C k si et seulement 
si, pour tout point xq de M, il existe un voisinage ouvert U de xq et p champs de vecteurs 
X\,..., X p sur U, de classe C k , tels que, en tout point x de U, le p-uplet (Ad(x),..., X p (x)) 
soit une base de A x . 

Preuve. Si k = cue, alors on remplacera M par C dans ce qui suit, et on considerera les 
espaces vectoriels et les applications lineaires sur C. 

Comme cet enonce est local, on se ramene en prenant des cartes locales au cas oil M = U 
est un ouvert de M n , xo = 0, A une application de U dans £7 p (M n ) et Ao = x {0}. 

On identifie de maniere usuelle et le produit x M n p . Notons que pour tout x 
suffisamment proche de 0, le sous-espace vectoriel A x est transverse, done supplementaire, 
a {0} X M n_p , et ceci que A soit C fc , ou qu’il soit engendre par p champs de vecteurs C k 
lineairement independants. Fixons (ei,..., e p ) une base de Ao- Rappelons que £(Ao, M” _p ) 
est l’espace vectoriel reel de dimension finie des applications lineaires de Ao dans M n-p . 

Si A est C k , alors par definition de la structure de variete sur il existe, quitte 

a retrecir U, une application C k de U dans C(Aq,W 1 ~ p ), que nous noterons x *—> h x , 
telle que A x soit le graphe de l’apphcation lineaire h x . Posons Xi(x) = e* + h x (ei), qui 
appartient a A x pour 1 < i < p. Alors les champs de vecteurs Xj sont C k . Comme e\,... ,e p 
sont lineairement independants et h x est d’image dans {0} x M n-p , ils sont lineairement 
independants en tout point x, done torment une base de A x . 

Reciproquement, supposons que A soit engendre par p champs de vecteurs X \,... , X p 
de classe C k , lineairement independants en tout point. Notons Y\(x),... ,Y p (x) les projec¬ 
tions de respectivement X\(x ),..., X p (x) sur Ao parallelement a {0}xM n_p , et Z\{x ),... , Z p (x) 
celles sur {0} x M n_p parallelement a Ao- Remarquons que, quitte a retrecir U, le p-uplet 
(Yi(x),... ,Y p (x)) est une base de Ao- Notons A x : Ao —>• Ao l’application lineaire telle 
que A x (ei) = Yi(x). L’application x i->- A~ 1 de U dans £(Ao,Ao) est de classe C k par 
les formules donnant l’inverse d’une matrice. Notons B x : Ao —>• {0} x l’application 

lineaire telle que B x (ei) = Zj(x), qui depend de maniere C k de x. Alors A x est le graphe 
de l’application lineaire B x o AjT 1 de Ao dans {0} x M n-p , qui depend de maniere C k de x, 
d’ou le result at. □ 

Exemples. (1) Si X est un champ de vecteurs C k ne s’annulant pas sur une variete M, 
alors l’application x i —> MX(x), qui a x associe la droite dirigee par le vecteur tangent 
X(x), est un champ de droites C k sur M, dit dirige par X. 
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(2) Attention, la proposition precedente est unique- 
ment locale, il existe des champs de droites sur des va- 
rietes M tels qu’il n’existe pas de champ de vecteurs ne 
s’annulant pas sur M et dirigeant ce champ de droites. 
Par exemple, le ruban de Mobius est la variete quotient 
(R x M)/((x, y) ~ (x + 1, — y)). Soit (ei, la base ca- 
nonique de R 2 . Le champ de droites R 2 —>• R 2 x P 2 O&) 
sur R 2 , defini par x H > (x,Re 2 ), passe au quotient en 
un champ de droites sur le ruban de Mobius qui 
n’est pas dirige par un champ de vecteurs C° ne s’an¬ 
nulant pas. 



(3) Considerons le champ de plans A de classe C°° sur la variete R 3 munie des co- 
ordonnees u = ( x,y,z ), qui est engendre par les champs de vecteurs C°° lineairement 
independants en tout point 


d d d 

' ~d^ + x ~th 


i.e. qui est defini par u 1 —> A„ = Vect{X(u), Y (rt)}. Ce champ de plans est invariant par 
les translations dans les directions y et z. Le long de l’axe de coordonnee des x, il est 
horizontal en l’origine, et devient de plus en plus vertical quand on va vers l’infini (voir 
figure ci-dessous). Notons que [X, Y] = ^ Vect{A, y}. 



4.8 Feuilletages 

Soient k un element de NU {00, wk, wc} et p < n dans N. Soit M une variete de 
dimension n et de classe C k (par exemple obtenue par appauvrissement de structure a 
partir d’une variete de classe C r+1 avec r > k). 
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Si k = u>c, alors on remplace 


Un champ de p-plans est vine notion infinitesimale. 
L’objet global Ini correspondant (au moins partiel- 
lement) est celui de feuilletage. Le modele standard 
(a garder en tete) de ce que nous allons appeler un 
feuilletage de dimension p d’une variete de dimension 
n est le feuilletage lineaire standard de dimension p 
de M n = x M n_p par les sous-espaces affines hori- 
zontaux x {y} de dimension p, muni de l’ensemble 
des C fc -diffeomorphismes locaux de M n preservant la 
famille de ces sous-espaces affines horizontaux. 
par C dans cette definition. 


Un atlas de cartes feuilletees C k de dimension p sur M est un (sous)-atlas de cartes A 
de classe C k de M, tel que 

• pour chaque carte (U, <p) de A, on a <p(JJ) = V x T avec V un ouvert de et T un 
ouvert de M n_p , 

• pour toutes les cartes ip : U —> V x T et ipf : U' —>• V' x T' dans A, le changement de 
cartes est localement de la forme 


(x,y) ^ (f(x,y),g(y)) . 

Un feuilletage T de classe C fc , de dimension p, et de codimension n — p, dans M est un 
atlas de cartes feuilletees C k de M, qui est maximal (pour l’inclusion). Une variete feuilletee 
{M,J■) de classe C k est une variete M de classe C k munie d’un feuilletage C k . 



Si tp : U —>• V x T est une carte locale dans A, alors les sous-varietes x { y }) de 

classe C k de U sont appelees les feuilles locales de T dans cette carte, et les (/^({x} x T) les 
transversales locales. Puisque les applications de changement de cartes de l’atlas de cartes 
feuilletees A preservent l’ensemble des sous-espaces horizontaux M p x{*}, les feuilles locales 
sont independantes des cartes, au sens que si (U, p), (U', tp') sont deux cartes locales du 
feuilletage, si x et y appartiennent a U n U' , alors x et y sont dans une meme feuille locale 
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pour la carte (U, ip) si et seulement s’ils sont dans vine meme feuille locale pour la carte 

(U'rf). 

L’espace topologique M n est identihe de maniere usuelle a l’espace topologique produit 

x M n_p . Munissons l’ensemble M n d’une nouvelle topologie, produit de la topologie 
usuelle sur et de la topologie discrete sur M n_p , qui est plus fine que la topologie 
usuelle. Comme les homeomorphismes locaux de M n de la forme 

0 ,y) ^ if(x,y),g{y)) 

sont aussi des homeomorphismes locaux pour cette nouvelle topologie sur W 1 , on peut 
munir (voir l’exercice E.171 de l’appendice A.l) la variete M d’une unique topologie, 
appelee topologie des feuilles de J-, plus hne que la topologie originelle de M, telle que 
les cartes locales de T soient des homeomorphismes sur des ouverts de M n muni de cette 
nouvelle topologie. Si A est une partie de M, on appelle encore topologie des feuilles de A 
la topologie induite sur A par la topologie des feuilles de M. Comme la topologie originelle 
de M est separee, la topologie des feuilles l’est aussi. Notons que si p < n, alors la topologie 
des feuilles est strictement plus hne que la topologie usuelle. 

On appelle feuille du feuilletage J~ passant par un point x de M, et on note J~ x . la 
composante connexe de x dans M pour la topologie des feuilles sur M. En particulier, 
les feuilles de T ferment une partition de M. En general, l’ensemble des feuilles est non 
denombrable. 

Montrons que chaque feuille munie de sa topologie des feuilles (i.e. celle induite par 
la topologie des feuilles de M), est un espace topologique separe et a base denombrable. 
La separation a deja ete mentionnee. 



Comme M est denombrable a l’inhni, on peut recouvrir M par un ensemble denom¬ 
brable de cartes feuilletees ( Ui , (fi)i gn telles que Ui soit relativement compact, et telle que, 
pour tout i dans N, l’ensemble {j € I : Uj n Ui 0} soit hni. Soit x un element de M. 
Alors la feuille J- x est reunion d’un ensemble denombrable de feuilles locales : si x € £/,; 0 , 
prendre la feuille locale de x dans Ui 0 , puis pour tout i tel que Ui 0 n 7 ^ 0 (il n’y en a 
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qu’un nombre fini), prendre la feuille locale dans Ui d’un point fixe quelconque de Ui Q H Ui, 
etc. Ceci montre que F x est a base denombrable. 

Notons qu’une feuille rencontre un domaine de carte feuilletee en une reunion (disjointe) 
au plus denombrable de feuilles locales (qui peut etre dense dans ce domaine, voir l’exemple 
(4) ci-dessous). 

Comme les feuilles locales de F sont des sous-varietes C k , chaque feuille, munie de sa 
topologie des feuilles et de son atlas des feuilles locales, est une variete C k , et, munie de 
la topologie induite par la topologie originelle de M . est une sous-variete immergee dans 
M (car chaque feuille locale est un ouvert de la feuille la contenant pour la topologie des 
feuilles). Mais attention, une feuille n’est en general pas une sous-variete de la variete M 
(voir l’exemple (4) ci-dessous). 

Par abus, on note souvent de la meme maniere le feuilletage F et la partition de M en 
feuilles de F. 

Exemples. (1) Soit X un champ de vecteurs C k ne s’annulant pas sur une variete M de 
classe C fc+1 . Alors le theoreme du redressement 4.4 montre que M admet un feuilletage de 
classe C k , dont les feuilles sont les courbes integrates de X. 

(2) Soit 7T : E —)• B une fibration C k , de fibre une variete F de classe C k et de dimension 
p, sur une variete B de dimension n. Pour toute carte locale (U, <j>) de B ou U est un 
ouvert distingue pour 7r, pour toute carte locale (V, ip) de F, et pour toute trivialisation 
locale 9 : 7 T~ k (U) —>• U x F de 7r au-dessus de U, considerons 1’application de l’ouvert 
W = 9~ l (U x V) de E dans l’ouvert cp(U) x ip(V) de R n x M p , definie par 

x i->- (cp x ip) o 9(x) . 

Alors l’ensemble de ces applications est un atlas de cartes feuilletees C k sur E. Done la 
fibration it definit un feuilletage C k de dimension p et de codimension n dans E. Si F est 
connexe, les feuilles de ce feuilletage sont les fibres 7 r _ 1 ( 6 ) pour b dans B. II se trouve que, 
dans ce cas particulier, les feuilles sont done toutes des sous-varietes (et pas seulement des 
sous-varietes immergees). 

En particulier, une variete produit AI x N admet deux feuilletages, dont les feuilles 
sont diffeomorphes a M pour l’un, a N pour l’autre. 

Mais il existe « beaucoup plus » de feuilletages que de fibrations! 

(3) Les feuilletages se tirent en arriere par les morphismes etales. Plus precisement, 

soient f : M ^ N un C^-diffeomorphisme local entre deux varietes C k , et F un feuilletage 
C k de N, defini par un atlas de cartes feuilletees (Ui, tpi)i£i- Pour tout point x de M, 
notons V x un voisinage ouvert de x tel que f(V x ) soit un ouvert de N et fiy x soit un C k - 
diffeomorphisme sur son image. Alors 1’atlas de cartes (f~ l (Ui)(1V X , ipiof^-\(jj.-j r y x ) i& i x& m 
est un atlas de cartes feuilletees C k sur M, done definit un feuilletage C k de M, note f*T ', 
et appele feuilletage image reciproque de F par /. En particulier, l’image par / de la feuille 
( f*F) x est la feuille mais en general l’image reciproque par / d’une feuille de F 

n’est pas reduite a une seule feuille de f*F. 

Un isomorphisme (de feuilletages C k ) d’une variete feuilletee (XI, F) de classe C k dans 
une autre ( M',F') est un C fc -diffeomorphisme / : M —y M' , tel que f*(F') = F (ou 
de maniere equivalente, telle que les applications / et /“ 1 , lues dans des cartes locales 
feuilletees, preservent les families de sous-espaces horizontaux). 


Ill 


(4) Soit G un groupe discret agisant librement et proprement par C fc -diffeomorphismes 
sur une variete M de classe C k . Soit F un feuilletage de M. qui est invariant par G (i.e. tout 
element de G envoie carte feuilletee sur carte feuilletee : g*F = F pour tout g dans G ). 
Alors la variete quotient G\M admet un unique feuilletage F', appele feuilletage quotient 
tel que, si n : M —>• G\M est la projection canonique, alors 7r *F' = F. La preuve est la 
rrierne, en travaillant avec des atlas de cartes feuilletes, que celle qui a permis de definir la 
structure de variete quotient sur G\M, voir le paragraphe 2.4.2. 


Par exemple, si F est un sous-espace vec- 
toriel de dimension p de 1™, alors M n admet 
un feuilletage dont les feuilles sont les transla¬ 
tes de F. En particular, ce feuilletage est inva¬ 
riant par l’action par translations de Z n . Done 
il induit par passage au quotient dans le revete- 
ment M n —>• W 1 /IF un feuilletage analytique reel 
de dimension p du tore T™, appele un feuilletage 
lineaire du tore. 

Par exemple, si n = 2, et si F est une droite 
de pente irrationnelle, alors les feuilles du feuille¬ 
tage correspondant de T 2 sont diffeomorphes a 
M, mais ce ne sont pas des sous-varietes de T 2 , 
car elles sont denses dans T 2 . 

Plus generalement, toute feuille d’un feuille¬ 
tage lineaire de dimension p d’un tore est diffeo- 
morphe a un produit x T'. 
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4.9 Theoreme de Frobenius 

Soient k dans N — {0} U {oo,w}, et p < n dans N. Soit M une variete de dimension n 
et de classe C k . 

Tout feuilletage T de classe C k et de dimension p sur M definit un champ de p-plans 
de classe C fe_1 , qui est 1’application 


x i->- T X F X 

qui a un point x de M associe l’espace tangent en x a la feuille F x passant par x. (Ceci est 
bien defini, car F x est une sous-variete immergee de classe C k de M .) On fera attention a 
la perte de differentiabilite si k oo,w. Pour simplifier les enonces, nous supposons k = oo 
dans la suite. 

Un champ de p-plans A de classe C°° est dit integrable s’il existe un feuilletage F de 
classe C°° et de dimension p sur M tel que A x = T X F X pour tout x dans M. 

Notons qu’un tel feuilletage est unique. En effet, soient F' un autre tel feuilletage, et 
(U, ip) et (U', ip') des cartes feuilletees de F et F' respectivement. Considerons l’application 
ip' o pr 1 : (x,y) i->- (fi(x,y), f 2 (x,y)) d’un ouvert de M p x E n_p sur un autre. La derivee 

de sa seconde composante par rapport a la premiere variable est nulle puisque T X F X = 
T X F' X . Done sa seconde composante fi ne depend localement que de y, et les deux cartes 
feuilletees sont compatibles. Par consequent, F = F'. 

Voici un critere tres utile pour savoir si un champ de p-plans est integrable. 
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Theoreme 4.11 (Theoreme de Frobenius) Un champ de p-plans A de classe C°° sur 
M est integrable si et seulement si, pour tons les champs de vecteurs X et Y sur M de 
classe C°° et tangents a A, le crochet de Lie [X, Y] sur M est tangent a A. 


Preuve. Supposons d’abord que A soit integrable, defini par un feuilletage X de dimension 
p. Soient X et Y deux champs de vecteurs sur M tangents a A, et x dans M. Montrons que 
[X, Y\(x) € A x . Quitte a prendre une carte locale (U, (p) en x et a remplacer X par p*(X\jj) 
et de meme pour Y, on peut supposer que M = M n et que le feuilletage est le feuilletage 
par sous-espaces paralleles a W x {0} dans x M n_p . Mais alors, dire qu’un champ de 
vecteurs est tangent a A equivaut a dire qu’il est combinaison lineaire de 
Comme le crochet de deux champs de vecteurs qui sont une telle combinaison lineaire en 
est une autre, le resultat en decoule. 


Reciproquement, supposons que la seconde propriete soit verifiee, et montrons qu’alors 
A est integrable. Comme ce probleme est local, on peut supposer que M est un voisinage 
ouvert de 0 dans M. n . Par la proposition 4.10, quitte a reduire M, il existe {X\,... ,X p ) 
un p-uplet de champs de vecteurs de classe C°°, qui, en tout point de M, est une base de 
l’espace tangent en ce point. 

Montrons tout d’abord que l’on peut se ramener au cas ou [X t , Xj ] = 0 pour i, j € 
{1,... ,p}. Quitte a faire un changement lineaire de coordonnees, on peut supposer que 
Xj(0) = ^-(0) pour i € {1,... ,p}. Si X Jt = J2j=i a i,j'£r> alors, quitte a reduire M, on 
peut supposer que la matrice (ajj(a:))i<j »-< p , qui vaut la matrice identite en x = 0, est 
inversible, d’inverse (6jj(x))i <i t j< p . Par les formules donnant l’inverse d’une matrice, les 
fonctions bij sont C°°. Posons X[ = bj^Xj. Alors les X-(x) engendrent encore A x . 

Par construction, X[ = + zLj=p +1 af - • Done un petit calcul, utilisant le fait que 

sfj] = °> montre d ue 

U f) 

[V'x']= ■£ 4,,^. 


Or par l’hypothese, il existe des fonctions k pour i,j,k € {1, ... ,p} de classe C°° telles 
que 


K,^] = E e o.^ = E ( 




k= 1 


k =1 


d_ 

dxi 


+ 


j=p +1 


c k,j 


_d_ 

OXn 


Done par difference, = ce qui, par independance des montre que 

e i,j,k = 0 pour i,j , k G {1,... ,p}, ce qu’il fallait demontrer. 


Montrons maintenant par recurrence sur p que si (Xi ,..., X p ) est un p-uplet de champs 
de vecteurs C°° lineairement independants, et commutants (i.e. [X t , Xj\ = 0 pour tous 
i,j), alors il existe un C°°-diffeomorphisme local en 0 tel que, au voisinage de 0, on ait 
ip*(Xi) = -rj^- pour i € {1 ,,p}. Ceci montrera que le champ de p- plans engendre par 
(p* (X \),..., <p*(X p ) est tangent au feuilletage T par les sous-espaces afhnes paralleles a 
x {0}. Done le champ de plans engendre par X\ ,..., X p est integrable au voisinage de 
0 (tangent au feuilletage image reciproque par tp~ l de X). 

Le cas p = 1 decoule du theoreme de redressement 4.4. Supposons le resultat vrai pour 
p— 1. Alors nous pouvons supposer, quitte a utiliser un C°°-diffeomorphime local en 0, que 
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Xi = -rj^r~ pour i € {1,... ,p — 1}. Ecrivons 


I o ^ 

X p = Y, a i-fa ' 

3 = 1 

Comme [X p , Xi] = 0 pour i € {1 ,... ,p — 1}, oir a = 0 pour tout j, c’est-a-dire que aj 
est uue fonction des coordonnees x p ,...,x n seulement. Par le theoreme du redressement 
4.4 applique au champ de vecteurs Y = Y]^— p a j sur {0} x M n_p+1 , ou peut supposer 

que Y = de sorte que X p = Ej=i' Pour * € {1 1}, posons 

fi(x p , ..., x n ) = — fg P ai(t ,Xp+i,...,x n ) dt, qui est de classe C°°. Posons aussi 

f + fi(x p ,... ,x n ) pour i € {1 ,... ,p— 1} 

^ | Xj pour i € {p,..., n} . 

II est immediat que l’application (xi,... ,x n ) H > (yi,... ,y n ) est un C°°-diffeomorphisme 
local en 0. Rappelons (voir la remarque suivant la preuve du theoreme 4.6) que, pour tout 
j <E {1,..., n}, on a 

d _ A dyt d 

dxn 4— dxj dyi 

J 1=1 J 

Done, pour j £ {1,... ,p - 1}, on a gf- = et 

— A-V- — — 

9x p <9x p dyi + dy p <9xj + dy p ' 

Done, pour j € {1,... ,p}, on a Xj = ce qu’il fallait demontrer. □ 

Par exemple, le champs de plans sur M 3 de l’exemple (3) du paragraphe 4.7, defini par 
X (x,y,z) = Vect (J^, Wfj + A)’ est non integrable. 

Remarque. Si A est un champ de p -plans C°° sur M, alors (par la proposition 4.10) 
pour tout xo dans M, il existe un voisinage ouvert U xo de xo dans M et X\ .... ,X p des 
champs de vecteurs C°° sur U tels que pour tout x dans U, les vecteurs X\ (x),..., X p (x) 
engendrent A x . Pour montrer que A est integrable, il suffit alors de verifier que 

V x 0 € M, V x <E U Xo , Vi,j (E{l,...,pj, [Xi,Xj\(x)£ A x . 

Preuve. Soient X et Y des champs de vecteurs C°° tangents a A. Pour tout xo dans 
M, il existe des fonctions fi, ■ ■ ■, f p ,gi, ■ ■ ■ ,g p de classe C°° de U x0 dans M telles que 
X\u XQ = ELi fi x i et Y \u xq = EL 1 9i x i■ A l° rs P our tout x dans U xo , le vecteur [X, Y]{x) 
appartient a l’espace vectoriel engendre par les [X t . X.j] (x), par la bilinearite et le troisieme 
point de la proposition 4.9, done il appartient a A x . On applique alors le theoreme 4.11 de 
Frobenius. □ 

4.10 Autres exercices 

Exercice E.80 Construire un champ de vecteurs analytique reel sur la sphere §2 ne s’an- 
nulant qu’en un point. 
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Exercice E.81 Le but de cet exercice est de montrer que la sphere possede au moins 
un champ de vecteurs C°° ne s’annulant jamais si et seulement si n est impair. 

1. Si n = 2p + 1 est impair, construire un champ de vecteurs C°° ne s’annulant jamais 
sur § n . 

2. Soient K une par tie compacte de M” -1-1 , U un ouvert de M n+1 contenant K et v une 
application de classe C°° de U dans M n+1 . Pour t dans M, on dehnit une application 

f U ->• M n+1 

* ' | X !->• X + tv{x) 


Montrer qu’il existe un ouvert V de U contenant K et e > 0 tels que, pour tout t 
avec |t| < e, l’application Ft soit un diffeomorphisme de V sur son image. Montrer 
que la mesure de Lebesgue de Ft(K) est alors un polynome en t. 

3. Soit v un champ de vecteurs unitaires C°° sur § n . Montrer que, pour t suffisamment 
petit, Ft est un C°°-diffeomorphisme entre S n et la sphere de rayon \/l + 1 2 . 

4. Conclure. 


Exercice E.82 On reprend les notations des exercices E.41 et E.76. 

Montrer qu’il existe sur un champ de vecteurs X de classe C°°, qui ne s’annule 
qu’en 2 n points isoles de E n , et tel qu’au voisinage de chacun de ces points, il existe une 
carte locale ( U , ip) de £ n a valeurs dans un ouvert de M 2 telle que, en tout point (x, y ) de 
cet ouvert, 

s d d 


Exercice E.83 Soient p : M —$■ N un revetement C°° et X un champ de vecteurs com- 
plet sur N, de hot (4>t)tGW,- Montrer qu’il existe un groupe a un parametre de 

diffeomorphismes C°° de M tel que, pour tout t dans M, le diagramme suivant commute 


M 

i!>t 

M 

4 


1 p 

N 

<t>t^ 

N 


Exercice E.84 Soit M une variete de classe C^ +1 , X un champ de vecteurs C k sur 
M, et (U, (p) une carte locale de M a valeurs dans M n muni des coordonnees cano- 
niques (x\, ..., x n ), et X\u = fi son expression dans la carte locale (U,p). Si 

<p : u i —> (<pi(u ),... , (p n (u)), alors les applications pj = Xj ° F s’appelent les applications 
coordonnees de la carte (U,ip). 

(1) Montrer que fj(u) = T u pj(X(u )) pour tout u dans U. 

(2) Soit (V, i/j) une autre carte locale a valeurs dans M n muni des coordonnees canoniques 
(yi,... ,y n ), et X\y = ^2^=19j l’expression de X dans cette carte locale. En uti- 
lisant (1), montrer la formule de changement de coordonnees suivantes, ou ^ o p^ 1 : 
(xi, • • • , x n ) i y (yi(xi,.. .,x n ), .. .,y n (xi, ■ ■ ■ ,x n )), 

n dyj 

1=1 
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Exercice E.85 Soit X un champ de vecteurs C°° sur une variete M. 

(1) Montrer qu’il existe une application / de classe C°° et partout strictement positive 
telle que le champ de vecteurs fX soit complet. 

(2) Comparer les orbites de X et celles de fX. 


Exercice E.86 Dans tout cet exercice, on munit R 3 de sa base canonique (J|, et 

de son produit scalaire usuel. 

On considere le sous-ensemble M de R 3 defini par 

M = {(x, y, z) € R 3 : (16 - x 2 - y 2 )((x - 2) 2 + y 2 - l)((x + 2) 2 + y 2 - 1) = z 2 } . 

(1) Montrer que M est une sous-variete compacte de R 3 de classe C°° et de dimension 2. 

(2) Montrer que l’intersection de M avec chaque plan de coordonnees (d’equation x = 0, 
y = 0, z = 0 respectivement) est une sous-variete de R 3 de classe C°° et de dimension 1, 
dont on calculera le nombre de composantes connexes. 

(3) Pour tout u dans M, on note X(u) (respectivement Z(x)) la projection orthogonale 
sur le plan vectoriel tangent a M en u du vecteur (respectivement j^). Montrer que 
X, Z : M —>• R 3 sont des champs de vecteurs de classe C°° sur M, et trouver les points de 
M ou ils s’annulent. 

(4) On considere le groupe T d’isometries de R 3 engendre par le retournement autour de 
l’axe des x (i.e. l’application ( x,y,z ) i->- (x,—y,—z)). Montrer que T preserve M et que 
l’espace topologique quotient T\M est une variete topologique. 

(5) Montrer qu’au voisinage des points (1, 0,0) et (3,0, 0) dans M, il existe une carte locale 
(17, ip) de M a valeurs dans un ouvert de R 2 telle que, en tout point (x, y) de cet ouvert, 

, v . d d 

V-W = 9^+x-. 

(6) Montrer que si fa est le Hot local de X, alors 

lirn fa(Q,y,z) = (4,0,0) 

£—>•00 

pour tout (0, y , z) dans M avec y fa 0. 

(7) - Question subsidiaire - Montrer que M est homeomorphe a l’espace topologique obtenu 
a partir de deux copies du tore T 2 /Z 2 prive du disque -B(0, -|), en les recollant par l’identite 
le long des cercles bords de ces disques. Montrer que T\M est homeomorphe a la sphere 
§2- 


Exercice E.87 Soit M une variete C°° connexe de dimension n > 2. 

(1) Soient x,y € M. Montrer qu’il existe un diffeomorphisme / de classe C°° de M qui 
envoie x sur y. On pourra d’abord traiter le cas oil x et y sont proches en utilisant le Hot 
d’un champ de vecteurs bien choisi. 
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(2) Montrer qu’on peut prendre / isotope a I’identite, i.e. telle qu’il existe une isotopie 
de / a id, i.e. une application F : K x M — » M de classe C°° avec F\u\ xM un C°°- 
diffeomorphisme de M pour 0 < t < 1, F\{ o}xM = id et i 7 |{i} X M = /■ 

(3) Plus generalement, soient (aq,..., aq) et (yi,..., y*,) deux /c-uplets de points deux a 
deux distincts de M . Montrer qu’il existe un C°°-diffeomorphisme f de M tel que f(xi) = Hi 
pour i = 1,..., k. 

(4) Soient aq ,,Xk des points de M. Montrer qu’il existe U, un ouvert de carte C°°- 
diffeomorphe a M n , les contenant tous. 


Exercice E.88 (Theoreme de flbration d’Ehresmann) Soient r € (N — {0}) U {oo}, 
M et N deux varietes de classe C r+1 , de dimensions metn respectivement, et / : M —>• N 
une submersion surjective de classe C r+1 . 

(1) Montrer (par exemple en utilisant des partitions de l’unite) que pour tout champ de 
vecteurs Y de classe C r sur N, il existe au moins un champ de vecteurs X de classe C r sur 
M tel que 

V x G M, T x f(X(x)) = Y(f(x)) . 

Si (< f>x,t ) est le hot local du champ de vecteurs X et (<py,t) celui de Y, en deduire que pour 
tout xq dans X, si (x,t) est suffisamment proche de (xo,0), alors 

/ o (f>x,t(x) = ° f(x) ■ 

(2) Soient yo dans et (ei,..., e n ) une base de T yo N. Montrer qu’il existe des champs de 
vecteurs (Y\ ,..., Y n ) de classe C r sur N, tels que Ej(yo) = e* pour i = 1,..., n. Si est 
le hot local de Yj, montrer que 1’application 


(ti, (j>Yi,ti ° ■ ■ ■ o (l>Y n ,t n (yo) 

est un C r -diffeomorphisme d’un voisinage ouvert de 0 dans W 1 sur un voisinage ouvert de 
yo dans N. 

(3) Soit yo un point de N tel que F = / _1 (yo) soit un sous-espace compact de M. Montrer 
qu’il existe un voisinage ouvert U de yo dans N et un C r -diffeomorphisme <p : U x F — » 
f~ 1 (U ) tel que / o tp (y, x) = y pour tout (y, x) dans U x F. 

(4) Montrer que si / est propre, alors / est une fibration de classe C r . 


Exercice E.89 Soient M une variete de classe C°° compacte, / : M —>• M une application 
de classe C°° et I un intervalle ouvert de M. Soient a et b deux elements de I tels que a < b. 

On suppose que / est contenu dans l’image de /, et qu’il ne contient aucune valeur 
critique de /. 


(1) Montrer (par exemple en utilisant des partitions de l’unite) qu’il existe un champ de 
vecteurs X de classe C°° sur M, nul en dehors de U = /^ 1 (7), tel que, pour tout x dans 




T x f(X(x)) = £ . 
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(2) En deduire, en utilisant le hot local de X , qu’il existe un C°°-diffeomorphisme ^ : 
/ _1 (]a, b[) —>• f~ 1 (a)x ]a, b[ tel que pr 2 o ip = f ou pr 2 est la seconde projection. 

(3) En deduire que toute application de classe C°° du tore T 2 dans M admet au moins 
trois points critiques. (On rappelle le theoreme de Jordan, qui dit que tout plongement 
continu du cercle dans le plan euclidien separe ce plan en deux composantes connexes, et 
se prolonge continuement en un plongement continu du disque dans ce plan). 

(4) Construire une application de classe C°° du tore T 2 dans M qui admet exactement trois 
points critiques. 

(5) Montrer que toute surface somme connexe de g > 1 tores T 2 admet une application de 
classe C°° a valeurs dans K ayant exactement trois points critiques. 


Exercice E.90 (Classification des varietes differentiables de dimension 1) Soit M 
une variete de classe C°° connexe de dimension 1, on va montrer que M est diffeomorphe 
a la droite M ou au cercle Si. 

Dans les trois premieres questions, on suppose qu’il existe un champ de vecteurs X de 
classe C°° sur M ne s’annulant pas. Soit (</>i) son flot local. Fixons xq dans M . et notons 
/ : t 1 —> <j>t(x o), definie sur un intervalle maximal I (ouvert). 

1. Montrer que / est une immersion surjective. 

2. Supposons que / soit injective. Montrer que / est alors un C°°-diffeomorphisme entre 
I et M. 

3. Si / n’est pas injective, montrer que / = M et que / _1 (xo) est de la forme rZ pour un 
certain r > 0. En deduire que / induit un diffeomorphisme entre la variete quotient 
M/rZ et M. 

On revient au cas general. Le groupe G = agit sur l’espace des vecteurs non nuls de 
TM par multiplication. 

a) Montrer que l’espace quotient M de TM par G admet une structure de variete de 
classe C°° de dimension 1, et une application M —>■ M qui soit un revetement de 
classe C°° a deux feuillets. 

b) Montrer qu’il existe un champ de vecteurs sur M ne s’annulant pas. 

c) Conclure. 


Exercice E.91 Soit a un element de M n . On considere le champ de vecteurs X a defini par 
X a (y) = a - y sur M n . 

1. Calculer le flot de X a . 

2. Si 6 € M n , calculer le crochet [X a , JQ,] en utilisant la formule explicite de la proposition 
4.9 qui fait intervenir les derivees partielles des coordonnees des champs de vecteurs 
(cette formule se reecrit sous forme compacte comme 

[X,Y](x) = dY x (X(x)) - dX x (Y(x)) 

si on voit X et Y comme des applications d’un ouvert de M n dans W 1 ). 
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3. Retrouver la valeur de [X a ,Xb] en utilisant la formule [X,Y](x) = t _ Q ((j>t)*Y(x), 

ou fa est le flot du champ de vecteurs X. 

4. Retrouver la valeur de [X a , Xg] eu utilisant cette fois-ci la formule 

t/j-t(x) = 2 [X,Y](x), ou (</>Q et (ijjt) sont les flots locaux des champs de vecteurs X 
et Y respectivement (voir l’exercice E.93). 


Exercice E.92 (1) Definir sur M 2 — {0} les champs de vecteurs X r et Xg formant en tout 
point une base orthonormee positive, telle que X r soit radial sortant. Calculer leur flots 
locaux. Calculer leur crochet de Lie. 

(2) Si (x, y ) et (r, 0) sont respectivement les coordonnees cartesiennes et polaires d’un 

point de M 2 — {0}, calculer l’expression de Jp et en fonction de et et calculer 
leur crochet de Lie. Quel est le rapport entre X r ,Xg et ? 

(3) Soient (x, y, z ) et (r, 6 , tp) respectivement les coordonnees cartesiennes et spheriques 
d’un point de M 3 — {0}. Calculer l’expression de Jp, et ^ en fonction de ^ et Jj. 
Calculer leurs flots locaux et le crochet de Lie des champs de vecteurs et 


Exercice E.93 Soient X et Y deux champs de vecteurs C°° sur une variete lisse M, de 
hot locaux (4>t), ( il’t ) respectivement. 

(1) Montrer, pour tout x dans M. que 

4o ° ipt ° <t>-t o ip-tix) = 2[X,Y](x) . 

dt z |t=o 

(2) Montrer que [X, Y] = 0 si et seulement si les flots locaux (f) s et ipt commutent pour 
s et t assez petit. 


Exercice E.94 Sur la surface de la Terre, assimilee a une sphere parfaite de rayon 1, 
on considere sur l’ouvert complementaire des deux poles les champs de vecteurs N et E 
unitaires et pointant respectivement vers le nord et l’est. 

1. Calculer [N, E ]. 

2. Si / est l’application x ^ —x qui envoie un point sur son antipode, calculer /*iV et 
f*N. 


Exercice E.95 Soient X et Y deux champs de vecteurs C°° sur une variete M de classe 
C°° de dimension 2. Au voisinage de chaque point ou ils sont lineairement independants, 
montrer qu’il existe des fonctions C°° strictement positives f et g telles que [fX,gY] = 0. 


Exercice E.96 On rappelle que, si A et Y sont des champs de vecteurs C°° sur un 
voisinage de x dans une variete C°°, de flots locaux respectifs et ^ , alors 


[A, Y](x) = lim o d»f o o «L^(x). 
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1. Soient Y\ (x).... ,Y n (x) des champs de vecteurs C°° complets sur une variete connexe 

M de classe C°° de dimension n, partout lineairement independants. Montrer que le 
sous-groupe des diffeomorphismes de M engendre par le hot des champs de vecteurs 
Yi agit transitivement sur M, i.e. pour tous i,i/£ M, il existe un entier k, des champs 
de vecteurs X\,... ,Xk choisis parmi les Y t (un champ Yi peut etre choisi plusieurs 
fois), et des temps t\,... ,tk tels que o • • • o = y. 

2. Soient Y\ et Yi des champs de vecteurs C°° complets sur une variete M de classe C°° 
connexe de dimension 3 tels que Yi[x) 1 Yi{x),\Yi,Yi]{x) engendrent T X M en tout 
point. 

a) Donner un exemple d’une telle variete. 

b) Montrer que le sous-groupe des diffeomorphismes de M engendre par le Hot des 
champs de vecteurs Y\ et Yi agit transitivement sur M. 

On pourra pour cela fixer x € M. noter F(t\,ti, s ) = < l ) ^ 1 o <h ^ 2 2 o (x) et 

7T : M 3 — > K la projection sur la troisieme coordonnee, et montrer que 7r o E _1 o 
O o ^ o &} t (x) est une surjection sur un ensemble de la forme [ 0 , e] 
dans M. 

c) En deduire que pour tous x, y dans M, il existe une courbe 7 : 1 1 -> q(t) de x a 
y, de classe C°° par morceaux, telle que pour tout t, le vecteur 7 (t) appartienne 
au plan reel engendre par li( 7 (t)) et Yi{^j{t)). 


Exercice E.97 1. Soient M et N deux varietes connexes de classe C°° et f : M ^ N 

une submersion C°°. Montrer qu’il existe un feuilletage C°° sur M dont les feuilles 
sont les composantes connexes des fibres / _ 1 (a:) pour x dans N. 

2. Dans la situation de la question precedente, les feuilles sont-elles necessairement 
toutes diffeomorphes ? 

3. Montrer qu’il existe des feuilletages qui ne sont pas de cette forme. 


Exercice E.98 Soient M une variete de classe C°°, A un champ de p-plans C°° integrable, 
tangent a un feuilletage J 7 , et X un champ de vecteurs C°° sur M. Montrer que X est 
tangent a A si et seulement si toute courbe integrate de X est contenue dans une feuille 
de T. 


Exercice E.99 Soit M une variete de classe C°°. 

1. Soit / un C°°-diffeomorphisme de M. On definit un espace topologique M en quo¬ 
tient ant M x [0,1] par la relation d’equivalence engendree par (a;, 0) 1 ) pour 

tout x dans M. Montrer que M est naturellement munie d’une structure de variete 
feuilletee C°°, dont les feuilles sont de dimension 1 . 

2. Decrire M et son feuilletage lorsque / est la rotation d’angle a sur le cercle § 1 . 

3. Montrer que, pour des choix judicieux de M et /, la variete M est C°°-diffeomorphe 
au ruban de Mobius. 


120 


4. On suppose que / est isotope a I’identite, i.e. qu’il existe une application F de l’in- 
tervalle ] — e, 1 + e[ dans M de classe C°° telle que l’application ft : M —> M definie 
par ft(x) = F(t,x ) soit un C°°-diffeomorphisme pour tout t, avec ft = Id pour t < 0 
et ft = / pour t > 1. Montrer que M est alors diffeomorphe a M x Si. 

5. La donnee d’un diffeomorphisme f de M equivaut a la donnee d’une action de Z sur 
M par diffeomorphismes (Laction de n etant donnee par f n ). Etendre la construction 
precedente au cas d’une action de Z d par diffeomorphismes. 


Exercice E.100 Soit M une variete C°°, rnunie d’une action libre du cercle qui est C°° 
(i.e. telle que l’application de R x M —>• M definie par (t,x) i->- e 2lnt ■ x soit C°°). 

1. Montrer que si fn : M —>• M est l’application definie par x H > e 2l7rt ■ x, alors 

\ t _ 0 4>t( x ) es t un champ de vecteurs complet C°° qui ne s’annule pas sur M. 

2. En deduire qu’il existe un feuilletage C°° de M dont les feuilles sont les orbites de 
1’action du cercle. 


Exercice E.101 Montrer qu’il existe un feuilletage C°° de R 3 dont les feuilles sont toutes 
des cylindres. 

Exercice E.102 (1) On rappelle que pour tout p € N, on note S p = {(xo,a:i,... ,x p ) € 
M p+1 : Xq + x 2 + • • • + x 2 = 1}. Soit n € N — {0}. On note ip l’application de la sphere §> n 
dans la sphere definie par (xo,x \,..., x n ) i->- (xo, xi,..., x n , 0), et Tp l’application de 
l’espace projectif P„(M) = S n /{±1} dans l’espace projectif P n+ i(M) = § n+ i/{±l} induite 
par passage au quotient. On note M l’image de Tp. 

a) Montrer que M est une sous-variete C°° de codimension 1 de P n +i(M), qui est 
compacte et connexe. 

b) Montrer qu’il n’existe pas de champ de vecteurs X de classe C°° sur P n+ i(M) tel 
que pour tout x dans M, les sous-espaces vectoriels MX (x) et T X M de T x P n+ i(R) soient 
supplementaires. 

(2) Soit G le sous-groupe du groupe des isometries du plan euclidien M 2 engendre par 
les applications a : (x, y) >-)• (x + 1, y) et /3 : (x, y ) i->- (—x, y + 1). 

a) Montrer que l’action de G sur M 2 est libre et propre, et que chaque element de G 
agit par C°°-diffeomorphisme de R 2 . On note K, et on appelle bouteille de Klein , la variete 
quotient G\R 2 , et 7r : R 2 —>• K la projection canonique. 

b) Montrer que l’application (x, y) >—> y de R 2 dans R induit par passage au quotient 
une fibration if de classe C°° de K dans le cercle R/Z. 

c) On note N l’image de {0} X R dans K par tv. Montrer qu’il n’existe pas de champ 
de vecteurs Y de classe C°° sur IK tel que pour tout x dans N, les sous-espaces vectoriels 
RF(i) et T X N de T X WL soient supplementaires. 

d) Est-ce que IK est parallelisable ? 

e) Si Cg est le feuilletage C°° de R 2 dont les feuilles sont les droites affines de pentes 9, 
montrer qu’il existe un feuilletage Fg de classe C°° de IK tel que f *Fg = Cg. 

(3) Soient P une variete C°° de dimension n + 1 et Q une variete C°° de dimension 1. 
Soit / : P Q une fibration C°°. Montrer que pour tout q dans Q, il existe un champ 
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de vecteurs Z de classe C°° sur P, tel que, pour tout x dans F = f 1 (q), les sous-espaces 
vectoriels M.Z(x) et T X F de T X P soient supplementaires. 

(4) Soit n > 2, et M une sous-variete C°° compacte connexe de codimension 1 de R™. 

a) Pour tous x, y dans M et tous voisinages ouvert U et V de x et y respectivement, 
montrer qu’il existe un chemin 7 : [0,1] —>• R n de classe C°°, ne rencontrant pas M, et tel 
que 7 ( 0 ) € U et 7 ( 1 ) € V. En deduire que W 1 — M possede au plus deux composantes 
connexes. 

b) Montrer que R n — M possede exactement deux composantes connexes, et que M est 
la frontiere de chacune d’entre elles. 

c) Montrer qu’il existe un champ de vecteurs X de classe C°° sur R n tel que pour tout x 
dans M. les sous-espaces vectoriels RX(x) et T X M de T x M n = R n soient supplementaires. 


Exercice E.103 On note A 1’ adherence d’une partie A d’un espace topologique. Soient p 
et q deux elements de N — { 0 }. 

(1) Soient a € [0, +oo[ et b € R. On considere le sous-espace M a ^ lPiq de (R 2 — {0}) x R 
forme des triplets (u, v, w ) tels que 


u 2 + v 2 — 2 ) + iv?J = a e lb 


u + iv 
y/u 2 + v 2 


ou i est le nombre complexe usuel. 

a) Montrer que M a b p q est une sous-variete C°° de dimension 1 de R 3 . 

b) Calculer le nombre d’intersection de M a b p q et M a t, P ,q- 

(2) Sur R 3 muni de ses coordonnees canoniques (, x,y,z ), on considere les champs de 
vecteurs 

. . d d 

A ( X ,y, z) = - +X -, 

s d d 

B ( X ,y, Z ) = -+y-, 

, d d 
C{x,y,z) = + x g^ ’ 

et on note A(x, y, z ) le sous-espace vectoriel engendre par A(x, y, z), B(x, y, z) et C(x, y, z). 

a) Montrer que ( x,y,z ) 1-7 A (x,y,z) est un champ de 2-plans de classe C°° integrable 
sur R 3 . On notera T le feuilletage C°° auquel est tangent A. 

b) Calculer les flots des champs de vecteurs A et C. Montrer que A et C sont complets. 

c) Soit N une variete C°° nrunie d’un feuilletage C de classe C°°. Soit D un champ de 
vecteurs complets sur M. Montrer que D est tangent a C (i.e. \/x € M, D(x) € T X C X , ou 
L x est la feuille de £ passant par x) si et seulement si son flot ((f>P)t&R preserve chaque 
feuille de L (i.e. Vt € R, Vx € M, cj>P(C x ) = C x ). En deduire que les flots de A, B et C 
preservent chaque feuille de T. 

d) En deduire, pour tout ( xo,yo,Zo ) dans R 3 , une equation cartesienne de la feuille de 
T passant par (xo,yo, zq). Montrer que chaque feuille de T est une sous-variete C°° de 
dimension 2 de R 3 . 

(3) On note U l’ouvert de R 3 forme des triplets (u, v, w) tels que (y/u 2 + v 2 — 2) 2 + w 2 < 
1, et T = U — U la frontiere de U dans R 3 . 
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a) Montrer que T est vine sous-variete C°° de dimension 2 de R 3 . 

b) Montrer qu’il existe une fibration T —> §1 de classe C°° telle que M\j- )pq soit line 
fibre de cette fibration pour tout b dans R. 

(4) Soit ip : R 3 —>• R 3 * l’application 


v ■ (x,y,z) ( 


1 + x 2 + y 2 


+ 2 ) cos z, ( 


x 


1 + x 2 + y 2 


+ 2 ) sin z, 


1 + x 2 + y 2 


a) Montrer que ip est un revetement C°° de R 3 dans JJ. 

b) Montrer qu’il existe un feuilletage 7 Z de classe C°° dans U tel que ip*lZ = J 7 , et des 

champs de vecteurs C' et D' sur U tels que <p*C' = C et <p*D' = . Montrer que D' n’est 

pas tangent a 1Z. 

(5) a) Montrer que pour toute feuille t de TZ, on a £ — l = T. 

b) Montrer qu’il existe un feuilletage S p>q de classe C°° de U tel que M a ^ pq soit une 
feuille de S P) g pour tout a dans [0,1[ et tout b dans R. 

c) Existe-t-il une fibration de classe C°° de U sur une variete N de classe C°° telle que 
M a ,b,p,q soit une fibre de cette fibration pour tout a dans [0,1[ et tout b dans R? 

( 6 ) On identifie R 3 avec le complementaire du pole nord, note oo, dans la sphere §3 par 
projection stereographique. Montrer qu’il existe un C°°-diffeomorphisme involutif i/> de la 
sphere §3 = R 3 U { 00 } echangeant les deux composantes connexes de §3 — T. 

(7) Montrer qu’il existe un feuilletage 1Z' de classe C°° de §3, invariant par 1 /;, dont T est 
une feuille, et dont les feuilles dans U sont celles de 1Z. Montrer qu’il existe un feuilletage 
S' de classe C°° de §3, dont les feuilles dans U sont celles de S Ptq . 

(Pour la culture, le feuilletage 1Z est appele un feuilletage de Reeb de U, et S un fibre 
de Seifert de U.) 


Exercice E.104 Les questions (1) a (5) sont independantes et peuvent etre resolues dans 
n’importe quel ordre. On rappelle que pour tout n € N — {0}, on note 11(mi,... ,x n )\\ = 

\Jx\ + • • • + x^ la norme euclidienne usuelle sur R n , § n _i = {x € R n : ||x|| = 1}, 

SO(n) = {x € SL n (R) : * l x = x -1 } et tr X la trace d’une matrice carree X. Pour tout g 
dans SO(3), on note encore g : §2 —> §2 la restriction a §2 de l’endomorphisme lineaire de 
R 3 de matrice g. Si M est une sous-variete C°° de R n , on considere les champs de vecteurs 
X de classe C°° sur M comme les applications X : M —>• R n de classe C°° telles que, pour 
tout x dans M, le vecteur X(x) appartienne au sous-espace tangent T X M de M en x. 

(1) Soit Mi = {( a,b,c,d ) € S3 : bd = ac}. Montrer que M\ est une sous-variete C°° 
de S3 de dimension 2 . 

( 2 ) a) On considere l’application / de S 2 dans SO(3) qui a x € S 2 associe la rotation 

d’angle ir et d’axe Rx. Montrer que / est une immersion C°°, et que l’image de / est une 

sous-variete C°° de SO(3), qui est C°°-diffeomorphe a P 2 O&). 

b) Pour tout c € R, soit N c = {x £ SO(3) : tr x = c}. Montrer que N c est une 

sous-variete C°° de SO(3) pour tout c € R. 
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(3) a) Soient p, n € N avec 1 < p < n, et M vine sous-variete C°° de dimension p de 
R n . On note 

T X M = {(x,u) erxR" : x € M, v € T X M, ||v|| = 1} 

et 7 r : T 4 M —>• M l’application (x,i;) HX x. Montrer que T 4 M est une sous-variete C°° de 
R n x R n de dimension 2 p — 1, et que 7 r est une fibration de fibre S p _i. Montrer que T x §i 
est C°°-diffeomorphe a la variete somme disjointe §iU§i. 

b) Pour tout g € SO(3), montrer que 1’application tangente Tg de g : §2 —>• §2 envoie 
T 4 §2 dans T 3 § 2 , et qu’il existe un C°°-diffeomorpliisme : T x §2 —t SO(3) tel que $0 Tg = 
.gd>. 


(4) On identifie R 4 avec C 2 par l’application (a, b,c,d ) 1 —X (in = a + ib , 2 = c + id). On 
note Ci et C 2 les cercles intersections de §3 avec les plans d’equations in = 0 et z = 0 . 
Pour tout (in, z) € § 3 C C 2 , on note X(w,z ) = ( iw,iz ) et Y(w,z) = (iw,—iz). 

a) Montrer que les applications X, y : S 3 —> C 2 ainsi definies sont des champs de 
vecteurs C°° complets sur S3. Calculer leur crochet [X, Y], 

b) Pour tout (in, z) dans S3, notons A WjZ le sous-espace vectoriel de T^ )Z )S3 engendre 
par X(w,z) et Y(w,z). Montrer que A : (w,z) A w , z est un champ de plans C°° 
integrable sur S3 — (Ci U C 2 ). Si J- est le feuilletage de S3 — (C 1 U C 2 ) tangent a A, montrer 
que chaque courbe integrate de X ou de Y est contenue dans une feuille de T. 

c) Soient (</>x,t)teit> l es fl°t s des champs de vecteurs X et Y, (w,z) € S3 et 

f WyZ : M 2 —X S3 l’application (s,t) — >• <l>x,s 0 <l>Y,t{w, z). Montrer que si (in, z) € S3— (C 1 UC 2 ), 
alors l’image M w z de f w , z est une sous-variete C°° de S3 qui est C°°-diffeomorphe an tore 
T 2 , et egale a la feuille de J- passant par (x, z). 

(5) Soit M une sous-variete C°° de R n . 

a) Si X est un champ de vecteurs C°° sur M. montrer que l’apphcation x <—X (x,X(x)) 
de M dans la sous-variete TM de R n x R n est un plongement C°°, dont on notera Nx 
l’image. En particulier, si X = 0 designe le champ de vecteurs mils, alors Nq est l’image 
de la section nulle de TM. 

b) Montrer que T x X : T X M —> R n est a valeurs dans T X M, et que T^ X V ^TM = T X M x 
T X M C R n x R n pour tout (x,v) dans TM. 

c) Si A et B sont deux sous-varietes C°° de M, nous dirons dans ce probleme que A 
et B sont transverses si pour tout x dans An B, les sous-espaces vectoriels T X A et T X B 
de T X M sont supplementaires. Montrer que si A et B sont deux sous-varietes compactes 
transverses de M, alors An B est un ensemble fini. 

d) Si X est un champ de vecteurs C°° sur M, montrer que Nx et Nq sont transverses 
dans TM si et seulement si T x X : T X M —>• T X M est surjective pour tout zero x de X. 

e) Montrer que l’application X : (a, b , c) e-X (0, —c, b) de §2 dans R 3 est un champ de 
vecteurs C°° sur R 3 , tel que Nx et Nq soient transverses dans T§ 2 et se rencontrent en 
deux points. 

f) Question subsidiaire : Existe-t-il un champ de vecteurs X sur §2 tel que Nx et Nq 
soient transverses et ne se rencontrent qu’en 0 ou 1 point ? 

( 6 ) Soit G le groupe produit {±1} x {±1}, qui agit sur C 2 par (e, 17 ) • (w,z) = ( ew,r)z ) 
pour tous (e, 77 ) € G et (w,z) € C 2 . 
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a) Montrer qu’il existe une unique structure de variete C°° sur l’espace topologique 
quotient Q = G\(§3 — {C\ U C2)) telle que la projection canonique n : §3 — (C\ U C2) —X Q 
soit un C°°-diffeomorpliisme local. 

b) Montrer que l’image par cette projection canonique de la sous-variete M w z definie 
en ( 4 ) c) est une sous-variete C°° de Q qui est C°°-diffeomorphe au tore T2. 

( 7 ) On identifie M 3 avec C x 8 par l’application (a, b, c) 1 —> (a + ib,c), et on note 
C3 = Si x {0} le cercle intersection de §2 avec le plan d’equation c = 0. 

a) Montrer que l’application 'I' de §3 dans §2 definie par (w, z ) 1 —y ( 2 wz, \w \ 2 — \z \ 2 ) est 
une fibration C°° de fibre le cercle Si. Elle s’appelle la fibration de Hopf de §3 sur §2- 

b) Montrer que l’application R : §3 —X S3 definie par R : ( w,z ) 1 —> est 

un C 00 -diffeomorphisme. Montrer, avec M \ la sous-variete de la question (1) et la 

feuille du feuilletage T defini dans la question ( 4 ), que 

= P/j_ 1 ) = 4 ,_1 (C' 3 ) , 

^ V2’ V2 ; 

et plus generalement que les feuilles de T dans §3 — {C\ U C2) sont les images reciproques 
des cercles horizontaux de §2 par 4 '. 

c) Montrer qu’il existe un revetement v 37 de classe C°°, a deux feuillets, de S3 dans T 1 S2. 
En deduire que SO( 3 ) est C°°-diffeomorphe a P3(M). 

d) Montrer que pour tout c dans ] — 1,3 [, l’application de N c (defini dans la question 
( 2 )) dans S2 qui a un element x de N c associe le vecteur unitaire u(x) de valeur propre 1 
pour x, dont la rotation dans le plan orthogonal oriente (grace a l’orientation de M 3 ) de x 
est positive, est un C°°-diffeomorphisme. Montrer que l’application de SO( 3 ) — 1 V_ 1 dans 
M 3 definie par x 1 —> 3 ~*^ x x u(x) est un C°°-diffeomorphisme. 

4.11 Indications pour la resolution des exercices 

Scheme E.78 Si 9 : M x M n —> TM est une trivialisation C k du fibre vectoriel TM et si 
(ei,..., e n ) est une base de M”, alors les applications X{ : x 1 — > 8(x, e*) sont des champs de 
vecteurs C k sur M, qui forment une base du C fc (M,M)-module Tk{TM). Reciproquement, 
si (Xi,... ,X n ) est une base du C fc (M, M)-module r^(TM), alors pour tout x dans M, 
le n-uplet (Xi(x),... ,X n (x)) engendre T X M (come k < 00 , tout vecteur de T X M peut se 
prolonger en un champ de vecteurs C k en travaillant dans une carte locale avec des fonctions 
cloches), done est une base de T X M. Par consequent, l’application 9 : M xl" —x TM definie 
par 

n 

9(x, (Ai,..., A n )) 1-x ^2 A iXi(x) 

i= 1 

est une trivialisation C k de TM. 

Scheme E .80 Si ip : S n — {P} —>• M n est la projection stereographique de pole Nord, si 
M n est muni de sa norme euclidienne usuelle, alors 



prolonge par 0 en P, convient. 
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Scheme E.81 (1) Ceci a ete vu au paragraphe 4.1. En coordonnees reelles, un exemple 

de tel champ de vecteurs est donne par 

X(xi, 2/1) • • • i x p+ 1) Up+i) = ( 2/2) x ii ■ ■ ■ i 2/p+i) ^p+i)- 

(2) Sur un voisinage de AT, la norme (d’application lineaire) de la differentielle dv x de v 
est bornee par une constante C. Alors dFt(x) = id + tdv x est inversible des que \t\ <1/(7, 
comme le montre la formule (id — A) -1 = ^ A n si ||A|| < 1. 

Sur ce voisinage, v est egalement C'-lipschitzienne pour une certaine constante C'. Si 
|/| < l/(7 / , montrons que F t est injective. En effet, si x n + tv{x n ) = y n + tv(y n ), alors 

\ x n - Un\ = \t\\v(x n ) - v(y n ) I < C'\t\\x n - y n I 


done x n = y n . 

Quitte a prendre un voisinage U un peu plus petit, on peut done supposer que U est 
compact et que Ff est une immersion injective sur U. En particular, e’est une bijection 
continue du compact U sur son image, done un homeomorphisme. Par consequent, Ft est 
encore un homeomorphisme sur U, e’est done un diffeomorphisme. 

La formule du changement de variables pour la mesure de Lebesgue y donne alors 

y(F t (K)) = f dx = [ JF t (y)dy, 

J Ft(K) JK 

car JFt(y) est positif pour t assez petit, etant egal a 1 en t = 0 et continu. Mais dFt(y) = 
id + tdvy, et son determinant est done un polynome en t. En integrant, on obtient que 
y(Ft(K)) est bien un polynome en t. 

(3) Pour etre dans le cadre de la question precedente, on prolonge v sur un voisinage 
de § n par homogeneite, en posant u(Ax) = Xv(x). Pour t assez petit, Ft est done un 
diffeomorphisme sur un petit voisinage de § n , et en particulier une immersion. 

On a 

||F t (x)|| 2 = \\x\\ 2 + t 2 ||u(a;)|| 2 = (1 + t 2 )||x|| 2 . 

Ainsi, Ft se restreint en une application de 8 n dans y/l + 1 2 § n . C’est une immersion 
(comme restriction d’une immersion a valeurs dans un espace plus grand) injective, done 
un plongement, car S n est compacte. Son image est ouverte par le theoreme d’inversion 
locale, et fermee par compacite, e’est done \/l + t 2 S n par connexite. 

(3) Par homogeneite, Ft est un diffeomorphisme entre les spheres a § n et y/l + t 2 a S n . 
Soit K = {x 6 M n : 1/2 < ||x|| < 2}. Alors l’image de K par F t est y/l +t 2 K, de volume 
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(1 + t 2 )~^~ /r(iL). D’apres la deuxieme question, c’est un polynome en t, done ^±1 € N, 
i.e., n est impair. 

Finalement, s’il existe un champ de vecteurs C°° partout non nul sur § n , on peut le 
normaliser de maniere a ce qu’il soit partout de norme 1 (et encore C°°), et l’argument 
precedent mo litre done que n est impair. 


Scheme E.84 (1) Comme tp*X est un champ de vecteurs sur un ouvert de M n , on a vu 
au paragraphe 4.2.2 que pour tout x dans ip(U), 

n 

p*X(x) = ^ j T x Xj{ip*X(x))X ej . 

3 =1 

Par la formule pour l’image directe d’un champ de vecteurs, et le theoreme de derivation 
des fonctions composees, 


<P*X(x) = Y^T xXj T v -i( x )tp(X(<p 1 (x)))X ej = E 7 ^- 1 ( x) (pj(X((p 1 (x)))X ej . 
j = 1 i =1 

Comme = ip*X ejl le resultat s’obtient alors en appliquant tp*, par le fait que tp*(gZ) = 
(gop)(ip*Z). 

(2) Avec les notations de l’enonce, pour tout u dans U n V, on a par la question (1) 
appliquee a (V, 't/j). 


9j(u ) = T u ij)j{X(u)) 


Tuipj 




E Tu ^3 ° ( T uV) l ( e i) 

i= 1 


-£ 


/*(«) Tip{ u )(^j o V )( e *) = 


n 

E 

1=1 


/*(«) ■ 


Scheme E.85 (1) Soit K n une suite croissante de compacts telle que K n soit inclus dans 

O 

l’interieur de K n+ \ et (J K n = M. Comme L n = K n — K n - 1 est compact, le hot de X est 
defini sur un temps e n sur L n . Quitte a reduire e n , on peut meme imposer que les or bites 
partant de L n restent dans K n+ \ pendant un temps au moins e n . 

Si / < e n sur L n , on en deduit que les orbites de fX partant d’un point de L n sont 
definies pour un temps au moins 1, et restent dans K n+ \ pendant ce temps. II suffit done 
de choisir une fonction / telle que / < e n sur chaque L n pour conclure, ce qui est aise a 
construire en utihsant une partition de l’unite. 

(2) Les orbites sont les memes, avec simplement un reparametrage de la vitesse de 
parcours. 

Scheme E.86 (1) Considerons l’application / : M 3 —>• M definie par 

f(x, y, z ) = (16 - x 2 - y 2 ){(x - 2) 2 + y 2 - l)((x + 2) 2 + y 2 -l)- z 2 . 

Elle est de classe C°°, car polynomiale. En particulier, M = / _1 (0) est un ferine. II est 
contenu dans un borne, car si (x, y, z) € M, alors x 2 + y 2 < 16, par positivite de z 2 et 
le fait que les disques d’equations (x — 2) 2 + y 2 < 1 et (x + 2) 2 + y 2 < 1 soient contenus 
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dans le disque d’equation x 2 + y 2 < 16, et \z\ est borne en fonction de x,y. Done M est 
compact. 

Comme 

^ = _ 2 . 
dz 

ne s’annule pas si 2 7 ^ 0 , l’application / est une submersion en tout point delxlx(I- 
{0}). Posons 

A = 16 — x 2 — y 2 , B = (x — 2 ) 2 + y 2 — 1, C = (x ± 2 ) 2 + y 2 — 1 . 


Un petit calcul montre que 

= 2 y{-BC ± AC ± AB) . 

dy 

ainsi que 

0 f 

-L = - 2 xBC + 2(x - 2)AC + 2(x ± 2 )AB . 

ox 

Soit (x, y, z) € M. Si z = 0, alors A = 0 ou B = 0 ou C = 0. Ces trois egalites sont 
exclusives, car les cercles de R 2 qu’elles definissent sont deux a deux disjoints. En par- 
ticulier, ^ ne s’annule pas en (x, y, 0) € M si y 7 ^ 0. De plus, si y = z = 0, alors 
x = ±4, ±3, ±1, et (en utilisant l’invariance par x 1 —> —x de / pour eviter les calculs 
inutiles), on a || = ±840, ±126, ±240 respectivement qui est non nul. Done / est une 
submersion en (et done an voisinage de) tout point de M = /” 1 (0). Le point 0 de R est 
une valeur atteinte, car /(4, 0,0) = 0. Par le theoreme des submersions, M est done une 
sous-variete de R 3 de classe C°° et de dimension 3 — 1 = 2 . 

(2) L’intersection de M avec le plan 
d’equation z = 0 est la reunion des 
trois cercles de ce plan d’equations 
x 2 ± y 2 = 16, (x - 2) 2 ± y 2 = 1 , 

(x ± 2) 2 ± y 2 = 1 que nous avons 
deja dit etre deux a deux disjoints, 
done e’est une sous-variete de R 3 de 
classe C°° et de dimension 1 ayant 
trois composantes connexes. 


Un petit calcul montre que 1’intersection de M avec le plan d’equation y = 0 est le lieu 
d’equation, dans ce plan, 



z 2 = (16 - x 2 ){x 2 - 9)(x 2 - 1) . 


Par un raisonnement analogue a celui de (1), e’est une sous-variete de R 3 de classe C°° et 
de dimension 1. Par symetrie par z 1 —> —z, elle est la reunion du graphe de la fonction 

z z(x) = [(16 — x 2 )(x 2 — 9)(x 2 — l )] 1 / 2 = [—(x±4)(x±3)(x± l)(x — l)(x — 3)(x — 4 )] 1 / 2 


et de son image par 2 1 —> —z. Cette fonction n’est definie que si x € [—4, —3] U [—1, ±1] U 
[3,4], et possede des tangentes verticales en les seuls points oil elle s’annule, qui sont en 
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x = —4, —3, —1,1, 3,4. Comme le graphe d’une application continue de domaine connexe 
est connexe, la courbe intersection de M avec le plan d’equation y = 0 a done trois 
composantes connexes. 

Pour usage futur, notons que sur 
] ~ 4, —3 [ U ] — 1, +1 [ U ] 3,4 [, on 
a z(x) > 0 et 

z\x) = ^(-3x 4 + 52x 2 - 169) , 

done z'(x) = 0 si et seulement si 
x = 0 ou x = ±^/ 26 3 13 ', i.e. x = 

±Vl3 vu le domaine. Done les 
seuls extrema de z(x) sont en x = 0 
et x = ±\/l3, de valeurs toutes 
egales a 12 . 

De meme, l’intersection de M avec le plan d’equation x = 0, dont l’equation dans ce 
plan est 

z 2 = (16 — y 2 )(y 2 + 3 ) 2 , 

est une sous-variete de M 3 de classe C°° et de dimension 1. Par symetrie par z i->- — 2 , elle 
est la reunion du graphe de la fonction 

z z {y) = [16 - y 2 ] L/2 (y 2 + 3) 

et de son image par 2 i->- — 2 , dont le domaine de definition est [—4,+4], connexe, et qui 
s’annule en y = —4,4, done l’intersection de M avec le plan d’equation x = 0 est connexe. 

z i 

Pour usage futur, notons que sur 
] — 4,4 [, on a z(y) > 0 et 

z'(y) = z(y 2 + 3)(29 — 3y 2 ) . 

Done les seuls maxima de z(y) sont 
en y = 0 et y = ± ^29/3, de 
valeurs respectivement egales a 12 
et > 12. Dans le dessin ci- 

contre, les coordonnees ne sont pas 
lineaires. 




(3) L’application N de M dans M 3 definie par 


N(u) 


(dj_ d£ df\ 
\ dx ’ dy ’ dz ) 


est de classe C°°, ne s’annule pas, et N(u) est orthogonal au plan tangent a M en u. Done 
le champ de vecteurs X est l’application 


u^X{U) 


d_ 

dx 


(N(u)\N(u)) 


N(u ) 
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qui est de classe C°°. Le champ de vecteurs X s’annule en u si et seulement si X(u) et 
N(u) sont colineaires, i.e. si et seulement si ^ = 0 et = 0, done si et seulement si 
z = 0, y = 0 et x = —4, —3, —1,1, 3,4 par (2), soit 6 zeros pour X. 

[Une autre maniere de montrer la regularity C°° est la suivante. L’application d’un 
voisinage ouvert suffisamment petit U de M dans la variete 7^-2 (K. 2 , M. 3 ) des applications 
lineaires de rang 2 de M 2 dans M 3 (voir l’exercice E.49) qui a un point u de U associe 
dipy- i( u ) ou ip : V —>• U est un parametrage local de M, est de classe C°°. L’application 
de la variete 7^-2 (IK. 2 , M. 3 ) dans la variete grassmannienne Q 2 (R 3 ) des plans vectoriels de 
R 3 , qui a une application lineaire i associe Im £, est de classe C°° (voir l’exercice E.49). 
L’application de C/ 2 (R 3 ) dans l’espace vectoriel de dimension finie End(R 3 ) des applications 
lineaires de R 3 dans lui-meme, qui a un plan vectoriel P associe le projecteur orthogonal 
sur P, est de classe C°° (voir l’exercice E.48). L’application devaluation de End(R 3 ) x R 3 
dans R 3 , definie par (f,u) 1 —> f(u), est bilineaire, done de classe C°°. Comme restriction 
a la sous-variete M d’une composition d’applications de classe C°°, le champ de vecteurs 
X : M -> R 3 est bien C°°.} 

De meme, le champ de vecteurs Z sur M, projection orthogonale de sur les plans 
tangents a M. est C°° et s’annule en (x, y,z) € M si et seulement si ^ = 0 et ^ = 0. 
Supposons x et y non nuls (les seuls points ou le plan tangent M est horizontal sinon sont 
(±\/l3,0, ±12), (0,0, ±12), (0, ±72973, ±^# 1 ) par ( 2 ), soit 10 zeros pour Z ). Compte 
tenu des formules de (1), l’equation ^ = 0 s’ecrit —16x(16 — x 2 — y 2 ) = 0. On ne 

peut avoir 16 — x 2 — y 2 = 0, car ^ est non nul en un tel point par (1). Done x = 0, ce qui 
a ete exclu. Done Z ne possede pas d’autres zeros que ceux deja obtenus. 



(4) Puisque / est constante sur les orbites de T, la sous-variete M est bien invariante par 
r. De plus, le groupe fini T agit librement sur M 3 prive de l’axe des x, done agit librement 
sur M prive des six points ou z = 0, y = 0 et x = —4, —3, —1,1, 3,4. Par le theoreme des 
revetements, l’espace topologique quotient T\M est une variete topologique sauf peut-etre 
au voisinage des images de ces six points. En exprimant localement au voisinage de ces 
points M comme graphe d’une fonction dehnie sur un disque ouvert de son plan tangent 
et invariante aussi par l’application w 1 —)■ —w, on voit que l’espace topologique quotient est 
localement homeomorphe, en les points potentiellement douteux, au quotient d’un disque 
ouvert par w 1 — > —w, qui est encore homeomorphe au disque. 
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(6) Par symetrie, on peut supposer que y > 0, z > 0. Dans la region x > 0, y > 0, z > 0, la 
surface M est le graphe £ d’une fonction continue au dessus du domaine du plan z = 0, 
defini par x > 0, y > 0,16 — x 2 — y 2 > 0, (x — 2) 2 + y 2 — 1 > 0. Conime fl est compact, £ 
Test. 

Sur l’arc <9i£ du bord de £ au-dessus de l’arc {0} x [0,4] x {0}, le champ de vecteur 
X est transverse a cet arc, rentrant dans £. En outre de d \£ et des zeros du champ de 
vecteurs X (les points (1,0,0), (3,0, 0) et (4,0,0)), le bord de £ est compose de quatres 
courbes ouvertes qui sont des courbes integrates du champ de vecteurs X, car elles sont 
tangentes a X, qui ne s’annule pas sur elles. 

Par compacite de M, le champ de vecteurs X est complet, done son hot est defini 
pour tous les temps. Soit (0, yo,zo) € M avec yo > 0 et zq > 0, et c : t i->- cj>t(0, yo, zo) 
la courbe integrale de X d’origine (0,yo; z o)- P ar l es proprietes du bord de £, la courbe 
integrale c doit rester dans £. Par compacite de £, elle doit s’accumuler en un point de £, 
et l’ensemble d’accumulation est connexe. Par le theoreme du redressement d’un champ de 
vecteurs en un point non singulier, il ne peut s’agir ni d’un point interieur de £, ni d’un 
point du bord de £ autre que (1,0,0), (3,0,0) ou (4,0,0). Au voisinage du point (1,0,0), 
la projection orthogonale sur l’espace tangent a M du champ ^ a une composante non 
nulle sur sauf sur l’arc au dessus de [0,1] x {0} x {0}, ce qui force la courbe integrale 
c a s’eloigner vers les y > 0. Done il ne peut y avoir convergence vers (1,0,0). On exclut 
de riierrie une convergence vers le point (3,0,0). D’ou le resultat. 



(7) Montrons que M est homeomorphe (en fait on peut montrer C°°-diffeomorphe) a la 
somme connexe de deux tores (l’unique, a homeomorphisme (en fait a C°°-diffeomorphisme) 
pres, surface compacte connexe orientable de genre 2), et que T\M est homeomorphe a la 
sphere § 2 - 
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Comme X est un graphe au-dessus de fl, l’espace X est homeomorphe a 12 (par la 
projection verticale). L’espace topologique M est obtenu en recollant les huit images de X 
par (x, y, z ) >-)• (±x, ±y, ±z). La reunion X 2 de X et de son image par (x, y , z) e-x (x, —y, z) 
est homeomorphe au domaine annulaire A = {(x, y) € M 2 : x > 0 ,x 2 + y 2 < 16, (x — 
2 ) 2 + y 2 > 1} (toujours par projection verticale). La reunion X 4 de X 2 et de son image 
par (x, y, z) 1 —X (x, y, —z) est done homeomorphe au recollement de deux copies de A par 
l’identite sur le bord (x — 2) 2 + y 2 = 1 et sur Pare de bord {(x, y) € M 2 : x > 0, x 2 + y 2 = 
16}, qui est homeomorphe au tore prive d’un disque. Done M, reunion de X 4 et de son 
image par (x,y,z) (—x,y,z), est homeomorphe a la somme connexe de deux tores. 

L’espace topologique T\M est l’espace topologique quotient de la reunion des quatre 
images de X par (x, y, z) 1 —x (±x, y, ± 2 ), par la relation d’equivalence identifiant (x, 0, z) 
(x,0,— z). Celle-ci ecrase en un segment chaque composante connexe de Pintersection de 
M avec le plan y = 0. II n’est pas difficile de voir que le resultat en decoule (voir la figure 
suivant le point (4)). 

Scheme E.87 La regularite sous-entendue est C°°. 

(1) Soient x € M, et </> : U —>• B(0, 1) un diffeomorphisme local entre un voisinage 
ouvert U de x et la boule ouverte unite de R n . Soit y € U. On dehnit un champ de 
vecteurs (constant, done complet) X sur B( 0,1) par X(a) = <j>(y) — 0(x). Son hot envoie 
0(x) sur 0(y) en temps fini. Quitte a multiplier X par une fonction C°° nulle au voisinage 
du bord de B( 0,1), on peut supposer que X est nul au voisinage du bord de B( 0,1), et on 
peut done le tirer en arriere par 0 pour obtenir un champ de vecteurs sur M, nul hors de 
U, et dont le hot est defini pour tout temps et envoie x sur y au bout d’un certain temps r. 
Le temps t de ce hot donne un diffeomorphisme de M envoyant x sur y. Quitte a prendre 
U relativement compact, on peut supposer que ce diffeomorphisme est l’identite en dehors 
d’un compact de M. 

Maintenant, si y est un point quelconque de M, comme M est connexe, done connexe 
par arcs, soit 7 : [0,1] —>• M un chemin (continu) de x a y. On recouvre l’image (compacte) 
de 7 par un nombre fini de domaines de cartes locales Uj de M a valeurs dans B( 0 , 1). Si 
{ti)o<i< n est une subdivision suffisamment fine de [0, 1 ], avec to = 0 et t n = 1 , alors les 
points Xj = 7 (tj) et Xj+i sont dans un meme Uj i . Si fa : M —>• M est un diffeomorphisme 
envoyant x* sur Xj +1 (voir l’alinea precedent), alors 4> n -i o ■ • • o ^ est un diffeomorphisme 
de M dans M envoyant x sur y, qui est l’identite en dehors d’un compact de M. 

(2) Comme les diffeomorphismes 0* precedents sont des applications en un temps donne 

d’un flot, le resultat decoule du fait que si (< pt)teR est le flot d’un champs de vecteurs 
complet, alors pour tout t dans M, l’application definie par (s, x) 1 —>■ cp s t(x) 

est une isotopie entre epo et ipt- 

(3) Montrons tout d’abord que l’ensemble des fc-uplets de points distincts de M est 
connexe par arcs. On raisonne par recurrence sur k, le resultat etant trivial pour k = 1. 

Soient xi,...,Xfc et yi,...,yk des points de M. Si xi = y±, le resultat decoule de 
la recurrence en considerant M — {xi}. Soient cf> : U M n une carte et a, b £ U avec 
a 7 ^ 6 ,yi. L’image par q du segment reliant <j>{a) a <fi(b) dans M n est un chemin 7 reliant 
a a b dans M. De plus, M n — [0(a), 4>(b)] est connexe puisque n > 2, done M — 7 est 
connexe. En utilisant un diffeomorphisme envoyant xi sur a et y\ sur b (son existence est 
garantie par la premiere question, en prenant un diffeomorphisme envoyant xi sur a, et un 
diffeomorphisme de M — {a} envoyant y 1 sur b et valant l’identite en dehors d’un compact 
de M — {a}), on obtient un chemin 7 ' dans M reliant xi a y 1 tel que M — r y l soit connexe, 
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et en perturbant un peu le segment reliant <p(a) a (p{b), on peut supposer que ce chemin 
evite X2, ■ ■ ■, x*,, U2, ■ ■ ■, Vk■ On utilise alors l’hypothese de recurrence dans M — 7 ' pour 
relier x 2 , ■ ■ ■, x k a y 2 , • ■ ■ ,Vk- 

Maintenant, on prend des chemins 7j deux a deux disjoints joignant Xj a y,. respective- 
ment, on fixe un petit voisinage Ui de l’image de 7*, et on prend, par la question (1), un 
diffeomorphisme /,; valant l’identite en dehors de Ui et envoyant Xi sur y,. Alors f\o - ■ - o f k 
convient. 

( 4 ) II suffit de prendre une carte 0 : t/ —>• M n et (yi,... ,y k ) des points distincts de 
U. II existe alors un diffeomorphisme / envoyant Xi sur y l . Le diffeomorphisme (po / _1 : 
f~ l {U) —> M n convient alors. 

Scheme E.88 Pour simplifier, nous supposerons que r = 00, en laissant an lecteur le soin 
d’adapter le cas general. 

( 1 ) Remarquons que m > n. Si M = M m , N = M n et ir est la submersion standard 
(xi,..., x m ) '-t (xi,..., x n ), pour tout champ de vecteurs (yi,...,y n ) ^ Z(yi,...,y n ) = 
Ya =1 Z t (yi ,..., Vn)-£j- sur N, avec Z t € C 00 (N, M), le champ de vecteurs (xi,..., x m ) 1-7 

Z(xi,... ,x m ) = J 2 i =i Zi(xi,... ,x n )-£sur M est C°° et verifie que dir x (Z(x)) = Z( 7 r(x)), 
car 7 r est lineaire. 

Montrons maintenant que pour tout x dans M, il existe un voisinage ouvert U x de x 
et un champ de vecteurs X x de classe C°° sur U x tel que T y f(X x (y )) = Y(f(y)) pour tout 
y dans U x . 

En effet, par le theoreme de forme normale des submersions, pour tout x dans M, il 
existe une carte locale ( U x ,ip ) en x avec tp(U x ) = M m et une carte locale (V,ip) en /(x) 
avec ip(V) = telle que f(U x ) C V et ip o f o = 7r. Alors le champ de vecteurs 

X x = <p*( ip*{Y\y) ) convient. En effet, pour tout y dans U x , comme Tf^ip est bijective, 
il suffit de montrer que Tf( y \ip{Tyf{X x (y))) = Tfi y ^ip(Y(f(y))). Or le premier membre, 

par la definition de l’image reciproque par ip du champ de vecteurs ip*{Y\v) l e theoreme 
de derivation des fonctions composees, vaut T,^r y \ (ip 0/0 p~ 1 )( ip*(Y\y) (p(y))), done par 
definition de Z 1 —> Z, ceci vaut ‘>p*(Y\y)('rr(ip(y))) = ip*(Y\y){ip o f(y)), et par definition de 
l’image directe d’un champ de vecteurs, le resultat en decoule. 

Enfin, soit (< p x ) x &M une partition de l’unite C°° subordonnee au recouvrement ouvert 
(U x ) x£ m- Posons X = 'P> 2 x£ mVxX x , qui est un champ de vecteurs C°°, car cette somme 
est finie au voisinage de tout point. Par linearite des applications tangentes, par le fait que 
le support de p x soit contenu dans U x , et par le fait que la somme de la famille {<p x )x£M 
vaille 1 , on a done, pour tout y dans M, 

Tyf (X(y)) = J 2 <P*(y) Tyf(.X x (y)) = Y, My) Y(f(y )) = Y(f(y)) , 

x&M x&M 

le premier point qu’il fallait demontrer. 

Considerons les courbes t 1 —> f o (px,t(x ) et t 1 —> <py,t 0 f(x ), qui sont de classe C°°. 
Leurs valeurs en 0 sont egales, et elles verifient, par le theoreme de derivation des fonctions 
composees, la definition du hot local, et ce qui precede : 

^ f ° 4 >xA x ) = T <i>x,t(x)f{ x {MA x ))) = Y (f 0 <t>x,t( x )) i 
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^ (,f>Y,t of(x)=Y (0y )t o f{x)) . 

Deux fonctions qui verifient la meme equation differentielle du premier ordre et coincident 
en un point sont egales, au mo ins au voisinage de ce point, ce qui conclut. 

(2) Pour tout yo dans N, soit (17, p) une carte locale en yo, le champ de vecteurs constant 
egal a T yo p(ei ) sur p(U), u une fonction C°° sur p(U), valant 1 au voisinage de p(yo) et de 
support contenu dans p(U ). Alors Y t = p*(a Zi ), prolonge par 0 en dehors de U, convient. 

Par le theoreme d’inversion locale, il suffit de montrer que la differentielle en (0,..., 0) 
de l’application (t\,... ,t n ) H > (f> y ' '°4 > Y ri ,t ri (yo)^ qui est de classe C°°, est inversible. Or, 
par le theoreme de derivation des fonctions composees, par l’equation differentielle verifiee 
par le hot d’un champ de vecteurs, et comme tpY.o = id, la differentielle de cette application 
envoie la base canonique de W 1 sur (Y\ (i/o)- • • •, Y n (yo)), i.e. sur la base (ei,..., e n ) de T yo N, 
done elle est inversible. 

(3) Par (2) et (1), notons U un voisinage de yo dans N, Yi,... ,Y n des champs de vecteurs 

sur N tels que 6 : (ti,... ,t n ) ^ o • • • o <pY n t n (yo) soit un diffeomorphisme local en 

0, et X \,..., X n des champs de vecteurs C°° sur M tels que T x f(Xi(x)) = Yi(f(x )) pour 
tout x dans X. Par compacite de F, il existe e > 0 tel que le hot local <j>x it t du champ 
de vecteurs A,; soit defini au moins sur le temps ] — e, e [ en tout point de F, done d’un 
voisinage de F quitte a reduire e, et pour tout i. Posons ip' : Fx ] — e, e [ n —>• M definie 
(quitte a reduire e) par (x, (t\,... , t n )) i->- cj>Xi,ti o ■■■ o 4>x„.t„( x )> d u i es t C°°. Notons 
ip : F x U —>• M l’application definie, quitte a reduire U, par p(y,x) = p 'Par 
la question ( 1 ), 


/ o o ■ ■ ■ o (j) Xn ,t n {x) = ^y 1)tl o ■ ■ ■ o ^y n ,q(/(x)) , 

done / o p(y, x) = y. Pour montrer que p est un C°°-diffeomorphisme sur un voisinage de 
F dans M quitte a reduire U, il suffit de montrer que p' l’est quitte a reduire e. Or, quitte 
a reduire les domaines, 

til y (.*fix n , pr n o 9~ l 0 /(u) O • • • O (f>Xi, pno 6~ 1 o/(m) °/(^)) 

est une application C°°, inverse de p'. 

(4) Si / est propre, alors toute fibre est compacte, et le resultat precedent montre l’existence 
de trivialisations locales au-dessus d’un voisinage de chaque point de N, par surjectivite, 
d’ou le resultat. 

Scheme E.89 (1) Soit n la dimension de M. 

Soit x un point de l’ouvert Comme / est une submersion en x, par le theoreme 

de forme normale locale des submersions, il existe un ouvert V de M n contenant 0 , un 
voisinage ouvert U x de x, contenu dans /^ 1 (7), et un C°°-diffeomorphisme local p : V —>■ U x 
envoyant 0 sur x tel que, au voisinage de 0, 


fop(ti,...,t n ) = h + f(x) . 


Pour tout y dans U x . posons 


X x (y)=T tp - 1{y) p(J^) , 
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qui appartient bien a T y M. Alors on a 


T y f(X x (y)) 


T <P~Hy)(f ° <f) 



d_ 

dx 


[Une autre maniere est de prendre une carte locale (U' x , ip) en x, et en posant g = /o<£> , 

qui est definie sur un ouvert de M n (muni de son produit scalaire usuel), de poser, pour 
tout y dans U x . 


X x {y) — T^^ip 


-i ( g rad ^(y)g 

V Ilgrad^H 5 


en rappelant que Tf(j(Y) = (grad t g|V).] 

Comme / est continue et M compacte, le sous-espace f~ 1 ([a,b]) est ferme done com¬ 
pact. Soient x\,... ,Xk dans / _ 1 ([a, b ]) tels que / _ 1 ([a, b ]) soit reconvert par U X1 , ..., U Xk . 
Soit (tpi ,..., ipk+i) une partition de l’unite C°° subordonnee au recouvrement ouvert 
(U xl ,...,U Xk ,M - / _1 ([a, b]). Posons 


k 

A = ^ ] PiX Xi , 

i= 1 


ce qui a un sens, car (pi est nulle en dehors de U Xi , et definit un champ de vecteurs C°° sur 
M, nul en dehors de / -1 (/). Alors pour tout x dans /'^ 1 ([a, 6 ]), on a par linearite de T x f, 


T x f(X(x)) = '^Tip i (x)T x f(X Xi (x)) = '^Tip i (x) 


1=1 


1=1 


d_ 

dx 


d_ 

dx 


car ifk+i{x) = 0 . 

[Void une maniere globale de resoudre le probleme. Par le theoreme du plongement 
(qui utilise des partitions de l’unite), on peut considerer que M est une sous-variete de 
M. N . Pour tout t dans /, qui est une valeur reguliere de / contenue dans l’image, chaque 
surface de niveau f~ 1 (t) est une sous-variete C°° compacte de codimension 1. Pour tout x 
dans /” 1 (t), notons A x le sous-espace vectoriel de T X M tangent a la fibre /^ 1 (t), et Ajp son 
supplementaire orthogonal dans T X M pour le produit scalaire usuel de M. N . Alors la restric¬ 
tion de T x f est un isomorphisme lineaire de A x sur T^M = M. Soit ip : M —>• M une fonction 
C°° a support contenue dans /, valant 1 sur [a, b\. Notons X(x) = {T x f^x^ 1 (<p(f(x))-^:) 
pour x dans / _1 (/), prolonge par 0 en dehors de / _1 (/), qui est bien C°°. Alors le champ 
de vecteurs X convient.] 

(2) Comme M est compacte, le hot de X est defini sur M X M. Montrons que pour tout t 
dans M et tout x dans / _ 1 (a), on a f(cj)t(x )) = a + t. En effet, e’est vrai en t = 0 et 

±(f(Mx))) = T Mx] f(X(Mx))) = 1 - 

L’application ^ : /~ 1 (a)x]a, b[—> /” 1 (]a, 6 [) definie par 


(x,t) ^ 4> t -a(x) 


est done un C°°-diffeomorphisme tel que / o ij;(x,t) = a + (t — a) = t, ce qu’il fallait 
demontrer. 
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(3) Soit / : T 2 -> R une application C°°, supposons par l’absurde que / ne possede que 
denx points critiques. Comme M est compacte, soient a et f3 le minimum et le maximum 
de / respectivement (qui sont distincts sinon tout point de T 2 serait critique). Soit x 
1’unique point tel que f(x) = a et y l’unique point tel que f(y) = (3. Soient U et V deux 
voisinages de x et y respectivement, homeomorphes a M 2 . Soit e > 0 suffisamment petit 
pour que / _1 (a + e) soit contenu dans U et / -1 (/3 — e) soit contenu dans V. Comme a + e 
et (3 — e appartiennent a l’image de /, les sous-espaces fermes done compacts / -1 (a + e) et 
f~ 1 (f3 — e) sont des sous-varietes compactes de dimension 1 de T 2 . (Attention, une courbe 
de niveau n’est pas forcement connexe.) Done ce sont des unions disjointes finies de cercles, 
par la classification des varietes de dimension 1. Comme U et V sont homeomorphes an 
plan euclidien, le theoreme de Jordan nous dit que chacun de ces cercles est le bord d’un 
disque. Comme il n’y a qu’un seul minimum/maximum (local), f~ 1 (a + e) et / _1 (/3 — e) 
sont done des cercles. Par le resultat precedent, f~ 1 (]a + e,(3 — e[) est homeomorphe a un 
cylindre, et done T 2 est homeomorphe a la sphere § 2 - Ceci est une contradiction, car par 
le theoreme de Jordan, tout cercle plonge dans §2 separe en deux composantes connexes, 
alors qu’il existe des cercles plonges dans T 2 qui ne disconnectent pas T 2 . 

Une maniere d’eviter le theoreme de Jordan est de dire que le complementaire des deux 
points minimum et maximum est une union disjointe de cylindres ouverts, et que dans 
une variete connexe de dimension 2 comme le tore, le complementaire de deux points est 
encore connexe, done il ne peut y avoir qu’un seul cylindre. Maintenant, le compactifie 
d’un cylindre par deux points distincts est forcement homeomorphe a la sphere §2 (p ar le 
meme genre d’argument qui montre que le compactifie d’Alexandrov du plan est la sphere). 
Il reste alors a montrer que la sphere et le tore ne sont pas homeomorphes. Mais pour cela, 
il suffit de remarquer que le complementaire d’un point dans la sphere est homeomorphe 
an disque, done simplement connexe (ou contractile), tandis que le complementaire d’un 
point dans le tore a le meme type d’homotopie que le bouquet de deux cercles, qui n’est 
pas simplement connexe (ou contractile). 

(4) Les dessins ci-dessous, qui s’expliquent d’eux-memes, representent 

- les lignes de niveau d’une fonction C°° sur le tore ayant trois points critiques, 
(bien qu’il n’y en ait pas besoin pour cet exercice, on verifiera que l’espace quotient d’un 
hexagone par les identideations (preservant l’orientation) des cotes opposes d’un hexagone 
est homeomorphe au tore). 

- le lieu de positivite (grise) d’une fonction reelle C°° sur le plan, periodique par le 
reseau equilateral, et ayant exactement trois orbites de points critiques, 
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— un modele polyedral du graphe d’nne telle fonction, qui est nulle sur le quadrillage 
equilateral du plan, que l’on peut lisser pour rendre C°°. 
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(5) Pour g > 2, on considere un {Ag + 2)-gone P regulier (voir la figure ci-dessous oil 
g = 2). On recolle deux aretes opposees en renversant leur orientation donnee par le 
sens trigonometrique. Les sommets de P se partage en deux classes d’equivalence sous 
ce recollement, de meme cardinal, notees x et y. II n’est pas difficile de voir que l’espace 
topologique obtenu £ est une surface compacte connexe, soinme connexe de g tores T 2 , 
que l’on peut munir d’une structure de variete differentielle C°°. Soit z le centre de P. On 
considere un (2 g + l)-gone regulier P' inscrit dans P, dont les sommets sont les sommets 
de P dans x. II est alors facile de construire une application C°° sur £, ayant trois points 
critiques x, y, z, dont les lignes de niveau dans P ', outre 2 et le bord de P', sont des cercles 
entourant z. 
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Scheme E.90 (1) La differentielle de / est donnee par T t f{d/dt) = X(f(t )) / 0. Ainsi, / 
est une immersion, c’est done un diffeomorphisme local, et son image est ouverte. Montrons 
qu’elle est egalement fermee. Soit y E /(/). L’application g : t 4>t(y) est definie sur un 
voisinage ] — e, e[ de 0 dans M, et est encore un diffeomorphisme local. Son image g(] — e, e[) 
est done un voisinage de y, et rencontre /(/). II existe done s € ] — e, e[ et t € I tels que 
4>s(y) = M x o), puis y = (j)t- s (xo) appartient a /(/). 

Par connexite, l’image de / est egale a M. 

( 2 ) Si / est injective, c’est une immersion bijective. C’est done un diffeomorphisme 
entre I et M. 

(3) Supposons qu’il existe deux points t et t+s dans / avec s > 0 tels que f(t) = f(t+s). 
En composant par on obtient /(0) = /( s ), i.e. <f> s {x o) = xq. On en deduit que I+s = I, 
puis / = M. De plus, {s € M : (j) s (x o) = Xo} est un sous-groupe ferme de M, non reduit a 0 
et non egal a M (puisque / est un diffeomorphisme local en xq). Par consequent, il est de la 
forme rZ avec r > 0. Pour tout t E R, on a f(t + r) = f(t). Ainsi, / induit une application 
/ : M/rZ —>• M. Comme / est une immersion, / est aussi immersive. Par definition de r, 
elle est injective. Elle est egalement surjective, c’est done un diffeomorphisme. 

a) Soit 7 T la projection canonique de M dans M. Chaque point de M a deux preimages 
par 7 r, qui correspondent au choix d’une demi-droite dans T X M. Si <j> : U —>• M est une carte 
locale de M, on en deduit une application <j) : tt~ 1 (U) — y M x { — 1,1}, et ces applications 
sont C°° compatibles. Elies dehnissent done une structure de variete sur M, pour laquelle 
7 T est manifestement un revetement a deux feuillets (voir l’exercice E.183). 

b) Un point y de M s’ecrit (x, MLv) ou v est un vecteur non nul de T X M. La pro¬ 
jection 7 T induit un isomorphisme canonique entre T y M et T X M. Ainsi, donne une 

demi-droite canonique dans T y M. On dira qu’un vecteur appartenant a cette demi-droite 
est “strictement positif”. Notons que la somme de deux vecteurs strictement positifs est 
strictement positif. 

Pour tout y de M, il existe un champ de vecteurs X y strictement positif sur un voi¬ 
sinage ouvert U y de y et nul ailleurs. Soit (4 > y ) y£ m une partition de l’unite subordonnee 

au recouvrement {U y ) y£ ^, posons X = ^yXy C’est un champ de vecteurs sur M, 

partout strictement positif, et en particulier non nul. 

c) Supposons tout d’abord que M ne soit pas connexe. Comme 7 r : M —>• M est un 
revetement a deux feuillets, chaque composante de M est done diffeomorphe a M. En 
particulier, M porte done un champ de vecteurs partout non nul. D’apres les questions 2 
et 3, M est done diffeomorphe a M ou Si. 

Si M est connexe, il est lui-meme diffeomorphe a M ou Si, et M est obtenu en quotien- 
tant M par l’action d’un diffeomorphisme ip d’ordre 2 sans point fixe. Il n’existe pas de tel 
diffeomorphisme sur M, done M est Si. Finalement, M est diffeomorphe au quotient de Si 
par l’antipodie, qui est encore diffeomorphe a Si. 

Scheme E.91 (1) Soit 7 une courbe integrate du champ de vecteurs X a , partant d’un 
vecteur x au temps t = 0. Par definition, elle satisfait 7 '(t) = X a { 7 (t)), i.e. 7 '(t) = a — j(t). 
Apres integration, 7 (t) = (x — a)e~ l + a. Par consequent, le hot cj)^ a de X a est donne par 

< j)f a {x) = (x — a)e~ l + a. 

(2) Les differentielles de X a et Xb, vus comme fonctions de M n dans M n , sont egales a 
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Id. Par consequent, 


[Xa, X b ](x ) = -X„(x) + X b (x) = 6 - 0 . 

(3) Le champ de vecteurs (< p^ a )*(X b ) est donne par 

(#*)*(X b )(x) = (d^)-\X b (^(x))) = e t X b (c/>f a (x)) = e\b - tf*(x)) 

= e t (b — (x — a)e t — a) = e*(6 — a) — (x — a). 

En derivant cette expression en t = 0, on retrouve [X, Y](x) = b — a. 


Scheme E.92 (1) On veut que X r soit radial sortant de norme 1. On pose done 

i/x 2 + y 2 ^x a/x 2 + y 2 $y 

Pour Xg, on veut un vecteur orthogonal au precedent, dans le sens direct, de norme 1. On 
prend done 

i/x 2 + y 2 dx a/x 2 + y 2 

Pour calculer le crochet de Lie de deux champs de vecteurs X, Y sur un ouvert de M n , 
on peut appliquer la formule explicite de la proposition 4.9, qui s’ecrit sous la forme 
[X, Y](x) = dY x {X{x)) — dX x (Y(x)). On a d(Xg)(X r ) = 0 puisque, quand on bouge 
dans la direction de X r , i.e. radialement, Xg ne change pas. De plus, d(X r )(Xg) = -Xg : 
en tournant sur le cercle, la derivee du vecteur radial est le vecteur angulaire. Ainsi, 
[X r ,Xg] = -±Xg. 

On peut aussi le calculer en utilisant la formule [X, Y](x) = t=o ((0t)*Y)(x), ou (f>t 

est le Hot de X. Le Hot <pt de X r est donne par 4>t(x) = x + Sa differentielle s’ecrit 


(d(j>t) x (h) 


h t- 


— t- 


\x 


|| 3/2 


(x,h)- 


Le champ de vecteurs Xg est constant le long des trajectoires de cj)t, et orthogonal a x. Par 
consequent, 

(< hnx e )(x) = ^l—Xoix). 

Finalement, 

[X r ,X,](x) = 4 (</> t )*Xg(x) = --Xg(x). 

dt \t=o r 

II est aussi possible d’interpreter cette formule en terme de hots des champs de vecteurs 
correspondants, en utilisant la formule de l’exercice E.93 (ici, tous les Hots sont complete- 
ment explicites) 

(2) Voir l’exemple final de la partie 4.5. On a = X r , mais = rXg. 

(3) On rappelle que 

= r cos 6 cos ip 
= r sin 6 cos ip 
= r sin f . 


x 

y 

z 
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Scheme E.93 (1) Par naturalite, il suffit de supposer que M = M n et x = 0. Les 

champs de vecteurs sont alors consideres comme des applications de dans R n . On fait 
un developpement limite. On a (j)-t(x) = x — tX(x) + t —dX x (X(x )) + o(i 2 ), ou le o(f 2 ) 
est uniforme sur un voisinage de 0. On compose done les developpements limites; tous les 
termes quadratiques peuvent etre remplaces par les memes termes, mais en 0 (ce qui donne 
une erreur en 0 (t 3 )), et on obtient 

VWt o il>-t o <M0) = -tx(0 ) + f dX o(X( 0 )) - tY(-tX( 0 )) + 4 dlb(^(0)) 

+tX{-tX( 0) - tY( 0)) + § dX 0 (X( 0)) + tY{-tY{ 0)) 

+% dY 0 (Y(0)) + 0(t 3 ). 

On refait un developpement limite, on simplifie, et il reste 

t 2 [dY 0 (X(0))-dX 0 (Y(0))}. 

(2) Si les flots de X et Y commutent, la question precedente implique immediatement 
que [X, Y] = 0. Reciproquement, supposons que [X. Y] soit le champ de vecteurs nul, et 
montrons que cf> et ^ commutent. 

Premiere methode. Pour tout x dans M, on considere A(t, s ) = oi/j s (x), et on montre 
qu’il verifie ^-(t, s) = Y(A(t, s)), si bien que, a t fixe, s i —> A(t,s ) est le hot de Y, 
i.e. A(t,s ) = ip s (A(t, 0)) = ip s ° 4>t{x), ce qui conclut. On peut de nouveau supposer que 
M = M n et x = 0. 

On a = d x ^>(t,'0 s (O)).y( , i/is(O)) = F(t) (ou d x (j) designe la derivee de 4>(t,x) 

suivant la deuxieme coordonnee). On veut montrer que e’est egal a G(t ) = Y(cf>t o 
On fixe s une fois pour toutes, et on va montrer que F et G verifient la meme equation 
differentielle. Comme F( 0) = G(0), cela conclura. 

On derive. Notons que les derivees croisees commutent, si bien que (d x cj)(t, x)) = 
d x (X(cj)(t,x))) = dX(cj)(t,x))d x (f>(t,x). Ainsi, t ) = dX(4>(t,ip s (0)))F(t). Pour G, on a 

^f(t) = dY{(j)t o (f> s (0)).X((j)t o ip s ( 0)). Par nullite du crochet de Lie, e’est egal a dX((f>t ° 
ip s (0)).Y (</>t o^/; s ( 0 )), i.e. dX((f>t o^ s ( 0 ))G(t). C’est bien la meme equation differentielle que 
pour F, ce qui conclut. 

Deuxieme methode. Il suffit de voir que (f>i o ipi = o </>i, puisqu’alors on obtient la 
commutation sur tous les entiers, puis sur tous les rationnels, puis sur tous les reels. 

On fixe n grand, et on decompose le carre 1 x 1 en n 2 petits carres de cote 1/n. On 
passe alors de <f>i o (cote du bas puis cote droit) a 1)1 o ^ (cote de gauche puis cote 
du haut) par n 2 permutations, correspondant a chacun des petits carres. Mais, sur chaque 
petit carre, la question precedente assure que la taille est 0 (l/n 3 ), le O etant uniforme. 
Ainsi, -01 o 0i = -01 o 0i + 0(l/n), et on conclut en faisant tendre n vers l’infini. 

Scheme E.94 (1) On parametre un point de la sphere par l’angle 0 qu’il fait avec la 

verticale, et par un angle de rotation tp autour de l’axe vertical. 
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Le flot (fit de N consiste a se deplacer d’nne distance t le long du meridien pointant 
vers le pole nord, soit passer d’un angle 6 a un angle 6 — ifiz. Le Hot 'ifit de E consiste a se 
deplacer a 9 constant d’une distance t vers l’est, et done passer de (p a <p + 9 ^ 

Ainsi, 

ifitocfito ifi-t o (fi-t(0, <p)= [0,<p+ \ Q ~ ~— . * t ) • 

\ ZirsmO 2ir sm(0 + t/2n)) 

Quant t tend vers 0, le deplacement est equivalent a 27r f siu g ( 0 )' ^i ns L 

(2) C’est dans les deux cas le champ de vecteurs unitaires pointant vers le pole sud, 
i.e. -N. 

Scheme E.95 Quitte a passer en coordonnees locales, on peut supposer que M = M 2 et 
qu’on se place au voisinage de 0. Les champs de vecteurs X(x) et Y(x) torment alors une 
base de M 2 , si bien qu’il existe des fonctions a et b de classe C°° telles que 

[X,Y]{x) = a(x)X(x) + b(x)Y(x). 

Si / et g sont des fonctions strictement positives, on a alors 

\fX,gY] =d(gY)(fX)-d(fX)(gY) 

= fg dY(X) + fdg (X)Y - fg dX(Y) - g df (Y)X 
= fg [X, Y] + fdg (X)Y - g df (Y)X 
= ( fga- g df (Y))X + (fgb + fdg(X))Y. 

Ainsi, [fX,gY] = 0 si et seulement si fa — df(Y) = 0 et gb — dg{X) = 0. Ces deux 
equations sont similaires, et il suffit done de voir que la premiere admet une solution 
strictement positive pour conclure. 

Par le theoreme de redressement, on peut supposer que Y = On peut alors fixer la 
valeur de / arbitrairement sur {0} x M, puis resoudre l’equation differentielle sur chaque 
droite horizontale. On peut par exemple prendre 

f(x 1 ,x 2 ) = e ~f° la ( t ’ X2 '> dt . 
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Scheme E.96 (1) Soit x € M. Posons F(ti,... ,t n ) = • ■o$^(x). Alors l’application 

F est C°° et TqF = ^i(x). Ainsi, To-F est surjective, et le theoreme d’inversion locale 

montre que F(M n ) contient done un voisinage de x dans M. Par consequent, la classe 
d’equivalence de x contient un voisinage de x. On conclut comme dans l’exercice E.87 (1). 
(2) Quitte a prendre une carte locale, on peut supposer que M = M n et x = 0. 

D’apres la question precedente, l’application F est un diffeomorphisme local en 0. La 
formule rappelee en debut d’exercice montre que o o <L^ 2 t o < 4>^ 1 t (0) = t 2 [X, E](0) + 
o(f 2 ), i.e. 

F- 1 O o cDfl O 0 qK (0) = (o(t 2 )) o{t 2^ t 2 + o(t 2 )} _ 

En particulier, la troisieme composante de cette expression est non nulle si t est assez petit. 
Par continuity, 

{vr o F" 1 o o o o $^i(0) : ieR} 

contient un petit voisinage a droite de 0 dans M, de la forme [0, e]. Soient 0 < z < e, et x, y 
tels que F{x,y,z ) ~ 0. Alors, pour tous x',y on a 

F(x', y\ z) = $5 o <^t_ y O d>!j x (E(x, y, z)) 

done Fix',y', z) ~ 0. Ainsi, la classe d’equivalence de 0 contient un ensemble de la forme 

F(]-M[ 2 x[0,e[). 

On raisonne de la meme fagon pour montrer qu’elle contient un ensemble de la forme 
F(] — 5 / ,<j / [ 2 x] — e',0]). En reunissant ces deux ensembles, on obtient bien que la classe 
d’equivalence de 0 contient un voisinage de 0. On conclut encore comme dans l’exercice 
E.87 (1). 

Scheme E.97 (1) II s’agit de definir un atlas de cartes feuillete sur M. Soit x dans M. 
D’apres le theoreme des submersions, il existe un voisinage U de x, un voisinage V de 
y = /(x), un voisinage VP de 0 dans M. k et un diffeomorphisme ip : U V x W tel que 
pn ojjj = f. Quitte a reduire V, on peut supposer que e’est le domaine d’une carte 0 de N. 
Posons alors = (0,ld) o if. C’est une carte au voisinage de x, qui envoie les surfaces de 
niveau locales de / sur des morceaux de sous-espaces vectoriels {a} x R fc . Par consequent, 
l’ensemble des telles applications if definit un atlas de cartes feuillete sur M. II n’est pas 
difficile de voir que les feuilles sont les composantes connexes des fibres (attention, celles-ci 
ne sont pas forcement connexes, alors qu’une feuille si!) 

(2) Ce n’est pas le cas en general : prendre M = M 3 — {0} et / la projection sur la 
premiere coordonnee. 

(3) Dans un feuilletage de cette forme, toutes les feuilles sont fermees (et ce snt des 
sous-varietes de M). Cependant, il existe des feuilletages avec des feuilles non fermees, ou 
qui sont des sous-varietes immergees qui ne sont pas des sous-varietes (par exemple un 
feuilletage du tore par des droites de pente irratiounelle). 

Scheme E.99 (1) L’action de Z sur M x M dehnie par n : (x,t) i->- {f n (x),t + n) est 
libre et propre. Par consequent, le quotient M est canoniquement muni d’une structure de 
variete pour laquelle la projection it : M xK->M est un revetement. 

Montrons que les ensembles vr({x} X K) sont les feuilles d’un feuilletage sur M. Ce 
sont des sous-varietes immergees dans M, il reste a verifier qu’on a bien localement une 
structure produit. Mais c’est clair dans M x M, et la projection it est un diffeomorphisme 
local, puisque c’est un revetement. 
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(2) On obtient le feuilletage sur le tore T 2 par les droites de pente a. 

(3) II suffit de prendre M = R et / : x H > —x. 

(4) La donnee d’une isotopie entre Id et / permet de construire un diffeomorphisme 
deMxl tel que, si 4>(x,t) = (y,t), alors <f>(x,t + 1 ) = {f(y),t + 1 ) : on met l’isotopie entre 
les hauteurs 1/2 et 1 , et plus generalement l’isotopie composee avec f n entre les hauteurs 
n + 1/2 et n + 1 . 

Soient r l’application de M x R dans lui-meme donnee par r(x,t) = (x,t + 1), et 
Tf(x,t) = ( f(x),t + 1). On a alors un diagramme commutatif 

M x R MxR 

MxR MxR . 

Par consequent, les quotients de M x R sous 1’action de r et sous 1’action de tj sont 
diffeomorphes. Mais le premier est M x Si et le second M. 

(5) On part de M x R d , et on le munit d’une action de Z rf par n : (x, t) > (n.x, t + n). 
Cette action est libre et propre, ce qui permet de definir le quotient Z d \(M x R d ). 

Scheme E.100 (1) S’il existe x dans M tel que X(x) = 0, alors pour tout t, </>t(x) = x, 
car cj) o(x) = x et pour tout s, 

I ,-., Mx) = ° Mx) = T *-^‘ (li<=o ° Mx) ) = 0 ■ 

Ceci contredit la liberte de l’action du cercle. De plus, il est alors immediat que 1 1 —X 4>t(x) 
est le hot de X, qui est definit sur M, done X est complet. 

(2) Le champ de droites x i—X RX(r) est bien un champ de droites (car X ne s’an- 
nule pas), il est C°° (car engendre par un champ de vecteurs C°°), et done integrable 
(par exemple par le theoreme de Frobenius, car en dimension 1, ses hypotheses sont au- 
tomatiquement verihees; mais bien sur, il suffit d’appliquer directement le theoreme du 
redressement des champs de vecteurs). Pour tout x dans M, l’application g g ■ x du 
cercle dans M est une immersion C°° (car C°° et de differentielle non nulle par (1) et par 
passage au quotient de M sur le cercle), qui est injective (car l’action est libre), et de source 
compacte. Done son image, qui est l’orbite de x sous l’action du cercle, est une sous-variete 
connexe de M. Comme son espace tangent en tout point y est RX(y) (et en regardant 
par exemple dans des cartes locales, et en utilisant sa connexite), cette or bite est done une 
feuille du feuilletage integrant le champ de droites precedent. 

Scheme E.101 On considere l’ouvert U de M 3 obtenu en retirant a R 3 l’ensemble 

A = {(x, 0, arctan(x) + n 7 r /2 : x € [0, +oo[, n € Z}. 

Comme A rencontre chaque plan horizontal en exactement un point, l’ouvert U est feuillete 
par des cylindres : les traces des plans horizontaux sur U. Mais V est diffeomorphe a R 3 
(on peut “faire partir chaque trait a l’inffiii”), et on obtient done le feuilletage requis de R 3 . 
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Scheme E.102 (1) a) L’application p, qui est la restriction de l’immersion C°° injective 
(xq, ... ,x n ) i—^ (xo,... , x n ,0) a la sous-variete compacte § n de M n+1 , est un plongement 
C°°. Done son image est une sous-variete C°° de M n+2 , contenue dans la sous-variete § n +i 
de classe C°° de M n+2 , done est une sous-variete C°° de § n +i- L’application continue p 
passe bien au quotient par l’antipodie, en une injection continue Tp de IP „.(!!) dans P n+ i(M), 
qui, comme P n (M) est compact et P n+ i(M) separe, est un homeomorphisme sur son image. 
Done M = <j5(P n (M)) est, comme P n (M) car n > 1, compacte connexe. Comme </?(§ n ) 
est une sous-variete de § n+ i, et la projection canonique § n +i —> P n +i(M) est un C°°- 
diffeomorphisme local, on a bien que M = 7r(y?(S n )) est une sous-variete C°° de P n+ i(M). 

[On peut aussi utiliser l’application / : P n _|_i(M) —>■ M definie par 


[x 0 : 


: x n+ i] 


%n -\-1 


E n 

i =0 ' 


qui est une submersion C°° (en regardant dans chaque carte locale usuelle de P n +i(M)), 
dont l’image reciproque de 0 est M.] 

b) Soit X un champ de vecteurs C°° sur P n+ i(M) tel que pour tout x dans M, les 
sous-espaces vectoriels KJ(r) et T X M soient supplementaires. Alors n*X est un champ de 
vecteurs C°° sur § n +i- Les applications tangentes des C°°-diffeomorphismes locaux sont, 
en tout point, des isomorphismes lineaires. Done, pour tout x dans y?(S n ), les sous-espaces 
vectoriels M n*X(x) et T x p(S n ) sont supplementaires dans T x En particulier, la 

coordonnee de n*X(x) sur le vecteur vertical q® — de M n+2 ne s’annule pas (sinon ir*X(x) 
serait tangent a <£>(§„)). Elle a done un signe constant par continuite. Soit i : x —x 
l’antipodie, dont l’application tangente en tout point x de § n +i est l’application —id de 
T x S n +i dans T_ x = T x S n + 1 . D’une part l*tt*X(x) = (n o l)*X(x) = n*X(x), d’autre 
part L*n*X(x) = (T x l)~ 1 {X(l{x)) = — 7r*X(— x), done les signes des composantes verticales 
de n*X(x) et de ir*X(—x) sont opposes, contradiction. 

(2) a) Les elements de G sont de la forme (x, y) >->■ (ex + p,y + q) avec p, q dans Z, 
et e = 1 si q est impair, et e = — 1 sinon. Ces applications sont de composantes afhnes, 
done sont C°°. Si un tel element fixe un point (xo,yo) de M 2 , alors q = 0, done e = 1, 
done p = 0. L’action de G est done libre. Pour tout n dans N et tout (x, y) dans la 
boule B(0,n) de centre 0 et de rayon n dans M 2 , si \p\ > 2n + 1 ou \q\ > 2n + 1, alors 
| ex +p\ >\p\ — \x\>n + l>n ou ly + ^l > |g| — |y| > n + 1 > n, done B{ 0, n) ne rencontre 
qu’un nombre fini de ses images par des elements de G, et l’action est propre. 
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b) Les deux generateurs de G agissant par translation entiere sur la coordonnee ver- 
ticale, il est immediat que l’application (x,y) i->- y, qui est C°°, induit par passage an 
quotient une application 1 / : 5C —>• M/Z, qui est C°°. Pour tout y dans M, la restriction 
de la projection canonique de M dans M/Z a l’intervalle compact [y — ^,y + g], qui est 
une injection continue dans un espace separe, est un homeomorphisme sur son image, dont 
nous noterons / : ]y — 3, y + |[—> U la restrictions aux interieurs. Comme la projection 
canonique de M dans M/Z est un C°°-diffeomorphisme local, / est un C°°-diffeomorphisme. 
De meme, la restricion a M x [y — y + |] de la projection canonique ir : M 2 —>• K. induit 
un C°°-diffeomorphisme 6 de M/Zx]y — y + sur un ouvert de K, qui est 'ip~ 1 (U). En 
posant O' : M/Z X U —>• ^ _1 (C/) l’appplication definie par 0'(u,v) = 0(u, / _ 1 (u)), alors 
if) o 0'(u,v) = v, et O' est un C°°-diffeomorphisme. Done O' est une trivialisation locale de 
1 / au-dessus de U. 

c) Tout d’abord, N est bien une sous-variete C°° de K, par les memes arguments 
qu’en (1) a). Comme en (1) b), les sous-espaces vectoriels M n*Y(x) et T x ({0} x M) 
sont supplementaires dans T x M 2 , et la coordonnee de n*Y(x) sur le vecteur horizontal 

de M 2 ne s’annule pas, done a un signe constant. L’application f3 : (x,y) i->- (—x,y + 1) 
est un element de G preservant {0} x M, et dont l’application tangente en tout point 


(0, y) est l’application lineaire de matrice 


-1 

0 


Comme en (1) b), on montre que 


7r*Y(0,y) = g*ir*Y(0,y) = ( T x g ) 1 (Y(0,y + 1), done les signes des composantes horizon- 
tales de 7r*Y(0,y) et de 7r*Y(0,y + 1) sont opposes, contradiction. 


(3) Soit U un voisinage ouvert de q dans Q, et 0 : F x U U une trivialisation 
locale C°° de / au-dessus de U. Comme Q est de dimension 1, nous pouvons supposer 
que U est le domaine d’une carte locale C°° a valeurs dans M muni de sa coordonnee 
canonique x, et nous notons ^ le champ de vecteurs sur U lu dans cette carte. Notons 
Z' le champ de vecteurs sur F x U, qui en tout point (a, b) vaut l’element (0, Jj) de 
X U) = T a F x Ti,U. Soit K un voisinage ferine de q contenu dans U, et (<£> 1 ,^ 2 ) 
une partition de l’unite subordonnee au recouvrement ouvert (/ _1 (17), P — de P. 

Alors le champ de vecteurs Z = (piQ*{Z') (avec prolongement par 0 en dehors de /” 1 (17)) 
convient. 


Scheme E.103 (1) Si a = 0, alors M at b tPt q est le cercle de centre 0 et de rayon 2 dans le 
plan horizontal M 2 X {0}, done est une sous-variete C°° de dimension 1. Supposons done 
que a / 0. 

Comme l’application ( r,0,w ) 1 —> (u = rcos0,v = rsin0,w) de coordonnees cylindri- 
ques est un C°°-diffeomorphisme local de ]0,+oo[ xM 2 dans (M 2 — {0}) X M, et comme la 
propriety d’etre une sous-variete est locale, il suffit de montrer que l’ensemble M' g b q des 
(r, 0, w) tels que (r — 2 + iw) p = ae q, ^ qe+b ' > est une sous-variete de ]0, +oo[ x M 2 . Considerons 
l’application / : ]0, +oo[ xM 2 — > C telle que f(r,0,w) = (r — 2 + iw) p — ae l ( q9+b \ qui 
est clairement C°°. Notons que 0 est une valeur de /, car /(2 + a 1/,p , 0,0) = 0, et que 
M a,b,p, q = / _1 (°)- Alors > en tout p° int (r,0,w) de M' abpql on a = p(r — 2 + iw)P~\ 
pj^ = ip(r — 2 + iw) p ~ l et jjjj = aiqe l ^ qe+b ^ = iq(r — 2 + iw) p . Ces trois vecteurs du plan 
vectoriel reel C sont non nuls (car r — 2 + iw est de module a l ' p ). Ils engendrent C sauf 
s’il existe A, X' deux reels tels que iq(r — 2 + iw) = A p et iq{r — 2 + iw) = A 'ip. La premiere 
equation entraine que r — 2 = 0, la seconde que w = 0, ce qui est impossible. Done / est 
une submersion en tout point de M' a bpq , et 0 est une valeur reguliere, atteinte, de /. Le 
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result at en decoule. 


(2) a) Les champs de vecteurs A,B,C sont C°° car leurs composantes dans la base 
canonique le sont. Les vecteurs A(x,y,z ) et B(x,y,z ) sont clairement lineairement in¬ 
dependants, done engendrent un plan vectoriel. Un petit calcul immediat (en utilisant 
par exemple la formule [A, B](uj) = d w A(B(uj)) — d U] B{A{u:)) pour le crochet de champs 
de vecteurs d’un ouvert d’un espace M n ) montre que les champs A et B commutent 
(i.e. [A, B] = 0). Done par le theoreme de Frobenius, le champs de plans A, qui est C°° 
car engendre par deux champs de vecteurs C°° lineairement independants, est integrable. 
b) Le hot de A, passant a l’instant t = 0 en (xo, yo, zo), est solution du systeme diffe¬ 


rent iel 



done ses coordonnees sont x(t) = t + xq, y{t) = yo, z(t ) = V + x ot + zq = - 

Le flot de C, passant a l’instant t = 0 en (xo, yo,Zo), est solution du systeme differentiel 


r 2 

f + ~0- 



done ses coordonnees sont x(i) = xo cos t — yosint,y(t) = yocost + xosint, z(t) = zq, et 
<$ est la rotation d’angle —t autour de l’axe vertical. 

Comme ces flots sont definis sur Mxl 3 , les champs de vecteurs A et C sont complets. 

c) On remarque que C = —yA + xB est tangent a J 7 , done on subodore que chaque 
feuille de T est invariante par les flots de A et de C, ce qui permet de deviner l’equation 
des feuilles de T. 

Pour tout (xo,yo,zo) dans M 3 , notons £{ X0 ,y 0 ,z 0 ) surface d’equation z = x ~^ y - 

+ zo, qui est bien une sous-variete C°° de dimension 2 de M 3 , comme graphe de 

l’application C°° de M 2 dans M definie par (x, y) i —> - t , v — +zo- Si C est le feuilletage 
de M 3 , image reciproque du feuilletage standard de dimension 2 (par les plans horizontaux) 
de M 3 = M 2 x M par le C°°-diffeomorphisme (x, y, z) e-x (x, y, z — 1 ), alors £( X0 ,y 0 ,z 0 ) es t 

la feuille de £ passant par (xo, yo, zo)- Maintenant, comme le plan tangent a la surface ^ = 
^_+y — *o+yo +zq, en un point (x, y, z) de cette surface, a pour equation Z = xX+yY = 0, 
done contient les vecteurs A(x, y, z) et B(x, y, z), l’espace tangent a £( xo ,j/o,zo) en ( x 0iU0i %o) 
est A(xo,yo, zq). Done par unicite, C = J-, et le resultat est demontre. 

(3) a) Le sous-ensemble T est le tore de revolution standard, dont on a vu qu’il est une 
sous-variete C°° de dimension 2 de M 3 

b) On travaille en coordonnees cylindriques (r, 9, w ) sur (M 2 — {0}) x M. L’application 
/ : T §i definie par /(r, 8,w) = (r — 2 + iw) p e~ iqB (qui est bien a valeurs dans Si, car 
r — 2 + iw est de module 1) est une application C°° par restriction, et Mi^pq = / _1 (e* 6 ). 
Si e > 0 est assez petit, alors l’application ip : {M\ j, pq x T definie par 

(r, 9, w ) i—x ( r,9 — t/q , w) est une trivialisation de / au-dessus du voisinage ouvert e *] 6 - e > b + e [ 
de e lb . 

(4) a) L’application ip est clairement C°°, et son image est clairement contenue dans 

U, car < 1- Si ( u,v,w ) appartient a U, notons r = \fu 2 + v 2 et z un argument du 
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nombre complexe u + iv. Posons x = (r — 2)/(l — (r — 2) 2 — w 2 ) et y = w/{l — {r — 2) 2 —w 2 ). 
II n’est pas difficile de voir que ip~^(u,v,w) = {(x,y,z + 2mr) : n € Z}, done l’image de 
<p est bien U. 

Pour tout (uq,Vo,Wo) dans U, avec zq un argument du nombre complexe uq + iv o, 
la restriction de ^ a l 2 x]zo - + §[ est une immersion C°°, injective, done par le 

theoreme d’inversion locale, est un C°°-diffeomorpliisme sur son image, qui est un ouvert 
V de U qui contient (uq, vq, wo). 

La preimage de p~ l (V) est la reunion disjointe des ouverts M 2 x]zo + 2mr — ^,Zo + 
2nir + pom n dans Z, et la restriction de ip sur chacun de ces ouverts est un C°°- 
diffeomorphisme, done p est un revetement C°°. 

b) L’existence de ce feuilletage et de ces champs de vecteurs vient du fait que le feuille- 
tage T et les champs de vecteurs C et ^ sont invariants par translations verticales. Le 
champ de vecteurs C' est tangent a 1Z , car C est tangent a J~, et D' n’est pas tangent 
a 1Z , car n’est pas tangent a J 7 , et que la propriety d’etre tangent a un point d’une 
sous-variete est invariante par C°°-diffeomorphisme local. 



(5) a) Par les diverses proprietes d’invariance par rotation, ceci decoule du fait que 
l’application r i—>■ r/( 1 + r 2 ) converge vers 1 quand r tend vers +oo 



Scheme E.104 Nous noterons (•, •) le produit scalaire usuel sur M n et (ei,..., e n ) la base 
canonique de W 1 . 
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(1) Considerons l’application / : M 4 —> M 2 definie par ( a,b,c,d ) i->- (a 2 + b 2 + c 2 + 
d 2 ,ac— bd), qui est polynomiale, done C°°. On a /(l,0,0,0) = (1,0) et 

df( a ,b,c,d) '■ ( x i Vi z i t) ^ (2ax + 2 by + 2cz + 2 dt, az + cx — bt — dy) . 

Montrons que d/( a ^ c ^ est surjective pour tout ( a,b,c,d ) dans Mi, done / sera une sub¬ 
mersion au voisinage de tout point de Mi = / -1 ( 1,0). Par le theoreme des submersions, 
ceci montrera que M\, qui est non vide, est une sous-variete de M 4 de dimension 4 — 2 = 2, 
contenue dans la sous-variete S3, done est une sous-variete de S3. 

Soit done (a, b , c, d) G M 4 tel que a 2 + b 2 + c 2 + d 2 = 1 et ac — bd = 0. II suffit de montrer 
que le noyau de df^ a ^ tC ,d) est de dimension 2. L’un des a, b, c, d est non nul, et parce que le 
groupe des permutations de coordonnees preservant les deux polynomes a 2 + b 2 + c 2 + d 2 et 
ac—bd agit transitivement sur les coordonnees, nous pouvons supposer que a / 0. L’espace 
des solutions du systeme d’equations ax + by + cz + dt = 0 et az + cx — bt — dy = 0 est 
de dimension 2 : e’est immediat si a ^ ±c en considerant le systeme de deux equations 
d’inconnues x et z; si a = ec avec e G {±1}, alors b 7 ^ 0 car ac = bd, done le resultat est 
acquis symetriquement si b 7 ^ ±d ; sinon, comme ac = bd, on a aussi b = ed, et le systeme 
d’equations s’ecrit a{x + ez) + b(y + et) = 0 , a(x + ez) — b{y + et) = 0 , dont l’espace des 
solutions est bien de dimension 2 . 

[ Voici une autre methode, plus courte. L’application / : §3 —>■ M definie par (a, b, c, d) 1 —)• 
ac — bd est C°°, comme restriction d’application C°° a une sous-variete de M 4 . Pour tout 
x = ( a,b,c, d) dans §3, son application tangente T x f est la restriction a T X E> 3 de la forme 
lineaire l : (w, y, z, t) i->- az + cw — bt — dy. Comme (—c, d, —a, b) G T x §3 = x 1 - si (a, b, c, d) G 
Mi et £(—c,d,—a,b) = —1 7 ^ 0, l’application T x f est surjective si x G Mi, done / est une 
submersion en tout point de Mi. Par le theoreme des submersions, Mi = / _1 ( 1,0), qui est 
non vide, est une sous-variete de §3 de dimension 3 — 1 = 2.] 

(2) a) Montrons que / est une immersion C°°. Comme ceci est local, il suffit de le verifier 
au voisinage de tout point Xo G § 2 - Pour tout g dans SO(3) et x dans § 2 ) la conjugaison 
par g de la rotation d’axe Mx et d’angle n est la rotation d’angle ir et d’axe Mg(x), done 
f(g(x)) = gf(x)g^ 1 . Done par transitivite, nous pouvons supposer que xq = e±. 



Pour x proche de xo = ei dans § 2 ) le triplet (x, e 2 , 63 ) est encore une base directe de M 3 , 
que l’on orthonormalise par le precede de Gramm-Schmidt pour obtenir une base ortho- 
normee directe (x, y(x), z(x)), avec x i->- y(x) et x e> z(x) de classe C°° sur un voisinage de 
xq. Soit P x la matrice de passage de la base canonique de M 3 a la base (x, y(x), z(x)), qui 
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/ 1 0 0 

est dans S0(3), et verifie P XQ = id. Alors par definition, f(x) = P x I 0 —1 0 

V 0 0 -1 


P 


-l 


done / est C°°. De plus, pour tout h dans T xo §2 — {0}, montrons que T xo f(h ) est non 
nul. Le vecteur non nul h est tangent a un unique grand cercle passant par xq. Quitte a 
conjuguer par des rotations, on peut supposer que e’est le grand cercle horizontal, et que 
la direction de h est celle du sens trigonometrique. Quitte a normaliser, on peut aussi sup- 

cos 9 — sin # 0 

poser que h est de norme 1. Bref h = e 2 . Si go = | sin# cos# 0 ) , alors T Xo f(h) = 



d_ 

d 6 1 e=o 


9e 


1 0 0 
0-10 
0 0-1 
qui est non nul. 

[ Void deux autres methodes pour verifier que / est une immersion C 

z\ — 1 2x\X2 2x\x 3 

Pour la premiere, on verifie que /(x) = 


g e . Un petit calcul montre que T xo f(h ) = 



2X1X2 2x2 — 1 2x2X3 

2x1X3 2x2X3 2x| — 1 


en notant 


x = (xi, X2, X3), done / est C°°. Si f t j = fji est le coefficient (i,j) de /, alors = 0 si k ^ 


et = 4 Xi si i = j, ou = 2xj sinon. Done T x f : {v 1 ,v 2 ,v 3 ) H* (^2 k 




est injective (emme le montre une petite discussion sur l’annulation des Xj, sachant que 
(xi , X2, X3) / (0,0,0) ), et / est une immersion. 

Pour la seconde (la plus courte), pour tout x dans S 2 , comme f(x) vaut id sur Mx et 
—id sur x -1 , on a f(x) : y ^ 2 (x,y)x — y. Or une application d’une variete C°° a valeurs 
dans End(M n ) est C°° si et seulement si son evaluation en tout vecteur de M n est C°°, done 
/ est C°°. De plus, par restriction, pour tout h dans T X S 2 , l’application lineaire T x f{h ) est 
y 1 —)■ 2{h,y)x + 2 (x,y)h, qui en y = x vaut 2 h, done T x f(h ) est non nul si h 7 ^ 0, et T x f 
est injective, d’ou / est une immersion. ] 

Maintenant, comme une rotation est determinee par son axe et son angle, /(x) = f(y) 
si et seulement si x = ±y. Done l’application / : §2 —>• SO(3) passe au quotient en une 
application injective / : P 2(®0 = § 2 /{=tid} —> SO(3), qui est une immersion C°° car la 
projection canonique §2 —> P 2 (K) es t un C°°-diffeomorphisme local. Comme P 2(®0 es t 
compact, / est un plongement C°°, et son image, qui est aussi l’image de /, est bien une 
sous-variete C°° de SO(3), diffeomorphe par / a P 2 (^)- 


b) Toute matrice de SO(3) est conjuguee a une matrice go 


cos 9 — sin 6 0 

sin 6 cos 9 0 

0 0 1 


done est de trace 1 + 2cos# 011 # est Tangle de la rotation. Si c ^ [—1,3], alors N c est 
vide, done est une sous-variete de SO(3). Si c = —1, alors N c est l’ensemble des rotations 
d’angle 9 = n, qui est une sous-variete par a). Si c = 3, alors N c = {id}, car toute 
matrice conjuguee a l’identite est Tidentite, done N c est une sous-variete. Si c € ] — 1,3 [, 
montrons que N c est une sous-variete C°° de dimesnion 2 de SO(3). Comme le probleme 
est local, et que la conjugaison par un element de SO(3) est un C°°-diffeomorphisme de 
SO(3) preservant N c , il suffit par transitivite de montrer que N c est une sous-variete C°° au 
voisinage de go dans SO(3) si 1 + 2cos# = c. L’application tr : SO(3) —>• M est restriction 
a une sous-variete d’une application lineaire, done elle est C°° et son application tangente 
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en un point x de S0(3) est la restriction de l’application lineaire tr au sous-espace tangent 
T X S0(3). La courbe c : t gg +t est une courbe C°° tracee snr SO(3) telle que c(0) = gg, et 
tr(co) = 2sin@ 7^ 0. Done tr est une submersion en gg, et N c = tr _1 (c) est une sous-variete 
de dimension 3 — 1 = 2 au voisinage de gg. 

(3) a) Comme M est une sous-variete C°° de M n de dimension p, pour tout y dans M. 
il existe un voisinage ouvert U de y dans M n , un voisinage ouvert V de 0 dans MP et une 
immersion / de classe C°° de V dans R n , telle que / : V —>• UdM soit un homeomorphisme. 
Considerons l’application 4> : U x § p _i —>• R n x R n definie par 


(x, v ) i-)- 



dfxjv) \ 
\\dfx(.v)\\J ' 


Pour x fixe, l’application g : v 1 —> de § p _i dans R n est immersive, car en notant l 

l’application lineaire df x , on a par un calcul immediat pour tout h £ T„S p _i, 


£(h) £(v)(£(h),£(v)) £ (\\^ V )W 2 h-{£(h),£(v)) v) 

v9U "IMOII ll^)ll 3 “ ll^)ll 3 


Comme l est injective, T v g(h) ne peux s’annuler que si ||^(w)|| 2 h — (£(h),£(v)) v = 0, ce 
qui est impossible si h 7^ 0, car alors h € T v S p _i et v £ S p _i ne sont pas colineaires (ils 
sont non nuls et orthogonaux!). 

Comme / est une immersion, l’application lineaire df x est injective, done l’application </> 
est bien definie, et est de classe C°°. Elle est immersive, car sa difierentielle est triangulaire 
superieure par blocs, de bloc en haut a gauche injectif car / est une immersion, et de bloc 
en bas a droite injectif par ce qui precede. 

Par definition de T X M et de la structure de variete de TM, l’application <1> est une 
bijection de V x S p _i dans (U x M n ) n T l M. 

Comme S p _i est compacte et / : V —>■ U C M propre, l’application $ : V x § p _i dans 
(U X M ri )nT 1 M est propre, e’est done une immersion C°° qui est un homeomorphisme sur 
son image, et T X M est bien une sous-variete C°°. De plus, est une trivialisation locale 
C°° de 7r au-dessus de U n M de fibre S p _i, car ir o <f> = pr 1; et done n est une fibration 
C°° de fibre S p _i. 

[ Une autre maniere de voir que T l M est une sous-variete C°° de M n x est la 
suivante. Considerons l’application / : TM —>• M definie par (x,v) i->- ||v|| 2 , qui est C°° 
comme restriction d’application C°° a la sous-variete TM de classe C°° de W 1 x M n . Son 
application tangente Tr x v ^f en un point (x,v) de TM est la restriction a Tr x ^TM de la 
forme lineaire i : (/ii,/i2) H > 2(v,h,2}- Comme (0,v) £ T( XV \TM (comme vecteur tangent 
au temps t = 0 de la courbe t 1 —> (x, (1 + t)v) de classe C 1 tracee sur TM) et £(0,v) 7^ 0 
si v 7^ 0, on en deduit que T^ x v ^f est surjective en tout point (x,v) de T 1 ^/, et done / 
est une submersion en tout point de T l M. Done T V M = / -1 ( 1), qui est non vide, est une 
sous-variete de dimension dim TM — l = 2p— 1. ] 

En tout point du cercle Si, il existe exactement deux vecteurs tangents unitaires, l’un 
tournant dans le sens trigonometrique, l’autre dans le sens des aiguilles d’une montre. En 
identifiant M 2 avec C de maniere usuelle, on a T x Si = {(x,ix),x € §1} U {(x,—ix),x £ 
§1} C C x C, qui est bien C°°-diffeomorphe a §1 JjSi. 

b) Pour tout g dans SO(3), l’application g : §2 —> §2 est restriction de l’application 
lineaire de matrice g , done pour tout x dans SO(3), l’application T x g : T X E 2 —>• T gx S 2 
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est aussi restriction de cette application lineaire, qui preserve la norme euclidienne. Done 
Tg : (x, v) i—X (gx,T x g(v) = gv ) envoie T 1 S 2 dans lui-meme. 

Pour tout (x,v) € T 1 § 2 , notons x A v 1’unique vecteur de M 3 tel que (x,v,x A v ) soit 
une base orthonormee directe, et soit P xv la matrice de passage de la base canonique de 
M 3 a la base (x,v,x A v), qui est bien un element de SO(3). Posons : (x,v) 1 —> P xv . 
Alors <1> o Tg(x,v) = $>(gx,gv) = g<f>(x,v) car (gx) A (gv) = g(x A v) et par composition 
des matrices de passages. L’application est C°°, car les coefficients de P XjV dependent 
de maniere C°° de ceux de x, v, et elle est bijective car il existe un et un seul element de 
SO(3) envoyant une base orthonormee directe sur une autre. L’application g 1 —X (ge\ 1 ge 2 ) 
de SO(3) dans T 1 S 2 , ou ei, e 2 sont les deux premiers vecteurs de la base canonique de M 3 , 
est restriction d’une application polynomiale, done est C°°. C’est clairement l’inverse de 
4>, done $ est un C°°-diffeomorphisme. 

(4) a) On verifie que ((w, z ), (iw, ±iz)) = 0, done X et Y sont bien a valeurs dans T §3 
(et meme dans T x §3 car ±zz)|| = |in| 2 + \z \ 2 = 1). De plus, X et Y sont C°°, comme 
restrictions d’applications polynomiales. Comme S 3 est compact, les champs de vecteurs 
X et Y sont complets. Par separation des variables, comme [Z,±Z] = 0, on a [X, Y] = 0. 

b) Les vecteurs unitaires X(w,z) et Y(w,z) sont lineairement dependants sur M si et 
seulement s’il existe A dans {±1} tel que X(w,z) = A Y(w,z). Si A = 1, ceci implique que 
(w,z) € Ci et si A = — 1, ceci implique que (w,z) € C 2 . Done A est bien un champ de 
plans sur l’ouvert S 3 — (Ci U C 2 ) de la variete S 3 . Comme il est engendre en tout point par 
des champs de vecteurs C°°, il est C°°. Comme le crochet des champs de vecteurs X et Y 
engendrant A est en tout point dans A (car nul!), le champ de plans A est integrable par 
le theoreme de Frobenius. 

Pour montrer que toute courbe integrale de X ou de Y est contenue dans une feuille 
de P, il suffit par connexite de montrer que dans toute carte locale feuilletee, toute courbe 
integrale est contenue dans une feuille locale. Par naturalite des feuilletages et des courbes 
integrates par les C°°-diffeomorphismes, on peut supposer que T est le feuilletage lineaire 
standard, de feuilles les plans horizontaux. Alors X et Y sont des champs de vecteurs 
horizontaux, done leurs courbes integrales sont horizontales, done contenues dans les feuilles 
du feuilletage lineaire standard. 

c) Considerons les deux applications (t, (w, z )) >-)• (e^w, e lt z ) et (t, (w, z)) ^ (e lt w, e~ lt z) 
de R x §3 dans C 2 , d’images clairement dans §3. Alors leurs derivees par rapport an 
temps t sont respectivement les applications ( t,(w,z )) 1 —X (ie lt w,ie lt z) = X(e lt w,e lt z) 
et (t,(w,z)) 1 —X (ie lt w, — ie~ lt z) = Y(e lt w, e lt z). Par unicite du Hot local des champs de 
vecteur, la premiere application est done le hot local de X et la seconde celui de Y. 
L’application f wz est done (s,t) >—> (e ! ( s+i )'to, e*( ,s_i )z). Quitte a faire un changement de 
coordonnee lineraire a la source, ce qui ne change pas l’image, il suffit done de montrer 
que l’application g w z : ( s,t ) 1 —> (e ls w, e lt z) est d’image une sous-variete C°°-diffeomorphe 
a T 2 . 

L’application g W}Z est clairement C°°, et immersive (car son application tangente en 
tout point est la multiplication par i dans chacun des deux facteurs). 

De plus, comme une rotation est determinee par son axe et son angle, g w ,z(s,t ) = 
9w,z(s', t') si et seulement si (s,t) — (s',t') € 27tZ 2 . Done l’application g WtZ : M 2 —>• S 3 passe 
au quotient en une application injective gP^ : T 2 = M 2 /27tZ 2 —X § 3 , qui est une immersion 
C°° car la projection canonique M 2 —>• T 2 est un C°°-diffeomorphisme local. Comme T 2 est 
compact, est un plongement C°°, et son image, qui est aussi l’image de g WtZ , est bien 
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une sous-variete C°° de § 3 , diffeomorphe par g wz a T 2 . 

(5) a) L’application x i->- (x,X(x)) est C°°, car X Test, et immersive injective car sa 
premiere composante l’est, done bijective sur son image, de bijection reciproque une restric¬ 
tion d’une application lineaire, done continue. Done cette application, en tant qu’immersion 
C°° injective qui est un homeomorphisme sur son image est un plongement C°°. 

b) Soit U un voisinage ouvert de x dans R n , V un voisinage ouvert de 0 dans R p et 
/ : V —» U H M un parametrage local C°° de M. On sait que ip : V x R p —>• (17 x R n ) n TM 
definie par (x, v ) 1 —)■ (f(x),df x (v)) est un parametrage local de TM. Un calcul immediat par 
blocs, utilisant le fait que la differentielle d’une application lineaire est elle-meme, montre 
que pour tous h,k G R p , 

d<P( x ,v){h,k) = (df x (h) +d 2 f x (v,k), df x {k)j . 


Comme Tt x ^TM est l’image de la differentielle en (x, v ) du parametrage local </?, le resultat 
en decoule. 

c) Par compacite, il suffit de montrer que les points d’intersection de A et B sont isoles. 
En prenant une carte locale, on peut supposer que M = R p . Or si A et B sont transverses 
en un point d’intersection x, alors on peut ecrire au voisinage de x la sous-variete B comme 
le graphe d’une application de l’espace tangent a B en x a valeurs dans l’espace tangent a 
A en x. Ce graphe ne rencontre A, dans un voisinage de x, qu’en ce point x. 

d) Pour tout champ de vecteurs X, soit gx ■ M —>• TM l’application qui a x associe 
(x,X(x)). Notons que T x gx ■ T X M —> T( x x( x ))TM est l’application h 1 —> (h,T x X(h)). 
Comme gx est un plongement d’image Nx, le sous-espace vectoriel T^ x ^ X ( x ))^x de l’espace 
tangent T x x( x ))TM est l’image de l’application lineaire T x gx■ En particulier, pour tout 
x dans M tel que X(x) = 0, on a T^ x 0 ^Nq = T X M x {0}, et done T^ x 0 ^Nq et T^ x 0 ^Nx = 
{(h,T x X(h)) : h € T X M} sont supplementaires si et seulement si T x X est surjective. 

e) L’application X est restriction d’application lineaire, done est de classe C°°, et son 

application tangente en tout point x de §2 est la restriction a T X E >2 de cette application 
lineaire. Comme ((a, b, c), (0, —c, b)) = 0, le vecteur X(x) appartient a T X S 2 = {u € M 3 : 
(x,v) = 0} pour tout x dans § 2 - Les zeros de X sont les triplets ( a,b,c ) de §2 tels que 
b = c = 0, done sont (±1,0,0). En ces points, les sous-espaces tangents a §2 sont egaux 
au plan des deux dernieres coordonnees : T(-j_ 10 i o)S2 = {0} X R 2 . Comme : 

■L(±i,o,o )^2 —>• r c± i i 0 , 0 )S 2 est l’application ( 0 , b, c) i->- ( 0 , —c, —b) qui est surjective, le resultat 
decoule de la question precedente. 

f) Non, par la formule de Hopf donnant la caracteristique d’Euler de §2 (qui est 2) en 
fonction des indices d’un champ de vecteurs a zeros isoles en ces zeros (voir paragraphe 
6 . 6 . 2 ). 

( 6 ) a) L’action de G preserve § 3 , car |eu >| 2 + \gz\ 2 = |u ;| 2 + \z\ 2 , ainsi que C\ et C 2 . 
Tout element de G agit par une application C°° (car restriction d’une application lineaire 
a une sous-variete) sur l’ouvert §3 — (C\ U C 2 ). Le groupe G est fini (d’ordre 4), et agit 
librement sur §3 — (C\ U C 2 ), car si (ew, gz) = (w, z) et w / 0, z 7 ^ 0, alors e = g = 1. Le 
resultat decoule alors de la definition de la structure de variete quotient. 


(7) b) Par la question (4) c), on a M _i_j_ = {(if, z) € 

s/2' s/2 


w-\-z 


w—z 

±2 


±2 


Comme 


le resultat en decoule. 


: | w | = \ z \} = r J (Cx{0}). 

si et seulement si Re (wz) = 0 et que Re (a + ib)(c + id) = ac — bd, 
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Le dessin de gauche ci-dessus est l’image par la projection stereographique de pole 

(1,0, 0, 0) du tore R~ 2 (M_± _i_). Le dessin de droite est l’image par cette projection stereo- 

V2’ V2 

graphique du feuilletage Rr 2 (F) de feuilles R~ 2 {J~(w iZ )) = R~ 2 {M WtZ ). Pour experimenter 
sur MAPLE, voici des instruction possibles. 

with(plots): a:=(x~2+y~2+z~2-l)/(x~2+y"2+z~2+l): b:=2*x/(x~2+y"2+z"2+l): 
c:=2*y/(x~2+y~2+z~2+l): d:=2*z/(x“2+y“2+z~2+l): p:=(a+c)*(a-c)-(b+d)*(b-d): 
implicitplot3d(p,x=-2.4.,2.4,y=-2.4..2.4,z=-2..2, scaling=constrained, 
axes=boxed)); implicitplot3d([p-0.6,p-0.4,p,p+0.4],x=-4.,0,y=-4..4,z=-3..3, 
color=[cyan,yellow,green,red], scaling=constrained, axes=boxed)); 
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5 Groupes de Lie et espaces homogenes 

Nous renvoyons a [MT, Bou4, Die2, Die3, CSM, Hel] pour d’autres informations sur ce 
chapitre. La reference [MT] est vraiment excellente, et done vivement recommandee. 

5.1 Groupes de Lie 

• Groupes topologiques. 

Un groupe topologique est un ensemble G muni d’une structure de groupe et d’une 
structure d’espace topologique compatibles, i.e. telles que l’application 

GxG —> G 
(x,y) H- xy _1 

soit continue. II revient au meme de demander que les applications de composition (x,y) (->• 
xy et d’inverse x i—?> x^ 1 soient continues. 

Un morphisme (de groupes topologiques) entre deux groupes topologiques est un mor- 
phisme de groupes qui est continu. La collection des groupes topologiques, des ensembles 
de morphismes entre deux groupes topologiques, avec la composition des applications et 
les applications identites, est une categorie (voir l’appendice A. 6 ). Un isomorphisme de 
groupes topologiques est un isomorphisme de groupes qui est un homeomorphisme. Deux 
groupes topologiques sont isomorphes s’il existe un isomorphisme de groupes topologiques 
de l’un sur l’autre. 

La composante neutre d’un groupe topologique est la composante connexe de son ele¬ 
ment neutre. 

Soit G un groupe topologique, d’element neutre e. Defiuissons la translation a gauche 
Lg : G —^ G et la translation a droite R g : G G, respectivement par x H > gx et x H > xg- 1 . 
Ces applications sont des homeomorphismes, car continues et bijectives d’inverses L g -1 et 
R g -1 respectivement. II est a remarquer que ces applications commutent : pour tous g, h 
dans G, 

Rg o Lf j — L/j o Rg . 

Si / : G —>• G' est un morphisme de groupes, avec G' un groupe topologique, alors, pour 
tout g dans G, 

foL g = L f ( g) o f . 

Done un morphisme de groupes entre deux groupes topologiques est continu si et seulement 
s’il est continu en l’element neutre. 

Si Homeo(G) designe le groupe des homeomorphismes de G, alors les applications de 
G dans Honreo(G) definies par g i—>• L g et g >—>■ R g sont des morphismes de groupes : 

Lgh Lg O L/j, Llgh Rg O Rfa . 

(C’est pour cette deruiere propriete que l’on definit de la maniere ci-dessus la translation 
a droite. Certains ouvrages notent a tort R g l’application x xg.) En particular, L e = 
id, (Lg)- 1 = L g - 1 , R e = id, ( R g ) _1 = R g - 1 . 

Proposition 5.1 Si Go est la composante neutre d’un groupe topologique G, alors 

• Gq est un sous-groupe distingue de G, 
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• les composantes connexes de G sont les classes a gauche (ainsi que les classes a 
droite) de G modulo Go, 

• si Go est ouverte, alors le groupe topologique quotient (i.e. I’ensemble quotient muni 
des structures de groupe quotient et d’espace topologique quotient - qui est un groupe 
topologique -) G/Go est discret. 

Preuve. L’application de Gq x Gq dans G definie par (x, y ) i->- xy~ l est continue, done 
son image est contenue dans Go par connexite, done Go est un sous-groupe. Pour tout g 
dans G, l’application de Go dans G definie par x H > gxg _1 est continue, done son image 
est contenue dans Go par connexite, done Go est distingue. Le reste est immediat. □ 

Exercice E.105 Montrer que tout groupe topologique connexe est engendre par tout voi- 
sinage de son element neutre. 


• Definitions. 

Un groupe de Lie (reel) est un ensemble G muni d’une structure de groupe et d’une 
structure de variete C°° compatibles, i.e. telles que l’application 

G x G —» G 
(x,y) H- xy~ l 

soit de classe C°°. II revient au meme de demander que les applications de composition 
(x,y) i->- xy et d’inverse x i->- x _1 soient de classe C°°. 

Tout groupe de Lie, quand on oublie son atlas maximal de cartes, est un groupe topo¬ 
logique. Nous verrons dans la fin de ce paragraphe consacre a des resultats culturels ce qui 
est vrai dans le probleme reciproque. 

Notons qu’il decoule facilement de la definition que, dans un groupe de Lie G, les 
translations a gauche L 9 : G —^ G et a droite R g : G —>• G, definies respectivement par 
x i —> gx et x i —> xg~ l , sont des C°°-diffeomorphismes. 

Un morphisme (de groupes de Lie) entre deux groupes de Lie est un morphisme de 
groupes qui est de classe C°°. Notons qu’un morphisme de groupes entre deux groupes de 
Lie est C°° si et seulement s’il est C°° en e, car / o L g = Lj^ o / pour tout g dans G. La 
collection des groupes de Lie, des ensembles des morphismes entre deux groupes de Lie, 
avec la composition des applications et les applications identite, est une categorie (voir 
l’appendice A.6) : les applications identite sont des morphismes et la composition de deux 
morphismes est un morphisme. Un isomorphisme (de groupes de Lie) est un isomorphisme 
de groupes qui est un C°°-diffeomorphisme. Deux groupes de Lie sont isomorphes s’il existe 
un isomorphisme de l’un sur 1’autre. 

On definit de meme un groupe de Lie complexe (en demandant que G soit une variete 
analytique complexe, et que l’application (x,y) H > xy^ 1 soit analytique complexe), et pour 
tout corps local K, un groupe de Lie sur K (appele groupe de Lie p-adique si K = Q p ), 
voir paragraphe 2.3. Mais nous ne considererons essentiellement que des groupes de Lie 
reels dans ce cours. Comme pour les varietes, un groupe de Lie complexe admet aussi une 
structure naturelle de groupe de Lie reel. 

Soit G un groupe de Lie. Un sous-groupe de Lie de G est une partie de G qui est un 
sous-groupe de G et une sous-variete de classe C°° de G. Comme les translations a gauche 
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sont des C°°-diffeomorphismes, il suffit de verifier que cette partie est un sous-groupe et une 
sous-variete C°° au voisinage de l’element neutre. Sauf mention explicite du contraire, une 
telle partie sera toujours muni de ces deux structures. Comme celles-ci sont compatibles 
par restriction, tout sous-groupe de Lie est done un groupe de Lie. Un plongement (de 
groupes de Lie) d’un groupe de Lie H dans un groupe de Lie G est un morphisme de 
groupes de H dans G qui est un plongement de varietes C°°. L’image de H est alors un 
sous-groupe de Lie de G. 

• Exemples. 

(1) Soit G un groupe. Muni de la topologie discrete, G est un groupe topologique, que 
Ton appelle groupe discret. Si G est denombrable, alors le groupe G, muni de son atlas de 
cartes de variete de dimension 0 evident, est un groupe de Lie. 

(2) Les groupes (M, +), (M*,x), (C,+), (C*, x), munis de leur structure de variete 
analytique reelle, done C°°, evidente, sont des groupes de Lie (et les deux derniers sont des 
groupes de Lie complexes). 

(3) Le produit de deux groupes de Lie, pour la structure de groupe produit et de variete 
produit, est un groupe de Lie. 

(4) Si V est un espace vectoriel reel (resp. complexe) de dimension finie, alors le groupe 

GL(U) 

des automorphismes lineaires de V, muni de sa structure d’ouvert de l’espace vectoriel reel 
(resp. complexe) de dimension finie End(U) des applications lineaires de V dans lui-meme, 
est un groupe de Lie reel (resp. complexe). 

En effet, montrons que la composition et 1’inverse sont C°° (resp. analytiques com¬ 
plexes). La composition (/, g) >—> fog est la restriction a l’ouvert GL(U) d’une application 
bilineaire de End(U), done est C°° (resp. analytique complexe). Si g est un element de 
GL(E), alors son inverse est l’unique application / verifiant l’equation g o / — id = 0. 
Le theoreme des fonctions implicites, applique a la fonction F(g, f) = g o f — id, dont la 
differentielle partielle par rapport a la seconde variable en un point ( g , /) est l’application 
lineaire inversible Y 4 gob de End(U) dans lui-meme, montre que l’inverse g i—>■ g~ 1 est 
C°° (resp. analytique complexe). 

L’espace tangent en tout point de GL(V) est identifie a Erid(U), et le fibre tangent a 
GL(E) est identifie a pr, : GL(E) x End(U) —GL(E). 

(5) La multiplication de deux matrices carrees reelles (resp. complexes) est polyno- 
miale en les coefficients, done C°° (resp. analytique complexe). Par la formule M -1 = 
de l M *Comatrice(M) exprimant l’inverse d’une matrice inversible, l’inverse d’une matrice 
carree inversible reelle (resp. complexe) est rationnelle (de denominateur ne s’annulant pas) 
en les coefficients, done C°° (resp. analytique complexe). Done, pour K = M (resp. K = C), 
le groupe 

GL n (K), 

muni de sa structure de variete C°° (resp. analytique complexe) en tant qu’ouvert de 
l’espace vectoriel reel (resp. complexe) A4 n (M) ~ M n (resp. A4„(C) — C n ) est un groupe 
de Lie reel (resp. complexe). 

Les groupes de Lie GL(M n ) et GL n (M) sont canoniquement isomorphes, par l’applica¬ 
tion qui a un automorphisme lineaire de M n associe sa matrice dans la base canonique. 
De meme pour GL(C n ) et GL n (C). Notons que GL(M n ) est un sous-groupe de Lie reel du 
groupe de Lie reel defini par GL(C n ). 


157 



(6) L’application exponentielle x H > e x de (R, +) dans (R+,x) est un isomorphisme 
de groupes de Lie. L’application determinant x i—>■ det x de GL n (R) dans (R*, x) est un 
morphisme de groupes de Lie. Pour tout g dans G, la conjugaison i g : G —>• G definie par 
x i->- gxg~ 1 est un isomorphisme de groupes de Lie. 

Exercice E.106 Soient n,p,q des elements de N. On note I n la matrice identite n X n, 
et 

f -Ip 0 0 0 \ 

0 I q 0 0 

0 0 -Ip 0 

V 0 0 0 I q 

Montrer que les parties suivantes du groupe de Lie reel defini par GL m (C) pour un entier 
m convenable, en sont des sous-groupes de Lie, et calculer leurs dimensions : 



SL n (C) 

= {x € GL n (C) : det x = 1} 

SL n (R) 

= {x G GL n (R) : det x = 1} 

O(n) 

= {x € GL n (R) : t xx = I n } 

SO (n) 

= O(n) 0 SL n (R) 

0 (p, q ) 

— {X G GLp_|_g(IR) . xlp^qX — Ip,q\ 

SO (p, q ) 

= 0{p,q) n SL p+g (R) 

U (n) 

= {x € GL n (C) : = I n } 

SU(n) 

= U(n) 0 SL n (C) 

U (p,q) 

— {x G GLp_|_g(C) I xlpqX = Ip,q} 

SU (p,q) 

= u( P ,g)nSLp + ,(C) 

Sp n (R) 

— {x G GL2n(®0 • X J n X — Jn\ 

O n (C) 

= {x € GL n (C) : t xx = I n } 

SO n (C) 

= o„(C)nSL„(C) 

SPn(C) 

— {x G GL 2 n(C) . X J n X — Jn\ 

Sp (p, q ) 

— {x G Sp p+q (C) xKp^qX = Kpq } 

Sp*(n) 

= Sp n (C) n U(2n) 

SL(n,H) 

— {x G SL/2n(G) . Jn X — xJn\ 

SO(n,H) 

= {r G S0 2n (C) : t xJ n x = J n } 


Parmi les groupes ci-dessus, on peut montrer que seuls les groupes de Lie reels SL n (C), 
O n (C), SO n (C) et Sp n (C) ont une structure de groupe de Lie complexe qui est C°°- 
compatible avec leur structure de groupe de Lie reel. Les notations des trois derniers 
groupes ne sont pas standards. 

• Proprietes elementaires. 

Proposition 5.2 (a) Un morphisme de groupes de Lie est une application de rang cons¬ 
tant. 

(b) Un morphisme de groupes de Lie, qui est bijectif, est un isomorphisme de groupes 
de Lie. 
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Preuve. Soit / : G —> H un morphisme de groupes de Lie. 

(a) Pour tout x dans G, comme f o L x = Lft x \ o /, le theoreme de derivation des 
applications composees montre que 

Txf ° T e L x = T e Lf (j.) o T e f . 

Les translations a gauche sont des C°°-diffeomorphismes, done T e L x et T e Lj^ sont des 
isomorphismes lineaires. Par consequent, T x f et T e f ont meme rang. 

(b) Supposons / bijectif. Comme f o L x = Lf^ o / pour tout x dans G, il suffit 

de verifier que / est un C°°-diffeomorphisme local en e. Sinon, par le theoreme de forme 
normale des subimmersions (proposition 2.8) et l’injectivite de /, il existerait un voisinage 
compact V de e dans G tel que f(V) soit un ferme d’interieur vide dans H. Comme G est 
separable, il existe une suite (gj)jgN dense dans G, et en particular G = (J«gn 9iV ■ Done 
l’image f(G ) = (J igN f(gi)f(V) de / serait une union denombrable de parties fermees de 
H d’interieur vide. Comme H est metrisable, le theoreme de Baire contredirait alors la 
surjectivite de /. □ 

Proposition 5.3 Si Go est la compos ante neutre d’un groupe de Lie G, alors Go est un 
sous-groupe de Lie distingue ouvert de G, les composantes connexes de G sont les classes 
a gauche (ainsi que les classes a droite) de G modulo Go, et le groupe topologique quotient 
G/Go est discret. 

Preuve. Cela decoule de la proposition 5.1, en remarquant que Go est ouverte, ce qui 
decoule du fait que toute variete est localement connexe par arcs. □ 

La proposition suivante n’est pas completement immediate, car il existe des sous- 
varietes non fermees dans M, par exemple, mais elle n’est guere compliquee. Nous verrons 
sa reciproque, qui est vraie et plus profonde, dans le paragraphe 5.3. 

Proposition 5.4 Tout sous-groupe de Lie d’un groupe de Lie est ferme. 

Preuve. Rappelons qu’une sous-variete est localement fermee, i.e. ouverte dans son adhe¬ 
rence. Si H est un sous-groupe d’un groupe topologique G, alors son adherence H est aussi 
un sous-groupe de G. Done si H est un sous-groupe de Lie d’un groupe de Lie, alors H est 
un ouvert dense dans H. Or si g € H, alors gH est ouvert dans H, car la multiplication 
par g est un homeomorphisme de H dans lui-meme. Done gH rencontre H , et g appartient 
a H. □ 

• Culture. 

Concluons ce paragraphe en donnant quelques resultats de culture generale, dont nous 
n’aurons pas besoin dans ce cours, mais qu’il est bien utile de connaitre. 

Theoreme 5.5 (voir [God, tome II, p. 6.27]) Tout groupe de Lie G admet une unique 
structure de variete analytique reelle qui rende analytique reelle Vapplication (x,y) i->- xy^ 1 . 

Theoreme 5.6 (voir [God, tome II, p. 6.33], [Die3, page 172] et le corollaire 5.22.) Soient 
G, H deux groupes de Lie. Tout morphisme de groupes continu de G dans H est C°° (et 
meme analytique reel pour la structure precedente). □ 
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En particulier, si G est un groupe topologique, alors il existe sur G au plus une structure 
de groupe de Lie compatible avec sa structure de groupe topologique. Les deux resultats 
suivants donnent des conditions purement topologiques sur un groupe topologique pour 
qu’il en admette au moins une. 

Theoreme 5.7 (5-erne probleme de Hilbert, demontre par Gleason, voir par exemple [MZ, 
page 184]) Soit G un groupe topologique qui soit une variete topologique. Alors G admet une 
et une seule structure de groupe de Lie compatible avec sa structure de groupe topologique. 
□ 


Un groupe topologique est dit sans petit sous-groupe s’il existe un voisinage de l’identite 
qui ne contient aucun sous-groupe non trivial. Par exemple, le groupe additif Q p muni de 
sa distance usuelle (voir par exemple [Ser2]) n’est pas sans petit sous-groupe. Rappelons 
que le corps Q p est le corps complete du corps (Q) pour la distance 

e -v p (x-x') g j x x i 

0 sinon 

ou v p : Q* —>• Z est definie en notant v p {x) l’element n de Z tel que x = p n ^ avec u, v dans 
Z premiers entre eux, et non divisibles par p. En effet, si Z p est 1’adherence de Z, alors 
pour tout N, le sous-groupe p N Z p est un sous-groupe additif de Q p , proche de l’element 
neutre si N est grand. 

Notons que le groupe topologique (Q p , +) est totalement discontinu, et non discret, en 
particulier la composante neutre de 0, qui est reduite a 0, n’est pas ouverte. 

Theoreme 5.8 (Montgomery-Zippin [MZ, pages 169,163], voir aussi les problemes (5) a 
(9), pages 162 a 166, de / DieS’]) Soit G un groupe topologique localement compact, me- 
trisable separable, et sans petit sous-groupe. Alors G admet une et une seule structure de 
groupe de Lie compatible avec sa structure de groupe topologique. □ 

Enfin, citons une condition necessaire pour etre un groupe de Lie, qui montre l’im- 
portance des exemples ci-dessus. Le resultat ci-dessous dit que tout groupe de Lie est 
localement lineaire, au sens qui sera rendu precis dans la partie 5.7. 

Theoreme 5.9 (Ado, voir par exemple [Bou4, Chap. I, page 99]) Soit G un groupe de 
Lie. Alors il existe un element n dans N, un voisinage ouvert U de Velement neutre e dans 
G, et un plongement analytique reel j : U —>• GL„(M) tel que pour tons x,y dans U, si xy 
appartient a U, alors 

j(xy) = j{x)j{y) . □ 

Ceci permet theoriquement de ramener l’etude locale (mais seulement locale) des grou- 
pes de Lie a celle de GL„(M) (et de ses sous-groupes), mais cela ne serait pas tres in- 
trinseque. De plus, il existe effectivement des groupes de Lie non lineaires (i.e. qui ne se 

plongent pas dans un GL n (M)), comme le revetement universel PSL 2 (M) de PSL 2 (M), voir 
[DNF, tome 2, chap. I] et le paragraphe 5.7. Par contre, ceci permet de montrer que tout 
groupe de Lie est sans petit sous-groupe, en prouvant (en exercice, en utilisant l’application 
exponentielle de A^ n (M) dans GL n (M)) que GL n (M) est sans petit sous-groupe (mais voir 
aussi l’exercice E.119 pour une preuve directe). 
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5.2 Algebres de Lie 

Soit K un corps (commutatif). Une algebre de Lie sur K est un espace vectoriel g sur 
K muni d’une application bilineaire de g x g dans g, notee (x,y) H > [x,y\, telle que 

• V x, y € g, [y,x] = ~[x,y\, 

• V x, y, z <E g, [x, [y, z]} + [y, [z , x]] + [z, [x, y]) = 0. 

L’application (x, y) i—>■ [x, y] s’appelle le crochet de Lie de g, la premiere propriety s’appelle 
V anticommutativite, et la seconde V identite de Jacobi pour le crochet de Lie. 

Soient g,g' deux algebres de Lie. Un morphisme (d’algebres de Lie) de g dans g' est 
une application lineaire <p : g —» g 7 qui preserve les crochets de Lie, i.e. telle que 

Vx,yeg, <p([x,y]) = [tp(x), ip(y)\ . 

La collection des algebres de Lie, des ensembles des morphismes entre deux algebres 
de Lie, avec la composition des applications et les applications identite, est une categorie 
(voir l’appendice A.6) : les applications identite sont des morphismes et la composition de 
deux morphismes est un morphisme. Un isomorphisme (d’algebres de Lie) de g dans g' est 
un isomorphisme lineaire, qui preserve les crochets de Lie. Son inverse est alors aussi un 
isomorphisme d’algebres de Lie. 

Soit g une algebre de Lie. Une sous-algebre de Lie de g est un sous-espace vectoriel 
f) de g qui est stable par le crochet de g (i.e. si X, Y € b, alors [X, Y] € b). Muni de 
la restriction de ce crochet, c’est une algebre de Lie. Sauf mention explicite du contraire, 
toute sous-algebre de Lie de g sera munie de cette structure d’algebre de Lie. 

Exemples. (1) Tout espace vectoriel V sur K, muni du crochet de Lie nul, est une algebre 
de Lie sur K, dite commutative. 

(2) Si A est une algebre (associative) sur K, alors l’espace vectoriel A, muni du crochet 

[x, y\= xy-yx , 

est une algebre de Lie sur K. C’est par exemple le cas, pour tout espace vectoriel V sur 
K, de 1’algebre End(U) des endomorphismes de V, et on note 

0[(*O 

l’algebre de Lie obtenue. Pour tout n dans N — {0}, c’est aussi le cas de l’algebre Xi n (K) 
des matrices carrees n x n a coefficients dans K, et on note 

0 [ n{K) 


l’algebre de Lie obtenue. 

Si V est un espace vectoriel de dimension finie n sur K , et B une base de V, alors 
l’application, qui a un endomorphisme de V associe sa matrice dans la base B , est un 
isomorphisme d’algebres de Lie de gl(V) dans g[ n (AT) (mais il depend de la base choisie). 
Par exemple, les algebres de Lie gl (K n ) et gl n (K) sont canoniquement isomorphes, par 
l’application qui a un endomorphisme de K n associe sa matrice dans la base canonique. 

(3) Soit g une algebre de Lie sur K. Pour tout sous-corps K' de K , l’ensemble g, muni 
de son crochet et de sa structure d’espace vectoriel naturelle sur K'. est aussi une algebre de 
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Lie sur K'. En particulier, si g est une algebre de Lie complexe, nous noterons g® l’algebre 
de Lie reelle ainsi obtenue. Si K' est un sur-corps de K , alors le crochet de Lie de g s’etend 
par bilinearite de maniere unique a l’espace vectoriel g K' sur K' 

l’algebre A4 n (C) possede a la fois une structure d’algebre de Lie complexe g[ n (C) et 
une structure d’algebre de Lie reelle, que l’on peut noter pompeusement Res® gl n (C). 

(4) Si g et g' sont deux algebres de Lie sur K , alors l’espace vectoriel produit g x g', 
muni de 1’application 

[0 ,y), (x',y')] = [y,y'}) 

est une algebre de Lie sur K, appelee algebre de Lie produit. On definit de meme l’algebre 
de Lie produit d’une famille quelconque d’algebres de Lie. 

(5) Si M est une variete differentielle reelle de classe C°°, alors l’espace vectoriel reel 
T(TM) des champs de vecteurs C°° sur M, muni du crochet de Lie des champs de vec- 
teurs, est une algebre de Lie reelle (voir la proposition 4.9). Si / : M —>• N est un C°°- 
diffeomorphisme local, alors l’application f* : T(TN) —>• T(TM ) est un morphisme d’al¬ 
gebres de Lie (par les proprietes des images reciproques de champs de vecteurs, voir la 
proposition 4.9). En particulier, si / : M —>• N est un C°°-diffeomorphisme, alors l’appli- 
cation /* : T(TM) —>• T(TN) est un isomorphisme d’algebres de Lie. 

(6) Le noyau et l’image d’un morphisme d’algebres de Lie est une sous-algebre de Lie. 

(7) Soit g une algebre de Lie. Une derivation (d’algebres de Lie) de g est une application 
lineaire 5 : g —> g telle que 

V x, y € g, 5([x, y}) = [<5(x), y\ + [ x,S(y )] . 

Remarquons que l’espace des derivations de g est une sous-algebre de Lie de l’algebre de 
Lie gl(g) des endomorphismes lineaires de g, que l’on note Der(g). En effet, si 5 et 5' sont 
des derivations, alors 

5o5\[x,y}) = [dod'(x),y] + [5(ai), <5'(y)] + [5'(x), 5{y)] + [x,8od'(y)] , 

done [5, J 7 ] = 5 o 5' — 5' o 5 est encore une derivation. 

Par exemple, pour tout X dans g, l’application ad X : g —>• g definie par 

ad X (Y) = [X, Y] 

est une derivation d’algebres de Lie (parfois appelee derivation interieure) , car pour tous 
Y et Z dans g, on a 


ad X([Y,Z]) = [ad X (Y), Z} + [Y, ad X (Z)J , 
ce qui est une simple reecriture de l’identite de Jacobi. L’application 

ad : g -> Der(g) 

est un morphisme d’algebres de Lie, car pour tous X et Y dans g, on a 
ad [X, YJ (Z) = ad X o ad Y (Z) - ad Y o ad X (Z) , 
ce qui est aussi une simple reecriture de l’identite de Jacobi. 
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Exercice E.107 On note tr A la trace d’une matrice carree X, et on reprend les notations 
de Vexercice E.106. Montrer que les exemples suivants sont des sous-algebres de Lie de 
I’algebre de Lie reelle definie par gl m (C), pour un m convenable, et que sl n (C), o n (C) = 
so n (C),sp n (C) sont des sous-algebres de Lie complexes de gl m (C) ; pour un m convenable : 


Sln(C) 

= {X € 0 l n (C) : tr A = 0} 

sl „(R) 

= {A € 0 l n (M) : tr A = 0} 

o(n) 

= {A G 0 l n (M) : 4 A = -A} 

so in) 

= o(n) 

o(p,q ) 

= {A £ 0 l p+g (M) : 4 A I P) q + I V)q X = 0} 

so(p,q) 

= o(p,q) 

u(n) 

= {X £ 0 l n (C) : 4 A = -A} 

su (n) 

= u(n)nsl n (C) 

u(p, q) 

= {A £ 0 l p+ 9 (C) : 4 A I P)q + L [m A = 0} 

su{p, q) 

= u(p,g)nslp +? (C) 

sp n (M) 

= {A £ 0 [ 2 n (R) : 4 A J n + J n A = 0} 

o„(C) 

= {A £ 0 l n (C) : 4 A = -A} 

so n (C) 

= o n (C) 

Spn(C) 

= {A £ 0 l 2 n (C) : 4 A J n + J n X = 0} 

S p(p, q) 

= {A £ sp p+? (C) : 4 A K p . q + Kp q X = 0} 

sp*(n) 

= sp n (C) n su(2n) 

sl(n, H) 

= {A£sl 2 n (C) : J n A = A J n } 

so(n, H) 

= {A £ so 2 n (C) : 4 A J n + J n X = 0} 


Ainsi o (n) est l’algebre de Lie des matrices reelles n-n antisymetriques, et u(n) est 
l’algebre de Lie (reelle) des matrices complexes n-n antihermitiennes. 

Soit g une algebre de Lie sur K. Le centre de 0 est le sous-ensemble 

3 (0) = {X€0 : V E G 0, [X,Y] = 0} . 

Par l’identite de Jacobi, le sous-ensemble 3 ( 0 ) est une sous-algebre de Lie de 0 . Le resultat 
suivant est une version facile (sous l’hypothese tres particuliere d’avoir un centre trivial) du 
theoreme d’Ado de linearite des algebres de Lie de dimension finie, qui est l’etape essentielle 
de la preuve du theoreme 5.9 et sur lequel nous reviendrons (mais toujours sans donner de 
preuve) au paragraphe 5.7. 

Proposition 5.10 Une algebre de Lie sur K de dimension finie n et de centre trivial se 
plonge dans I’algebre de Lie $\ n (K). 

Preuve. L’application adjointe ad : 0 —>• 0 [( 0 ) est un morphisme d’algebres de Lie, dont 
le noyau est exactement le centre de 0 . □ 

5.3 Algebre de Lie d’un groupe de Lie. 

Soient G un groupe de Lie (reel), et T e G l’espace tangent aGen son element neutre e. 
Pour tout g dans G, rappelons que la conjugaison par g est l’isomorphisme de groupes de 


163 




Lie i g : G —>• G defini par 


ig-.x^f gxg . 

Si Aut(G) designe le groupe des automorphismes de groupes de Lie de G, il est immediat 
que l’application i : G —>• Aut(G), definie par g i g , est un morphisme de groupes : 
iggi = i g o ig' (et done i e = id). 

Notons 

Ad g = T e i g : T e G -> T e G 

l’application tangente en e de i g . L’application Ad : G —>• GL(T e G), definie par g i—x 
Ad g, est un morphisme de groupes de Lie (par le theoreme de derivation des applications 
composees et le fait que l’application deGxG dans G definie par ( g , h) H > ghg _1 soit de 
classe C°°), appele la representation adjointe de G. 

Notons 

ad = T e Ad : T e G End (T e G) 

l’application tangente en e de Ad. Pour tous X, Y dans T e G, posons 


[X,Y] = adX(Y) , 


et notons que [•, •] : T e G x T e G —>• T e G est bilineaire sur M. Si G est un groupe de Lie 
complexe, alors T e G est un espace vectoriel complexe, et [•, •] est bilineaire sur C, car T e i g 
et T e Ad sont lineaires sur C (voir la propriete (6) de la partie 3.4). 

Exemples. (1) Si G est abelien, alors i g vaut l’identite pour tout g dans G, done Ad g : 
T e G —X T e G vaut l’identite et ad : T e G —X End(T e G) est l’application nulle. 

(2) Explicitons les applications Ad, ad lorsque G = GL n (M). Comme G est un ouvert 
de A4 n (M), l’espace tangent a G en l’element neutre Id est A4 n (M). Comme i g : G —>• G 
est la restriction a l’ouvert G de A4 n (M) de l’application lineaire X i —> gXg~ l de A4 n (M) 
dans elle-meme, on a 

Ad g (X) = gXg~ l . 


Done la representation adjointe de GL n (M) est l’action par conjugaison de GL n (M) sur 

K(R). 


Notons 


Y^ e v 



l’application exponentielle des matrices. Soit X un element dans A4 n (M). Le chemin c : 
t i—X e tx est un chemin C 1 sur GL n (R), tel que c(0) = Id et c(0) = X. Done, pour tous 
X,Y dans A4 n (M), 


ad X (Y) = ((T e Ad )(X))(Y) = 4~ (e tx Ye~ tx ) = XY — YX. 

dt |t=o 


Done ad X (Y) est le crochet de Lie [X, Y] des matrices X et Y, et les notations sont 
coherentes. 

(3) De meme, si V est un espace vectoriel reel de dimension finie, et si G est le groupe de 
Lie GL(V), dont l’espace tangent en l’element neutre id est Erid(G), alors la representation 
adjointe de G est l’action de G par conjugaison sur End(G) : pour tous g dans GL(G) et 
h dans End(G), 

Ad g (h) = g o h o g~ r . 


164 


En considerant l’application exponentielle des endomorphismes, on montre de meme que 
l’application ad est le crochet de Lie des applications lineaires : pour tous g , h dans End(V), 

ad g (h) = [g, h] = g o h - h o g . 

Proposition 5.11 L’espace vectoriel T e G, muni de Vapplication (X,Y) —>• [X, Y], est une 
algebre de Lie reelle. 

Cette algebre de Lie est appelee V algebre de Lie du groupe de Lie G, et est notee g. 
Comme consequence de la formule de Jacobi (voir l’alinea precedent l’exercice E.107), 
l’application ad : g —» gl(g) est un morphisme d’algebres de Lie, appele la representation 
adjointe de g. En particulier, d’apres ce qui precede, l’algebre de Lie de GL„(M) est gl n (M), 
et pour tout espace vectoriel reel V de dimension finie, l’algebre de Lie de GL(V) est g[(C). 
De meme, si G est un groupe de Lie complexe, alors l’espace vectoriel complexe T e G muni 
de l’application (X,Y) —» [X, Y\, est une algebre de Lie complexe. 

Preuve. On considere une carte locale (U, tp) (de classe C°°) de G en 1’element neutre e, 
de sorte que ip(e) = 0. Cette carte fournit aussi une carte locale (7r~ 1 (17), Tip) pour le fibre 
tangent n : TG —>• G. On note x l’image d’un point x de U par tp, ainsi que l’image d’un 
point x de 7r _1 (C7) par T n ^ip. 

Puisque ex = xe = x et puisque le produit dans G est C°°, on a, pour tous x,y dans 
G proches de e, 

xy = x + y + B(x, y) + e(x, y) 

on B est une application bilineaire, et l’application e, ainsi que celles qui suivent, est une 
application de plusieurs variables reelles de classe C°°, definie sur un voisinage de 0, dont 
chaque terme du developpement limite en 0 contient une puissance d’ordre au moins 2 
dans au moins l’une des variables. 

En appliquant cette formule avec y = x —1 , on obtient 0 = x+x~ 1 +B(x, x _1 )+e(x, x _1 ). 
Done 

x _1 = —x + e(x) . 

Done, pour tous g, x dans G proches de e, 

gxg~ l = ( gx)g~ 1 = x + B(g,x)~ B(x, g) + e(x, g) . 

D’ou, pour tout g dans G proche de e et tout X dans T e G, 

Ad g (X) = X + B(g,X) - B(X,g) + e(g) . 

Par consequent, pour tous X. Y dans T e G , 

ad X (Y) = B(X, Y) - B(Y , X) . 

L’anticommutativite et l’identite de Jacobi de l’application (X, Y) i —> ad X (Y) se de- 
duisent alors du cas des algebres associatives. □ 

Par exemple, si G est un groupe de Lie abelien, alors son algebre de Lie g est commu¬ 
tative. 


165 










Exercice E.108 Montrer que dans le tableau suivant, le terme de droite d’une ligne est 
I’algebre de Lie du terme de gauche (voir les exercices E.106 et E.107). 


SL n (C) 

Stn(C) 

SL n (M) 

Stn(R) 

O(n) 

o 

II 

o 

SO(n) 

so(re) = o(n) 

0 (p,q) 

o(p,q) = so (p,q) 

SO (p,q) 

O 

II 

o 

U(n) 

u(n) 

SU(n) 

su(rt) 

U (p,q) 

u(p, q ) 

SU (p,q) 

su(p, q) 

S Pn (R) 

spn(R) 

O n (C) 

o n (C) = so„(C) 

SO n (C) 

50 n (C) = o„(C) 

Sp„(C) 

sp n (C) 

Sp(p, q) 

5p(p, q) 

Sp *(n) 

sp*(n) 

SL(n,H) 

sl(n, H) 

SO(n,H) 

so(n,H) 


En particular, l’algebre de Lie du groupe special lineaire est l’algebre de Lie des matrices 
de trace mille, l’algebre de Lie du groupe special orthogonal est l’algebre de Lie des matrices 
antisymetriques, et l’algebre de Lie du groupe special unitaire est l’algebre de Lie des 
matrices antihermitiennes de trace nulle. 

Proposition 5.12 Si G et G' sont des groupes de Lie, d’algebres de Lie g et g', si f : G —» 
G' est un morphisme de groupes de Lie, alors T e f : g —>• g 7 est un morphisme d’algebres de 
Lie. En particulier, pour tout g dans G, I’application Ad g : T e G —>• T e G est un morphisme 
d’algebres de Lie : 


V X, Y € g, Ad g ([X, Y]) = [Ad g (X), Ad g (E)] . 

Preuve. Pour tout g dans G, puisque / est un morphisme, 

f °i g = lf(g) o / . 

Done pour tout g dans G et tout X dans g, par le theoreme de derivation des applications 
composees, 

T e f ° (Ad g) = (Ad f{g)) ° T e f , 
et 

T e f o (ad X) = (ad Tef(X)) o T e f . 

D’ou, pour tous X, Y dans g, 


T e f([X,Y}) = [T e f(X),T e f(Y)] . 
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Le cas particular est obtenu en prenant G = G' et f = i g . 


□ 


En particular, l’espace tangent en l’element neutre a un sous-groupe de Lie H d’un 
groupe de Lie G est vine sous-algebre de Lie de l’algebre de Lie de G, qui s’identifie avec 
l’algebre de Lie de H. 

Notons que l’algebre de Lie d’un produit de groupes de Lie s’identifie avec l’algebre de 
Lie produit des algebres de Lie de ces groupes de Lie. 

II decoule aussi de la proposition 5.12 que si / : G —>• G' est un isomorphisme de 
groupes de Lie, alors T e f : g —>• g' est un isomorphisme d’algebres de Lie. 

5.4 Champs de vecteurs invariants 

Soit G un groupe de Lie (reel), d’element neutre e, et d’algebre de Lie g. 

Rappelons que la translation a gauche (resp. a droite) par un element g de G est le 
C°°-diffeomorphisme L g : G —>• G (resp. R g : G — > G) dehni par L g : x >->• gx (resp. R g : 
x (->• xg ^ 1 ), et que les applications L g et Rh commutent. 

Un champ de vecteurs X sur G est dit invariant a gauche si pour tout g dans G, on a 

(Lg)*X = X . 

On dehnit de meme un champ de vecteurs invariant a droite. Notons g T(TG) (respective- 
ment T(TG) g ) l’ensemble des champs de vecteurs C°° et invariants a gauche (respective- 
ment a droite) sur G. 


Pour tout x dans G et tout X dans g, notons 
X(x) = T e L x (X ) , 

de sorte que l’application x i —> X(x) soit un 
champ de vecteurs sur G, dit associe a X. 

G 

Proposition 5.13 (1) L’ensemble g T(TG) est une sous-algebre de Lie de I’algebre de Lie 
T(TG). 

(2) L’application de g dans T(TG) definie par 

X !->• {x !->• X(x)} 

est un isomorphisme d’algebres de Lie de g sur Cj T(TG). 

Dans la suite de ces notes, nous identiherons souvent l’algebre de Lie g d’un groupe de 
Lie G avec l’algebre de Lie g T(TG) des champs de vecteurs invariants a gauche sur G par 
l’application precedente. 

Preuve. (1) La premiere affirmation decoule du fait que les applications (L ff )* sont lineaires 
et preservent le crochet de Lie des champs de vecteurs : pour tous X, Y dans r(TCr), 

(LgUX + A Y) = ( L g \x + A (L g )*Y, (L g U[X, Y]) = [(L g )*X, (L g )*Y]) , 
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done une combinaison lineaire de champs de vecteurs invariants a gauche est encore inva¬ 
riant a gauche, et le crochet de champs de vecteurs invariants a gauche est encore invariant 
a gauche. 

(2) Soit X € 0 . Ecrivons X = ^^ t _ 0 c(t ) avec c un chemin C°° passant par e a l’instant 
t = 0. Alors X(x) = jfiu—Q xc{t). Comme la multiplication de G est C°°, le champ de 
vecteurs x H > X(x) est bien C°°. Pour tous g,x dans G, on a 

(L g )*X(x) = T g -i x L g {X(g- l x)) = T g -i x L g o T e L g -i x (X) = T e L x (X) = X(x) . 

Done le champ de vecteurs x i —> X(x) est bien invariant a gauche. II est immediat par 
construction que l’application I4{i4 A(x)} est un isomorphisme d’espaces vectoriels 
de g sur g T(TG). II reste done a demontrer que l’application X t—> {x i —> X(x)} preserve 
les crochets de Lie. 

Pour Z dans g, notons Cy la derivation associee an champ de vecteurs invariant a 
gauche Z associe a Z. Notons que, pour toute application ip : G —» M de classe C 1 , pour 
tout x dans G , et pour toute courbe t > a(t ) de classe C 1 dans G tangente en e a Z 
(i.e. a(0) = e et a(0) = Z), on a 

4 <P° 0) = 4, a W) = ° T e L x(Z) = Cztp(x) . 

at\t=o at\t=o 

Soient X, Y dans g et x dans G. Soient b et c deux courbes C 2 dans G tangentes eneal 
et Y respectivement, et / : G —>• M de classe C°°. L’application (s,t) i->- / (x b(s)c(t)b(s)^ 1 ) 
est de classe C 2 . On a, en notant A = t=Q f(xb(s)c(t)b(s)~ 1 ), 

A = £ ]s=0 T x f o T e L x o (Ad b(s))(Y) 

= T x foT e L x ([X,Y}) 

= ^[xx\^ x ^ ‘ 

De plus, par le lemme de Schwarz, 

A = m^\t=o,s=o /(*&(s)c(t)6(s)- 1 ) 

= dt\t=0 ° Rcit)- 1 ) ° TeL x {X) — di\ t —oTx C (t)f ° r ^'eI J xc{t){X) 

= Tt\t =0 /: x(f° R c(t)-^)-ft\t=o /: xf(xc(t)) 

= C T Cyf(x) - CyCyf{x) . 


Done X i —y {x i —y -X'(x)} est un isomorphisme d’algebres de Lie de g dans g T(TG). □ 

Remarque. Cette preuve fournit une nouvelle preuve de la proposition 5.11 : l’anticom- 
mutativite et l’identite de Jacobi pour le crochet de Lie de g se deduisent de celles du 
crochet de Lie des champs de vecteurs invariants a gauche. 

Etudions maintenant les proprietes de l’integration des champs de vecteurs invariants 
a gauche. Rappelons qu’un champ de vecteurs X de classe C°° est complet si son hot local 
(j> est defini sur M x M, ce qui implique que (cf>t)te R est un groupe a un parametre C°° de 
C°°-diffeomorphismes de M, voir la definition dans la proposition 4.3. La seconde assertion 
ci-dessous decoule aussi de la derniere remarque du paragraphe 4.6. 
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Proposition 5.14 Soit G un groupe de Lie et X un champ de vecteurs invariant a gauche 
sur G. Alors X est complet et, si (MteR est le fl°t de X, alors pour tous t dans K et g,g' 
dans G, on a 

Mag') = aMa') ■ 

Preuve. Puisque X est invariant a gauche, et par la propriete d’unicite du hot local de 
X , pour tout g dans G, le point (j)t{gx ) est defini si et seulement si 4>t(x) l’est, et alors 

Max ) = gM x ) ■ 

D’apres le theoreme d’existence du hot local, il existe e > 0 et un voisinage ouvert U de e 
tel que (j>t(x) soit defini pour (t,x) dans ] — 2e,+2e [ xU. Done cf>t(x) est defini pour (t,x) 
dans ] — 2e, +2e[ xgU, pour tout g dans G. Par la proposition 4.3, on en deduit que X est 
complet. D’apres ce qui precede, on a bien <t>t{gg') = g&tia') pour tous t dans M et g,g' 
dans G. □ 

Notons la jolie utilisation suivante des champs de vecteurs invariants a gauche. 
Proposition 5.15 Tout groupe de Lie est parallelisable. 

Preuve. Soit (X \, • • • , X n ) une base de g. Alors les champs de vecteurs invariants a gauche 
associes forment en tout point g de G une base de l’espace tangent a G en g. Done (voir 
l’exercice E.52), le fibre tangent de G est trivialisable. □ 

5.5 Application exponentielle 

Soit G un groupe de Lie, d’element neutre e, et soit 0 son algebre de Lie. 

Le flot des champs de vecteurs invariants a gauche permet de definir une application 
canonique cruciale de l’algebre de Lie dans son groupe de Lie. 

On appelle application exponentielle, et on note 

exp = exp G : g —>• G 

l’application definie par X i->- exp X = <fii(e), on ((j>t)teR es t le fl°t du champ de vecteurs 
invariant a gauche associe a X. 

Notons que comme un champ de vecteurs invariant a gauche est complet, le temps 1 de 
son flot est bien defini. Les exemples ci-dessous expliquent l’origine de cette terminologie. 

Exemples. (1) Si G est le groupe de Lie abelien Si = {e ie : 6 € M}, d’element neutre 
1 , alors l’espace tangent T e ;s§i en un point e lB de la sous-variete Si est le sous-espace 
vectoriel de C. Un element X de l’algebre de Lie de G est done de la forme X = ix 

pour x dans M. Le champ de vecteurs invariant a gauche associe a X est l’application 
e ld i —> X(e ie ) = ixe™. Soit (Mte R l e flot de ce champ de vecteurs (defini sur K x Si). Alors 
l’application 1 1 —)■ (j>t( 1) de K dans C est l’unique solution de l’equation differentielle 

-^M 1 ) = ix M !) 

avec condition initiale <^o(l) = 1- Done <^(1) = e lxt et 

exp X = e x . 
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Done l’application exponentielle du groupe de Lie Si, dont l’algebre de Lie est identifiee 
comme ci-dessus avec la droite des nombres complexes imaginaires purs, coincide avec 
l’exponentielle des nombres complexes. 

(2) Soit G le groupe de Lie GL„(M), d’element neutre Id, et g = gl n (R) son algebre de 
Lie. Comme la multiplication a gauche par un element de G est un endomorphisme lineaire 
de A4 n (M), pour tout X dans g, le champ de vecteurs invariant a gauche associe a X est 

9 ^ X{g) = gX , 


on gX est la multiplication des matrices g et X. Soit (4>t)t£«. le flot de ce champ de vecteurs 
(defini sur RxG). Alors l’application t H > <^(Id) de M dans G est l’unique solution de 
l’equation differentielle 


^t(Id) = (f>t(ld)X 


avec condition initiale </>o(Id) 


^ j-n 

Id. Done 4> t ( Id) = e tx = —X n et 

n\ 

n =0 


exp X = e x . 


Done l’application exponentielle du groupe de Lie GL n (M), dont l’algebre de Lie est g[ n (R), 
coincide avec l’application exponentielle des matrices. 

(3) Si V est un espace vectoriel de dimension finie, on montre de meme que l’application 
exponentielle du groupe de Lie GL(V), de l’algebre de Lie g[(V) a valeurs dans GL(V), 
coincide avec l’application exponentielle des endomorphismes. 


Proprietes. (1) Par changement de variable sur le temps dans l’equation differentielle 
definissant le flot local, pour tout X dans g, si ((j>t)teR est le flot du champ de vecteurs 
invariant a gauche associe a X, alors 

exp tX = 4>t(e) . 


(2) Par les proprietes de regularity du flot local, l’application exponentielle exp : g —X G 
est de classe C°° (et meme, ce qui peut etre utile parfois, elle est analytique reelle si G est 
muni de sa structure de variete analytique reelle canonique, voir le theoreme 5.5). 

(3) La differentielle en 0 de l’application exponentielle de G est l’application identite 
de g. 

En effet, en identifiant avec g l’espace tangent en tout point de l’espace vectoriel g, on 
obtient 

T 0 exppT) = exp(0 + tX) = (j) t (e) = X((j> Q (e)) = X . 

dt\t=o at\t=o 

(4) Par le theoreme d’inversion locale, on en deduit que l’application exponentielle est 
un C°°-diffeomorphisme local en 0 (et meme un C^-diffeomorphisme local si G est muni 
de sa structure de variete analytique reelle canonique). 

En particulier, si G est connexe, alors exp(g), qui contient un voisinage de l’identite, 
engendre G, par l’exercice E.105. Mais on prendra garde que l’application exponentielle 
n’est pas toujours surjective, voir l’exercice E.181. 
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(5) Un sous-groupe a un parametre de G est un morphisme de groupes de Lie 1 1 —> 7 * de 
M dans G, souvent note ( 7 t)teK- Par exemple, le morphisme trivial 11 —>- e est un sous-groupe 
a un parametre. Notons SGi(G) l’ensemble des sous-groupes a un parametre de G. Alors 
1’application de SGi(G) dans g definie par 

0 ■ (7t)teK ^4 It 
dt\t=o 

est une bijection, d’inverse 

O' : X (exp tX) tm . 

En effet, pour tout X dans g, par completude et la propriete (1), le hot (exp tX) t£ r est 
un sous-groupe a un parametre, et il est clair que 0 o 6' vaut l’identite. Reciproquement, 
soient ( 7 *)ten un sous-groupe a un parametre de G , X = Jj| f _ 0 7 i G 9 et X le champ de 
vecteurs invariant a gauche associe a X. En particulier, 70 = e. De plus, 

~j~. 7s = 77 7so+t = "77 1 7so7t = T e Ly (X ) = A^(7s 0 ) • 
ds\s=so dt\t=o dt\t=o 

La propriete (1) et le theoreme d’unicite des courbes integrates d’un champ de vecteurs 
montrent done que les applications t 1 -» 7 * et 1 1 —)■ exp tX coincident. 

L’exemple du groupe de Lie quotient G = M n /Z n , oil n > 1, montre qu’un sous-groupe 
a un parametre de G, meme non trivial, n’est pas forcement injectif. Par ailleurs, son 
image n’est pas forcement une sous-variete de G, il existe par exemple des sous-groupes a 
un parametre (non surjectifs) d’image dense dans G = M n /Z n pour n > 2. 

( 6 ) Soient H un groupe de Lie et / : G —> H un morphisme de groupes de Lie. Alors, 
pour tout X dans g, on a 


/(ex PgPO) = exp H (T e f{X)) . 

En effet, l’apphcation 1 1 —> f(exp G (tX)) est un sous-groupe a un parametre de H , dont la 
derivee en t = 0 est T e f(X), et on conclut par la propriete (5). 

Exemples. a) Pour tout g dans G et tout X dans g, la conjugaison i g : G G definie 
par h 1 —y ghg~ l est un morphisme de groupes de Lie, d’application tangente en e egale a 
Ad g par definition. Done 

exp (Ad g (.A)) = g (exp X) g _1 . 

b) Comme l’apphcation Ad : G —>• GL(g) est un morphisme de groupes de Lie, dont 
l’apphcation tangente en l’identite est ad, pour tout X dans g, on a 

Ad (exp X) = e ad A ' . 

c) Comme l’apphcation determinant det : GL n (M) —>• M* est un morphisme de groupes 
de Lie, dont la differentielle en Id est l’apphcation trace tr : gl n (M) —>• M, on a 

det(e A ) = e tr ( A ) . 

d) Si G est un sous-groupe de Lie de GL n (R), alors 1’exponentielle de G est la restriction 
a la sous-algebre de Lie g de gl n (M) de l’exponentielle des matrices de gl n (M) dans GL„(M). 
Il suffit en effet d’appliquer la propriete (6) a l’inclusion / : G GL n (M). 
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e) Plus generalement, si H est un sous-groupe de Lie de G, d’algebre de Lie 1) (qui est 
une sous-algebre de Lie de g), alors 


exp H = exp G | h . 


II suffit en effet d’appliquer la formule de la propriety (6) a l’inclusion i : H —l G, car T e i 
est alors l’inclusion f] —>■ g. 

(7) Pour tous X, Y dans g, si [ X , Y] = 0, alors 

exp(A + Y) = exp X exp Y . 

On fera bien attention que cette formule n’est en general pas vraie sans l’hypothese [X, Y] = 
0. Pour s’en persuader, trouver un contre-exemple pour G = GL 2 (M), et montrer que si 
la formule precedente est vraie pour tous les X , Y dans l’algebre de Lie de G, alors la 
composante neutre de G est un groupe de Lie abelien. 

Pour demontrer cette formule, remarquons que, pour tout s fixe dans M, l’application 

1 1 l exp(sAT) exp(tY) exp(— sX) 

est un sous-groupe a un parametre, dont la derivee en t = 0 est 

Ad(exp sX)(Y) = e adsX {Y) = Y 

car ad X(Y) = [X, Y] = 0. Done, par unicite, 

exp(sX) exp(ty) exp(— sX) = exp (tY) . 

Done l’application t i->- exp(tX) exp (tY) est un sous-groupe a un parametre de G, dont 
la derivee en t = 0 est X + Y. Encore une fois par unicite, on a exp(fX) exp(tY) = 
exp(f(X + Y)) pour tout t, ce qui mo litre le resultat. 

( 8 ) Calculons l’application tangente de l’application exponentielle. 


Proposition 5.16 Pour tout X dans g, I’application tangente Tx exp : g —>• T exp x G de 
l’application exponentielle en X est donnee par la formule suivante : 


T x exp = T e L exp x ° 


( e ad (- x ) - id\ 
^ ad(-X) ) 


Avant de montrer cette formule, notons que l’application Q : z i->- e y 1 si z 7 ^ 0 
et 0 el 1 est analytique complexe sur C, car elle coincide avec ~~ ■ Si / est un 

endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie, nous noterons comme d’habitude 
©(/) (ou par abus 6 J ld ) la valeur de cette serie convergente d’endomorphismes 011 nous 
avons substitue f a z. Pour tous g, h dans G et v dans T^G, notons par abus 

g-v = T h L g (v) € T gh G , 


et 

v- g = T h R g -i (v) G T hg G . 
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Avec ces notations, notons que par definition Ad g ( Z) = g ■ Z ■ g 1 (l’absence de paren- 
thesage vient du fait que L g et R g commutent). 

Preuve. II revient au rrierne de montrer que 

(exp —A) ■ Tx exp = 0(ad(—A)) . 

Soient X,Y dans g et s,t dans M. Notons fx ■ M —>• Erid(g) 1’application definie par 

fx(s) -Y s (exp (-sX)) ■ T sX exp(E) . 

En differenciant par rapport a X l’equation exp (s + t)X = exp sX exp tX, on obtient, 
pour tout Y dans g, 

(s + t)T( s+t ) X exp (Y) = s(T sX exp (A)) • (exp tX) + t(exp sX) • (' T tx exp (Y)) . 

En se ramenant dans g par (exp — (s + t)X)- , on obtient 

fx(s + t) = Ad(exp (-tX)) o f x (s ) + f x (t) = e ad (' iA ) o f x (s) + f x (t) ■ 

En derivant cette equation par rapport a t en t = 0, et comme f' x ( 0) = To exp = id, on 
obtient 

fx( s ) = Id - ad A o f x (s) . 

On verifie aisement que l’application s i —> s©(sad(—A)) est aussi une solution de cette 
equation differentielle, dont la valeur en s = 0 est 0 = f X (0). Par unicite, on a done 
fx(s) = s0(sad(—A)). En prenant s = 1, le resultat en decoule. □ 

Porisme 5.17 L’application exponentielle est un C°° -diffeomorphisme local en A € g 
si et seulement si les valeurs propres de I’endomorphisme ad A de g appartiennent a 
(C — 2inZ) U {0}. 

Preuve. Par le theoreme d’inversion locale, exp est un C°°-diffeomorpliisme local en X 
si et seulement si T\- exp est un isomorphisme lineaire. Par la proposition precedente, ceci 
equivaut au fait que 0(—ad A) n’ait pas 0 comme valeur propre. Or si A est une valeur 
propre de ad A associee au vecteur propre Y\, alors 0(— A) est une valeur propre de 
0(—ad A) associee au vecteur propre Y\. Done si Aj,..., A& sont les valeurs propres de 
ad A, alors 0(— Ai), ..., 0(— A*,) sont celles de 0(—ad A). Or 0(z) est nul si et seulement 
si 2 appartient a 2*7rZ — {0}. Le resultat en decoule. □ 

5.6 Sous-groupes de Lie immerges et sous-algebres de Lie 

Soit G un groupe de Lie, d’element neutre e, et soit g son algebre de Lie. 

Theoreme 5.18 Soit f] une sous-algebre de Lie de g. Alors il existe un couple ( H,i ) cm 
H est un groupe de Lie connexe, et i : H —>• G un morphisme injectif de groupes de Lie de 
H dans G, tel que T e i soit un isomorphisme d’algebres de Lie de l’algebre de Lie de H sur 

fl- 

Te plus, si ( H',i') est un autre tel couple, alors il existe un et un seul isomorphisme 
de groupes de Lie f : H' —>• H tel que i' = io f. 
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Un tel sous-groupe i(H) est appele un sous-groupe de Lie immerge de G, bien que ce ne 
soit pas un sous-groupe de Lie de G en general. Par exemple, lorsque G = R n /Z n ou n > 2, 
comme les sous-algebres de Lie de g = M n sont exactement les sous-espaces vectoriels de 
0 , pour la plupart des sous-algebres de Lie f] de g (et c’est le cas de toutes les droites de 
pentes irrationelles lorsque n = 2), le sous-groupe de Lie immerge i(H) d’algebre de Lie 
f) n’est pas localement ferme, done n’est pas un sous-groupe de Lie. On identifie par abus 
H avec son image par i et l’algebre de Lie de H avec son image par T e i. Notons que H 
est muni de deux topologies, sa topologie intrinseque (en tant que groupe de Lie) et sa 
topologie induite (en tant que partie de G), qui peuvent etre differentes. 

Preuve. Soit p la dimension de 1), et A le champ de p-plans invariant a gauche par G et 
valant f) en e : 

V 5 € G, A g = T e L g ( f,) . 

Ce champ de p-plans est clairement de classe C°° (et on peut remplacer C°° par 
dans toute cette preuve si G est muni de sa structure analytique reelle canonique, voir 
le theoreme 5.5). En effet, soit {X\,... ,X P ) une base de fj. Alors les champs de vecteurs 
invariants a gauche associes a X \,... ,X p sont C°° et torment en tout point g de G une 
base de A g . On applique alors la proposition 4.10. 

Puisque ti est une sous-algebre de Lie, par la proposition 5.13, et par le theoreme de 
Frobenius 4.11, le champ de p-plans A est integrable. 

Soit H la feuille du feuilletage T associe a A passant par e, munie de sa structure de 
variete C°° definie par la topologie des feuilles. On a vu an paragraphe 4.8 que l’injection 
i : H —>• G est une immersion C°° injective de H dans G. 

Montrons que H est un sous-groupe de G. Pour tout g dans G, puisque le C°°- 
diffeomorphisme L g preserve le champ de p-plans A, il preserve le feuilletage J 7 , et done 
L g (H) est la feuille de T passant par g. En particulier, si g appartient a H, alors L g (H) = 
H. On en deduit que H est stable par multiplication, ainsi que si g appartient a H , alors 
il existe h dans H tel que gh = e, ce qui implique que g -1 = h, done que g“ 1 appartient a 
H. 

Enfin, la restriction a H de l’application (x,y) i —> xy _1 est encore C°°, car cette pro¬ 
priety est locale, et car H est une sous-variete immergee C°° dans G. 

L’unicite decoule de l’unicite de la feuille d’un feuilletage integrant un champ de p-plans 
donne et passant par un point donne. □ 

Avec les identifications qui precedent cette preuve, le resultat suivant decoule imme- 
diatement du theoreme 5.18. 

Porisme 5.19 Soit G un groupe de Lie, d’algebre de Lie g. L’application qui a un sous- 
groupe de Lie immerge de G associe son algebre de Lie est une bijection de Vensemble des 
sous-groupes de Lie immerges connexes de G sur Vensemble des sous-algebres de Lie de g. 
□ 


Montrons maintenant la reciproque de la proposition 5.4. 


Theoreme 5.20 (E. Cartan) Tout sous-groupe ferme H de G est un sous-groupe de Lie 
de G. 
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Preuve. Notons f) = {X € 0 : V t £ R , exp tX € H}. C’est le candidat pour etre 
l’algebre de Lie de H. 

Etape 1. Montrons d’abord que b est vine sous-algebre de Lie de 0 . 

Comme To exp = id 0 , et puisque l’application tangente en (e, e) a la multiplication G x 
G —» G est l’application somme 0 X 0 —>• 0 , on a expX exp Y = exp(X + Y + o(||X||, ||Y||)) 
(pour n’importe quelle norme sur 0 ). Done pour tous X, Y dans 0 , t dans K et a,/3 dans 
K, on a 

lim (exp ^ a X exp —-) n = exp t(aX + /3Y) . 
n—v 00 n n 

Done, comme H est un sous-groupe ferme, le sous-ensemble b est un sous-espace vectoriel 
de 0 . Montrons que f) est une sous-algebre de Lie de 0 , i.e. que [X, Y] appartient a b pour 
tous X, Y dans b- Or 

ad X (Y) = 4- e sad X (Y) = 4~ Ad(exp sX)(Y) . 
ds | s =o ds | s =o 

II suffit done de montrer que Ad(exp sX)(Y) appartient a 1} pour tout s, e’est-a-dire que, 
pour tout t dans M, l’element exp(t Ad(exp .sX)(Y)) appartient a H. Or, par les proprietes 
de l’application exponentielle, 

exp(Ad(exp sX)(tY)) = exp sX exp tY exp(— sX) , 

ce qui conclut, car H est un sous-groupe. 

Etape 2. Montrons que H est une sous-variete de G au voisinage de e. Par translations 
a gauche, ceci montrera que H est une sous-variete de G (done un sous-groupe de Lie). 

Soit T le feuilletage C°° integrant le champ de plans invariant a gauche defini par fp 
et V un domaine de carte feuilletee en e. Notons T e y la feuille locale de e (pour memoire, 
c’est la composante connexe de e dans V pour la topologie des feuilles dans V, et c’est 
une sous-variete C°° de V). II suffit de montrer que si V est suffisamment petit, alors 
V n H = T e y. 

Montrons tout d’abord que le sous-groupe de Lie immerge J- e de G d’algebre de Lie f) 
est contenu dans H. Muni de sa topologie intrinseque (i.e. de la topologie des feuilles du 
feuilletage J 7 ), le groupe de Lie connexe J- e est engendre par tout voisinage U de e dans 
J- e . II existe un tel voisinage U qui est l’image d’un voisinage de 0 dans b par l’application 
exponentielle. Done par definition de b> le voisinage U, et done X e , est contenu dans H. 

Lemme 5.21 Soit (X n ) ng ^ une suite convergente vers X dans 0 . S’il existe une suite 
de nombres reels (t n ) n strictement positifs, qui converge vers 0, telle que exp t n X n 
appartienne a H pour tout n dans N, alors X appartient a b- 

Preuve. Pour tout t dans M, notons k n la partie entiere de t/t n . Alors, comme t n converge 
vers 0 , 

exp tX = lim exp (k n t n X n ) = lim (exp {t n X n )) kn . 

n^oo n—> 00 

Comme H est un sous-groupe ferme, exp tX appartient a H. □ 

Terminons la preuve de l’etape 2. Nous avons deja vu que J- e . et done J~ e y. est contenu 
dans H. Montrons alors, par l’absurde, qu’il existe un voisinage U de e tel que UC\H C J~ e y. 
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Sinon, il existe une suite (g n ) n gM dans G, qui converge vers e, telle que g n € H — T e y. 
Soit 1/ un supplementaire de 1) dans g, muni d’une norme quelconque. Rappelons que exp 
est un diffeomorphisme local en 0, d’application tangente en 0 egale a l’identite. II existe 
done, par le theoreme d’immersion locale, un voisinage W (resp. W') de 0 dans 1) (resp. (/), 
tels que 1’application de W X W' dans G definie par (x,y) H)■ exp x exp y soit un C°°- 
diffeomorphisme sur un ouvert de V. Ecrivons g n = exp x n exp y n avec x n ,y n dans f), t)' 
respectivement, et convergeant vers 0. Puisque g n n’appartient pas a J- e , le vecteur y n est 
non nul, done quitte a extraire, X n = y n /||y n || converge vers un vecteur X n’appartenant 
pas a f). Ceci contredit le lemme precedent. □ 

Comme corollaire du theoreme de Cartan, montrons le theoreme 5.6. 

Porisme 5.22 Soient G et H deux groupes de Lie. Alors tout morphisme de groupes con- 
tinu f de G dans H est un morphisme de groupes de Lie. 

Preuve. Le graphe Q de l’application / est un sous-groupe ferme du groupe topologique 
metrisable G x H, done est un sous-groupe de Lie du groupe de Lie produit G x H par le 
theoreme de Cartan. II est clair que la restriction de la seconde projection pr 2 a Q est un 
morphisme de groupes de Lie de Q dans H. La restriction g de la premiere projection prj 
a Q est un morphisme de groupes de Lie bijectif, done un isomorphisme de groupes de Lie 
par la proposition 5.2. Done / = pr 2 o g^ 1 est un morphisme de groupes de Lie. □ 

5.7 Revetements et groupes de Lie 

Le but de ce paragraphe est de montrer que le probleme de classification des groupes 
de Lie (reels) connexes se ramene au probleme de classification des algebres de Lie (reelles) 
de dimension bnie. Ceci se fait en deux etapes, en passant d’abord des groupes de Lie 
connexes aux groupes de Lie simplement connexes, puis des groupes de Lie simplement 
connexes aux algebres de Lie. 

Nous renvoyons a l’appendice A.4 pour la definition d’un espace topologique simplement 
connexe (qui contient par definition l’hypothese de connexite par arcs). 

Soient G et G' deux groupes de Lie, d’elements ueutres e et e' respectivement. Un 
revetement de groupes de Lie de G' dans G est un morphisme de groupes de Lie de G' dans 
G, qui est un revetement (entre les espaces topologiques sous-jacents). Un (iso)morphisme 
(de revetements de groupes de Lie) d’un revetement de groupes de Lie p : G' —>• G dans 
un revetement de groupes de Lie p' : G" —>■ G est un (iso) morphisme de groupes de Lie 
ip : G' G" qui est un (iso)morphisme de revetement (i.e. tel que p' o ip = p). 

Les exemples cruciaux de revetements de groupes de Lie sont les suivants (voir l’exercice 
E.125). 

Proposition 5.23 Si H est un sous-groupe distingue discret de G, alors il existe une et 
une seule structure de groupe de Lie sur H\G telle que n : G —>• H\G soit un revetement 
de groupes de Lie et un C°° -diffeomorphisme local. De plus, T e ir : T e G —>• Tjj(H\G) est un 
isomorphisme d’algebres de Lie. 

L’ensemble quotient H\G sera, sauf mention explicite du contraire, munie de cette 
structure de groupe de Lie, et sera appele groupe de Lie quotient de G par H. On identihera 
souvent les algebres de Lie de G et de H\G par T e 7r. 
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Preuve. II est immediat que H agit continuement, librement et proprement sur l’espace 
topologique G par translations a gauche. Done (voir le paragraphe 2.4.2), l’espace topolo- 
gique quotient H\G admet une unique structure de variete C°° telle que tt : G —>■ H\G 
soit un C°°-diffeomorphisme local. En particulier, comme le probleme de verifier qu’une 
application est C°° est local, la variete H\G , munie de sa structure de groupe quotient, est 
un groupe de Lie, et la projection canonique tt : G —> H\G est un revetement de groupes 
de Lie. L’unicite est immediate. 

L’application tangente T e n est bien un isomorphisme (d’algebres de Lie) de l’algebre 
de Lie de G sur l’algebre de Lie du groupe de Lie quotient H\G. En effet, si / : M —» M' 
est un revetement de varietes de classe C 1 , alors pour tout x dans M, l’application T x f : 
T X M —>• Tf/ X ^M' est un isomorphisme lineaire. □ 

Par exemple, puisque {d=Id} est un sous-groupe distingue discret du groupe de Lie 
SL 2n (M) pour tout entier n, le quotient 

PSL 2n (M) = SL 2n (M)/{±Id} 

est un groupe de Lie quotient. 

Puisque {d=Id} est un sous-groupe distingue discret du groupe de Lie SO(2n) pour tout 
entier n, le quotient 

PSO(2n) = SO(2n)/{±Id} 

est un groupe de Lie quotient. 

Rappelons que le centre Z{G) d’un groupe G est l’ensemble des elements de G corn- 
mutant avec tous les elements de G : 

Z(G) = {g <E G : V h G, gh = hg} . 

Un sous-groupe de G est central s’il est contenu dans le centre de G. Tout sous-groupe 
central est distingue. 

Lemme 5.24 Soit H un groupe topologique connexe, et T un sous-groupe distingue discret. 
Alors r est central dans H. 

Preuve. Pour tout g dans T, l’application continue h H > h.gh -1 de l’espace connexe H a 
valeurs dans l’espace discret T est constante, done egale a ege^ 1 = g. Done g commute 
avec tout element de H. □ 

La proposition suivante est la proposition clef pour passer du probleme de classification 
des groupes de Lie connexes a celui des groupes de Lie simplement connexes. 

Proposition 5.25 Soit G un groupe de Lie connexe. II existe un revetement de groupes 
de Lie n : G ^ G, unique a unique isomorphisme pres, tel que G soit simplement connexe. 

De plus, le sous-groupe T = 7r -1 (e) de G est distingue, discret, central, et le groupe de 
Lie G est isomorphe au groupe de Lie quotient T\G. 

Si H est un groupe de Lie connexe, et f : G —>• H un morphisme de groupes de Lie, 
alors il existe un et un seul morphisme de groupes de Lie f : G —>• H tel que le diagramme 
suivant commute 

G 
■K 4 ' 

G 


f 

f 

177 


H 

4 - 7 ? 

H . 


Preuve. Soit tt : G —X G un revetement universel de la variete topologique G (voir 
l’appendice A.4). Munissons G de la structure de variete de classe C°° image reciproque 
(voir le paragraphe 2.4.2), de sorte que n soit un C°°-diffeomorpliisme local. Soit e un 
point de 7r“ 1 (e). Montrons qu’il existe une et une seule structure de groupe de Lie sur G , 
d’element neutre e, telle que vr soit un morphisme de groupes. 

Soit m : G x G —x G la multiplication de G (definie par m : (x, y ) i—x xy). Remarquons 
que G x G est simplement connexe (voir l’exercice E.184 (6) de l’appendice A.4). Done, 
par le theoreme du relevement A.10 de l’appendice A.4, l’application composee de n x tt : 
GxG->GxGetdem:GxG->Gse releve en une unique application continue 
fh : G x G —X G telle que fh(e,e) = e. Cette application est meme de classe C°°, car n est 
un C°°-diffeomorphisme local. De meme, l’application x HX ( 7 r(x)) -1 de G dans G se releve 
en une unique application C°°, notee x 1 —x x~ 1 , de G dans G telle que e _1 = e. 

L’unicite des relevements dans le theoreme du relevement A. 10 de l’appendice A.4 
permet de montrer que la loi fh est associative, a pour element neutre e et pour inverse 
d’un element x de G l’element x _1 . En effet, les applications ( x,y,z ) 1 —X fh(fh(x,y),z) et 
{x, y, z) 1 —X fh(x, fh(y, z)) de l’espace simplement connexe G x G x G dans G sont deux 
relevements par 7 f de l’application (x,y,z) >—x 7f(x)7r(y)7r(z), qui coincident en (e, e, e), 
done sont egales. De plus, les trois applications x 1 —> fh(x,e), x 1 —)■ m(e,x ) et x 1 —)■ x 
de l’espace simplement connexe G dans G sont trois relevements par 7r de l’application 
x 1 — > 7 r(x), qui coincident en e, done sont egales. Enfin, les trois applications x 1 —> fh(x , a? -1 ), 
x 1 —X fh(x~ 1 ,x) et x 1 —X h de l’espace simplement connexe G dans G sont trois relevements 
par 7 r de l’application n-)e, qui coincident en e, done sont egales. 

L’application 7 r, par construction, est C°°, est un morphisme de groupes, et est un 
revetement, done est un revetement de groupes de Lie. L’unicite decoule de l’unicite d’un 
revetement universel, voir le corollaire A. 11. La derniere assertion de la proposition 5.25 
decoule du theoreme du relevement. 

Comme 7 r est un morphisme de groupes, la fibre T = 7f _1 (e) est un sous-groupe distingue 
de G. Comme 7 f est un revetement, elle est discrete dans G. On conclut alors par le lemme 
5.24. □ 

Remarque 5.26 Avec les notations de cette proposition, l’action de T par translations a 
gauche sur G definit un morphisme injectif de groupe de T dans le groupes des diffeomor- 
phismes de G, dont Vimage est exactement le groupe des automorphismes de revetement 
den-.G^G. 


Exemples. (1) L’application 1 1 —> de M dans le groupe de Lie §1 des nombres complexes 
de module 1 est un revetement universel de groupes de Lie, car R est simplement connexe 
et cette application est un morphisme de groupes de Lie. 

(2) Par la decomposition polaire (voir l’exercice E.17), le groupe de Lie GL 2 (R) est 
homeomorphe a R 3 x 0(2), le groupe de Lie SL 2 (R) est homeomorphe a R 2 X SO(2), 
et PSL 2 (R) est homeomorphe a R 2 X PSO(2), done a R 2 X § 1 . Le revetement universel 

PSL 2 (R) est done un groupe de Lie homeomorphe a R 3 , de centre infini cyclique. 

(3) Si n > 3, le revetement universel de groupes de Lie de SO(n), note Spin(n) —X SO(n), 
est un revetement a deux feuillets (voir l’exercice E.109 ci-dessous). De plus, le revetement 
universel de groupes de Lie Spin(n) —X PSO(n) est a deux feuillets si n est impair, et a 
quatre feuillets sinon. 
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Notons £?L icsc l’ensemble des couples (G, T) ou G est un groupe de Lie simplement 
connexe et T un sous-groupe (distingue) discret central dans G , modulo la relation d’equi- 
valence (G, T) ~ (G 7 , r 7 ) s’il existe un isomorphisme de groupes de Lie <p : G —>■ G' tel que 
<^>(r) = V. Notons Que l’ensemble des classes d’isomorphismes de groupes de Lie connexes. 
Le fait que ces ensembles soient bien des ensembles vient de l’hypothese de separability 
des groupes de Lie, qui implique que leur cardinal est au plus celui du continu. Le resultat 
suivant decoule alors immediatemment de la proposition 5.25. 

Porisme 5.27 L’application de Q( icsc dans Gue, induite par I’application qui a un couple 
(G, T) associe le groupe de Lie quotient T\G, est une bijection. □ 


Soient G et G' deux groupes de Lie, d’elements neutres e et e! respectivement. Un 
morphisme local (de groupes de Lie) de G dans G' est une application h de classe C°° d’un 
voisinage ouvert U de e dans G a valeurs dans un voisinage ouvert U' de e' dans G' , telle 
que, pour tous x et y dans U tels que xy appartienne a U, on ait 

h(xy) = h(x)h{y) . 

Un isomorphisme local (de groupes de Lie) de G dans G' est un morphisme local h : U —» 
U' qui est un C°°-diffeomorpliisme de U sur JJ’. Notons que h : U 1 —> U est alors 
aussi un morphisme local de groupes de Lie de G' dans G. Deux groupes de Lie sont 
localement isomorphes s’il existe un isomorphisme local de l’un dans l’autre. La relation 
« etre localement isomorphes » est une relation d’equivalence. 

Pour une remarque historique, notons que Sophus Lie [Lie] n’a pas introduit la notion 
de groupe de Lie, mais celle de groupe de Lie local , correspondant a un « germe » en 
l’identite de groupe de Lie. Ce n’est que plus tard que l’on a montre que l’on pouvait bien 
globaliser les choses, pas forcement de maniere unique, mais effectivement unique si l’on 
rajoute l’hypothese de simple connexite. Le notion de groupe de Lie local est alors tombee 
en desuetude (et c’est pour cela que nous ne la dehnirons pas), par contre la notion de 
morphisme local est toujours utile pour le passage des algebres de Lie aux groupes de Lie 
en ce qui concerne leur classification. 

Theoreme 5.28 Soient G et G' deux groupes de Lie, d’elements neutres e et e', et d’al- 
gebres de Lie 0 et g 7 respectivement. 

(1) Si G est simplement connexe, alors tout morphisme local de groupes de Lie de G 
dans G' se prolonge, de maniere unique, en un morphisme de groupes de Lie de G dans 
G'. 

(2) Pour tout morphisme d’algebres de Lie f : g —>• g 7 ; il existe un morphisme local de 
groupes de Lie f de G dans G' tel que T e f = f. De plus, tout autre tel morphisme local de 
groupes de Lie coincide avec f au voisinage de Velement neutre e de G. 

(3) Si G est connexe, alors I’application f H > T e f de l’ensemble des morphismes de 
groupes de Lie de G dans G', a valeurs dans Vensemble des morphismes d’algebres de Lie 
de g dans g 7 est injectif, et bijectif si G est simplement connexe. 

(4) Deux groupes de Lie sont localement isomorphes si et seulement si leurs algebres de 
Lie sont isomorphes. 

(5) Si G et G' sont simplement connexes, alors pour tout isomorphisme d’algebres de 
Lie f : g —>• g 7 , il existe un et un seul isomorphisme de groupes de Lie f : G —>• G' tel que 
Tef = f- 
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Preuve. (1) Soit h un morphisme local de groupes de Lie de G dans G'. Soit V un 
voisinage ouvert connexe (done connexe par arcs) de e dans G, tel que V~ 1 = V (on 
V _1 = {x' 1 : x € P}) et V 2 = {xy : x,y G P} soient contenus dans le domaine de 
h. Comme G est connexe, tout voisinage de e engendre G (voir l’exercice E.105). Done, 
pour tout x dans G, il existe xi, X2, • • •, Xfc dans P tels que x = X1X2 ■ ■ ■ x*,. Si h est un 
morphisme de G dans G' prolongeant h alors h(x) = h(xi)h(x 2 ) ■ ■ ■ h(xk), d’ou l’unicite de 
h. 

Lemme 5.29 Pour tons xi, X2 ,..., Xfc dans V tels que x±X 2 ■ ■ ■ x& = e, on a 

h(xi)h(x2) . . . h{xk) = e' . 

Preuve. (C’est le genre de preuve qui se comprend mieux par un dessin que par une 
redaction exhaustive, voir la figure ci-dessous). 

Posons yo = e et yi + 1 = y^x^+i pour l = 0, • • • , k — 1, de sorte que yk = e. Soit 
7^ : [jr, ^-\ —>• G un chemin continu de a ye+i contenu dans ypV. Soit 7 : [0,1] —>• G 
le chemin continu obtenu par concatenation de ces chemins. Comme 7(0) = 7(1) et par 
simple connexite de G, il existe une application continue / : [0,1] x [0,1] —>• G telle que 
f(t, 0) = f(0,s) = /(l,s) = e, et f(t, 1) = 7 (t). Par compacite de [0,1] x [0,1], il existe 
des subdivisions 0 = to, t\,... ,t n = 1 et 0 = sq, s\, ..., s n = 1 de l’intervalle [0,1], plus 
fines que la subdivision (^)o<i<fcj telles que, pour tous les € {1 ,..., njtels que 

| i' — i\ < 1, | j' — j | < 1, on ait 

1] x [s^Sj+i]) C f(ti',Sj')V . 

Posons Zij = f(U , Sj ), de sorte en particulier que appartienne a V si \i' — i\ < 1 et 

\f ~j\ <’l- 


V 2 = Xix 2 



Montrons par recurrence sur j = 0 ,,n que 

h(z 0 ,j ~ 1 .j ) l } (z | j Z 2 ,j) ■ ■ ■ h(Zn—l,j ) — 6 ■ 


L’assertion est immediate pour j = 0. Le passage de j a j + 1 decoule du fait que 

Zi,j+1 ^i+lj'+l — (Zi,j +1 ,j)( Zj 7:+1 ,j ) (^7+ i j ■+ I ^i+lj) i 
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que h est un morphisme local sur V 2 et que V = V~ 1 . 

Comme 7j est a valeurs dans y%V, et puisque h est un morphisme local sur V 2 , on a, si 
i < i' sont tels que ti = 4, V = ^7-, 

h(xe + 1) = h(y'[ 1 y£ + i) = h(z itn ~ l )U ) 

— £j+l,n) (■Si+ljn %i',n)) — h(z% tn Zi-\-\ )n )h[ziJ r \, n Z%',n) 

— h(Zijn •^i+l,n)^('2j+l,n ^i+2,n) ■ ■ • ^("i'—l,n "i',n) ■ 

Done la recurrence au rang j = n conclut. □ 

Pour terminer la preuve de l’assertion (1), si un element x dans G* s’ecrit x = X1X2 ... x& 
et x = x'jXj ■ ■ ■ x'j.,, ou xi, X2, ■ ■ ■, Xfc, Xj, x^,..., x' fc , sont des elements de V, alors 

rvJ nf^ y ^ 1 1 - /) 

x l x 2 ■ ■ ■ x k—l ‘ ‘ • X 1 e J 

done par le lemme, 


h(xi)h(x2) ■ ■ ■ h{x' k i ) = h(xi)h(x2) ■ ■ ■ h(xk) ■ 

On peut done poser h(x) = h(xi)h(x2) ■ ■ ■ h(xk), ce qui definit une application h de G dans 
G'. Cette application est clairement un morphisme de groupes, et coincide avec h sur un 
voisinage de e. En particular, h est continue en e, done e’est un morphisme de groupes 
continu par l’exercice E.105. Par le corollaire 5.22, h est done un morphisme de groupes 
de Lie. 

(2) Considerons le groupe de Lie produit G x G', dont l’algebre de Lie s’identifie a 
l’algebre de Lie produit g x g', Le graphe f) de f est clairement une sous-algebre de Lie 
de g x gh Soit H le sous-groupe de Lie immerge connexe de G x G' dont l’algebre de 
Lie s’identifie a f) (voir le theoreme 5.18). La restriction a un petit voisinage de e dans 
H de la premiere projection pr\ : G x G' —>• G est un morphisme local de H sur G, qui 
est un isomorphisme local, car son application tangente en 1’element neutre de H est un 
isomorphisme. La restriction a tout voisinage de e dans H de la seconde projection est un 
morphisme local de H sur G'. En composant (sur des voisinages sufhsamment petits des 
elements neutres) l’inverse du premier avec le second, on obtient done un morphisme local 
f de G dans G'. La composition des applications tangentes en e est f. 

Si f est un autre tel morphisme local, alors son graphe dans G x G' est, au voisinage 
de (e, e') une feuille du feuilletage invariant a gauche defini par h, done coincide, sur un 
voisinage de (e, e'), avec H. Par consequent, / et f coincident sur un voisinage de e. 

(3) L’injectivite decoule, par l’assertion (2), du fait que si G est connexe, alors G est 
engendre par un voisinage de e, done deux morphismes qui coincident sur un voisinage de 
e sont egaux. La surjectivite decoule des assertions (1) et (2). 

Enhn, les assertions (4) et (5) decoulent facilement des assertions (2) et (1) (en utilisant 
l’unicite). □ 

Nous admettrons le resultat suivant, dont la preuve est trop longue pour etre incorporee 
ici (voir par exemple [Bou4, Chap. I, page 99]). Notons qu’avec l’assertion (1) du theoreme 
5.28, il implique le theoreme 5.9. 
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Theoreme 5.30 (Ado) Soitg une algebre de Lie (reelle) de dimension finie. Alors il existe 
un element n dans N et un morphisme d’algebres de Lie injectif de g dans Valgebre de Lie 
aL(M). □ 


Porisme 5.31 Toute algebre de Lie reelle de dimension finie est isomorphe a I’algebre de 
Lie d’au moins un groupe de Lie reel. 

Preuve. Le theoreme d’Ado 5.30 (que nous n’avons pas demontre dans ces notes) dit que 
toute telle algebre de Lie admet un morphisme (d’algebres de Lie) injectif dans l’algebre 
de Lie g[ n (M), pour n assez grand. Or g[ n (M) est l’algebre de Lie du groupe de Lie GL n (M). 
On conclut alors par le theoreme 5.18. □ 

Porisme 5.32 L’application qui a un groupe de Lie associe son algebre de Lie induit une 
bijection 0 de Vensemble des classes d’isomorphisme de groupes de Lie reels simplement 
connexes sur I’ensemble des classes d’isomorphisme d’algebres de Lie reelles de dimension 
finie. 

Preuve. L’application 0 est bien definie, comme consequence de la proposition 5.12. 
Elle est surjective par le corollaire 5.31, et le fait qu’un groupe de Lie et le revetement 
universel de sa composante neutre sont localement isomorphes, done ont des algebres de 
Lie isomorphes. L’injectivite de 0 decoule de l’assertion (5) du theoreme 5.28. □ 

Ainsi, nous avons bien reussi a montrer que le probleme de classification des groupes 
de Lie (reels) connexes se ramene au probleme de classification des algebres de Lie (reelles) 
de dimension finie : par le corollaire 5.27, les groupes de Lie connexes sont, a isomorphisme 
pres, les groupes de Lie quotient d’un groupe de Lie simplement connexe par un sous- 
groupe discret central; et par le corollaire 5.32, les groupes de Lie simplement connexes 
sont, a isomorphisme pres, uniquement determines par leurs algebres de Lie, qui peut etre 
n’importe quelle algebre de Lie de dimension finie. 

Notons que cette meme classification (disons les resultats 5.27, 5.32) sont valables en 
remplagant groupes et algebres de Lie reels par groupes et algebres de Lie complexes. 

En ce qui concerne le probleme de la classification des algebres de Lie reelles ou com¬ 
plexes de dimension finie, nous renvoyons par exemple a [Bou4, Hel, Ser3]. 

Nous terminons ce paragraphe en regardant le cas des groupes de Lie classiques (voir 
par exemple [MT]). On note 

— Go la composante neutre d’un groupe de Lie G, 

- Z(G) le centre de G (ce qui permet de construire des groupes de Lie, en prenant T un 
sous-groupe discret de Z (G) (tout tel sous-groupe est distingue dans G), et en considerant 
le groupe de Lie quotient T\G), 

— vro(G) le groupe G/Gq des composantes connexes de G, et 

— 7Ti(Go) le groupe des automorphismes de revetement d’un revetement universel Go —> 
Go de Go, qui s’identifie (voir la remarque 5.26), via l’action par translations a gauche de 
r sur G, au sous-groupe (distingue) discret central T de Go tel que l’application Go —>• Go 
induise un isomorphisme de groupes de Lie T\Go —>• Go- 

Exercice E.109 Dans le tableau qui suit, n,p, q sont des elements de N — {0} avec p < q, 
HJ n est le groupe des racines n-emes de l’unite, Si = {z € C : \z\ = 1} et T n = M n /Z n . 


182 


Montrer que, pour tout groupe de Lie G de la colonne de gauche, les groupes Z{G),ttq(G) 
et 7Ti(Go) sont isomorphes a ceux donnes dans les trois autres colonnes. 
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En particulier, si n,p, q € N — {0}, alors les groupes de Lie 

O(n), GL n (R), SO (p,q), O n (C), 0(p,q) 

ne sont pas connexes, et ont exactement deux, deux, deux, deux, quatre composantes 
conuexes respectivement. Les groupes de Lie 

§i = {z€C : |*| = 1}, T n =M n /Z n , SO(n)sin^l, U(n), U (p,q), SU (p,q), 

Sp n (R), SL n (M) sin/ 1, PSL 2n (M), GL n (C), SO n (C) si n + 1 
sont connexes, mais ne sont pas simplement connexes. Enfin, les groupes de Lie 

M", SU(n), SL n (C), S Pn (C), Sp*(n) 


sont simplement connexes. 

En petite dimension, il existe un certain nombre d’isomorphismes, dit remarquables, 
entre ces groupes (voir par exemple [MT] ou [Hel, page 519]). Nous en enonqons quelques- 
un sous forme d’exercices, bien que certains de ceux-ci ne soit pas du tout immediats. Le 
prefixe P devant un groupe signifie le quotient par son centre (en general {±Id}). 

Exercice E.110 Montrer I’existence d’isomorphismes 

PSL n (C) ~ PGL n (C) , 

PSO(4) ~ SO(3) x SO(3) , 

PSL 2 (M) ~ SO(l, 2) 0 ~ SU(1,1) ~ PS Pl (R) , 

PSL 2 (C) ~ SO(l, 3) 0 ~ PS Pl (C) ~ S0 3 (C) , 

PS0 4 (C) ~ PSL 2 (C) x PSL 2 (C) , 

PSO(2,2) ~ PSL 2 (M) x PSL 2 (M) . 

5.8 Espaces homogenes 

• Actions continues de groupes topologiques. 

Nous renvoyons a l’appendice A.2 pour des rappels sur le vocabulaire des actions de 
groupes. En particulier, si G est un groupe agissant sur un ensemble X , alors l’application 
orbitale en x de G dans X, definie par ip x : g i —> gx , induit une bijection canonique 0^ de 
G/G x dans G ■ x. 

Soient G un groupe topologique et X un espace topologique. Une action continue (a 
gauche) de G sur X est une action (a gauche) de G sur X qui est continue, i.e. c’est une 
application continue de G x X dans X, notee (g,x) i —y g-x ou tout simplement ( g , x) ^ gx 
s’il y a pas de risque de confusion, telle que 

Vs £ X, V g, h € G, e ■ x = x, et (gh) • x = g • (h • x) . 

Dans toute la suite de ce texte et sauf mention contraire, toute action d’un groupe topo¬ 
logique sur un espace topologique sera une action continue (a gauche). 
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Notons qu’alors, pour tout g dans G, l’application x H)■ g ■ x est uu homeomorphisme 
de X, d’inverse x i—?> g _1 ■ x, et que l’application du groupe G dans le groupe des homeo- 
morphismes de X defini par g >—> (x H > g ■ x) est un morphisme de groupes. Pour employer 
la terminologie de l’appendice A.2, une action continue d’un groupe topologique sur un 
espace topologique est en particulier une action par homeomorphismes. La reciproque est 
vraie si le groupe est discret, mais ne l’est pas en general. 

Par exemple, si G est un groupe topologique, si H est un sous-groupe de G, alors les 
actions de H sur G par translations a gauche et par translations a droite sont clairement 
continues. Nous verrons dans le corollaire 5.34 ci-dessous que les actions de G par trans¬ 
lations a droite sur l’espace topologique quotient H\G et par translations a gauche sur 
l’espace topologique quotient G/H sont continues. 

Soient G un groupe topologique, et X un espace topologique muni d’une action (conti¬ 
nue) de G. Notons 7r : X —» G\X la projection canonique et TZ C X x X la relation 
d’equivalence « etre dans la meme orbite ». Chaque orbite sera, sauf mention contraire, 
munie de la topologie induite, et l’ensemble quotient G\X sera muni de la topologie quo¬ 
tient. Rappelons que celle-ci est la moins fine rendant continue 7r (voir l’appendice A.l), 
et que tt est ouverte (voir la proposition A.l de l’appendice A.2). En particulier, si H est 
un sous-groupe de G, alors G/H e t H\G sont munis de la topologie quotient. 

Proposition 5.33 L’espace topologique quotient G\X est separe si et seulement si TZ est 
un ferme de X x X. Dans ce cas, toute orbite de G dans X est fermee. 

Preuve. Soient x et y deux points de X qui ne sont pas dans la meme orbite. 

Si G\X est separe, alors il existe deux ouverts satures disjoints U et V contenant 
respectivement x et y. Done U X V est un voisinage de (x, y ) dans X x X ne rencontrant 
pas TZ, et 1Z est ferme. 

Reciproquement, si TZ est ferme, il existe un voisinage ouvert U de x et V de y tels 
que (U x V) PI TZ = 0. Comme tt est ouverte, tt(U) et 7r(P) sont deux voisinages diverts 
de 7r(x) et n(y) respectivement, qui sont disjoints par construction. Done G\X est separe. 
Comme l’image reciproque d’un ferme par une application continue est un ferme, la derniere 
assertion est claire. □ 

Porisme 5.34 Si G est un groupe topologique, H un sous-groupe, et tt : G —>• G/H la 
projection canonique, alors 

• 1’application tt est continue et ouverte, et l’ action de G sur G/H par translations a 
gauche est continue. 

• I’espace topologique quotient G/H est separe si et seulement si H est ferme. 

Ce resultat est bien sur encore valable en remplagant G/H par H\G et translations a 
gauche par translations a droite. 

Preuve. Le resultat decoule de la proposition 5.33 et de l’alinea qui la precede, par les 
deux remarques suivantes. 

(1) Soit if : G x G/H —> G/H 1’action de G sur G/H , definie par ( g,g'H ) i —> gg'H. 
Pour tout ouvert U de G/H , l’ensemble 

V = {(g,g')eGxG : gg’ tt~\U)} 
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est ouvert, car la multiplication dans G et l’application it sont continues. L’application 
it' : (G x G) —>• G x ( H\G ) definie par ( g,g ') H > ( g,g’H ) est ouverte (voir la proposition 
A.l de l’appendice A.2). Done = H(V) est ouvert, et ^ est continue. 

(2) Soient 1Z la relation d’equivalence « etre dans la meme classe a droite par H » sur 
G, et 4> : G x G —>• G l’application continue (x, y ) >—?> xy _1 . Alors 7Z = 0 _1 (77). De plus, H 
est l’orbite de e pour Faction par translations a gauche de H sur G. □ 

• Actions differentiables de groupes de Lie. 

Soit G un groupe de Lie, et X une variete de classe C fc , ou k € NU {oo}. Une action de 
G sur X est dite de classe C k si l’application (g,x) H > g -x de G x X dans X est C k . Notons 
qu’alors, pour tout g dans G , l’application x H y g ■ x est un C fc -diffeomorphisme de X. Par 
exemple, les actions d’un sous-groupe de Lie H par translations a gauche et par translations 
a droite sur G sont de classe C°°. Une variete de classe C k est dite homogene si elle admet 
une action C k transitive d’un groupe de Lie connexe. (En particulier, elle est connexe.) II 
n’y a pas forcement unicite d’un tel groupe de Lie, et les proprietes « geometriques » d’une 
variete homogene dependent du groupe de Lie transitif considere. Par exemple, tout groupe 
de Lie G est une variete homogene C°°, pour Faction de G sur lui-meme par translations 
a gauche. 

Lemme 5.35 Si X est C°° et si Vaction de G sur X est C°°, alors pour tout x dans X, 
l’application orbitale ip x : g i —> gx de G dans X est une application C°° de rang constant, 
et le stabilisateur G x de x est un sous-groupe de Lie. 

Remarquons que nous pourrions dire que G x est clairement ferine, et appliquer le 
theoreme de Cartan 5.20, pour conclure a la seconde assertion, mais ce serait utiliser un 
marteau-pilon pour ecraser une mouche. 

Preuve. Pour tout g dans G, les applications L g : G G e t M g : X —>• X definies 
respectivement par h e-)• gh et y i— gy sont des C°°-diffeomorphismes, et, par definition 
d’une action, on a 

tp x ° Lg = M g o ip x . 

Done T g ip x o T e L g = T x M g o T e (p x , et par consequent T g ip x ,T e (p x ont meme rang. 

Comme G x = y?“ 1 (x), le resultat decoule alors de la proposition 2.20. □ 

• Espaces homogenes quotients. 

Si H est un sous-groupe discret d’un groupe de Lie G, alors H agit librement et pro- 
prement par translations a gauche sur G, et done, par la proposition 2.25, H\G admet une 
unique structure de variete C°° telle que n : G —> H\G soit un C°°-diffeomorphisme local. 
Le but de ce paragraphe est d’etendre ceci au cas ou H est seulement suppose un sous- 
groupe ferine (ou, de maniere equivalente par le theoreme de Cartan 5.20, un sous-groupe 
de Lie) de G. 

Dans tout ce paragraphe, notons G un groupe de Lie, H un sous-groupe de Lie de G, 
et 7T : G —>■ G/H la projection canonique. 

Theoreme 5.36 II existe une et une seule structure de variete differentielle de classe C°° 
sur I’espace topologique quotient G/H, telle que n soit une submersion. 

De plus, 

• dim (G/H) = dim(G') — dim(ff) ; 
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• Vaction de G par translations a gauche sur G/H est de classe C°°; 

• l’application n est une fibration C°° de fibre H; 

• pour tout g dans G, l’application T g n : T g G —>• T g n(G / H) induit un isomorphisme 
lineaire (T g G)/(T g (gH)) ~ T gI1 (G/H); 

• pour toute variete M de classe C k , une application f : G/H —>• M est de classe C k 
si et seulement si f o n Vest. 


Cette structure s’appelle la structure de variete quotient sur G/H. En particular, 1’ap¬ 
plication T e n induit un isomorphisme lineaire de T e G/T e H sur T e n{G/H). 

Preuve. Tout d’abord, comme H est ferme (voir la proposition 5.4), et par le corollaire 
5.34, l’espace G/H est separe. II est a base denombrable, comme tout espace quotient d’un 
espace a base denombrable par une action dont la projection canonique est ouverte. 

Soient p la dimension de H, n celle de G et A le champ de p-plans sur G, invariant 
a gauche, tel que A e = T e H. Ce champ de p-plans est integrable (voir le debut de la 
preuve du theoreme 5.18). II est done tangent a un feuilletage J 7 , dont les feuilles sont, par 
unicite, les translates a gauche par G de la composante neutre de H. Soit (U, cp) une carte 
locale feuilletee C°° pour ce feuilletage, ou U est un voisinage de e et (p : U —>• M p x M n_p 
est un C°°-diffeomorphisme qui envoie le feuilletage J~\u sur le feuilletage dont les feuilles 
sont les sous-espaces horizontaux x {x}. Quitte a reduire U, comme H est une sous- 
variete, pour tout g dans G, 1’intersect ion gH n U est vide ou ne contient qu’une seule 
feuille locale de T dans U. Notons pr2 : x M n_p —>• M n_p la seconde projection. Alors 

pr 2 o tp : U —>■ M n_p induit par passage au quotient une bijection pr 2 o ip de n(U) sur M n_p . 
Comme n est continue et ouverte (corollaire 5.34), cette bijection est un homeomorphisme. 
Alors la famille (ir(L g U), pr 2 o (p o Lf 1 ) geG est un atlas de cartes C°° sur G/H , car les 
applications de transitions sont localement de la forme x i —> pr 2 o ip o Lg 1 o L g / o </? _1 (0, x), 
done sont de classe C°°. 

L’application n est alors une submersion C°°, car, lue dans les cartes locales C°° pre- 
cedentes, e’est juste la seconde projection pr 2 : 


LgU 

7r 

t r(L g U) 



RP x R n ~ p 


pr 2 o(fo L g 1 


i pr 2 
R n-p 


L’avant derniere assertion en decoule aussi. De plus, par le theoreme de forme normale des 
submersions 2.8, pour tout x dans G/H , il existe un voisinage V de x dans G/H et une 
section locale de ir sur V, i.e. une application a : V —>• G de classe C°° telle que no a = id. 
La derniere assertion du theoreme en decoule, par le theoreme de derivation des fonctions 
composees. 

Pour montrer l’unicite, il suffit de montrer que s’il existe deux structures C°° sur G/H 
telles que n soit une submersion, alors l’identite de G/H est un C°°-diffeomorphisme entre 
ces deux structures. Ceci decoule de l’exercice E.29 (du paragraphe 2.5), ou en disant que 
localement, l’identite coincide avec no a, et que n est C°° pour une structure, et a est C°° 
pour l’autre. 

De meme, le fait que Faction a gauche A : G x G/H —>• G/H soit C°° vient du fait que 
localement, on peut ecrire 

Hg,g'H) = n(g cr(g'H)) , 
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avec a une section locale comme ci-dessus. 

Enfin, si V est un voisinage ouvert de xq S G/H tel qu’il existe une section locale a de 
7r definie sur V, alors l’application 6 de 7T _1 (P) dans V x H definie par 

g ^ (vr (g),g (a o vr^)) -1 ) 

est un C°°-diffeomorphisme, d’inverse (x, h ) i->- a(x) h, qui rend le diagramme suivant 
commutatif 

7 T _1 ( V ) V X H 

■7T prj 

V 

Done 7r est une fibration C°° de fibre H. □ 

Remarque. Si de plus H est distingue, alors G/H , muni de ses structures de variete 
quotient et de groupe quotient, est un groupe de Lie, et la projection canonique 7r : G —» 
G/H est un morphisme de groupes de Lie. 

En effet, si a et o' sont des sections locales de 7r, alors l’application G/HxG/H —>• G/H , 
definie par ( xH,yH ) H > xy~ l H, coincide, sur le produit des domaines de definition de a 
et a', avec (u,v) i->- qui est de classe C°°. 

La remarque tautologique suivante permet de construire une structure de variete sur 
un ensemble, en exhibant celui-ci comme ensemble quotient d’un groupe de Lie par un 
sous-groupe de Lie. 

Remarque 5.37 Soit G un groupe de Lie, agissant transitivement sur un ensemble E, tel 
que le stabilisateur G x d’un point x de E soit un sous-groupe de Lie de G (ou, de maniere 
equivalente par le theoreme de Cartan 5.20, un sous-groupe ferme). Alors il existe sur E 
une et une seule structure de variete C°° telle que 

• Vaction de G sur E soit de classe C°°, 

• la bijection canonique G/G x E soit un C°° -diffeomorphisme. 

□ 

Dans la section suivante, nous verrons que si E admettait une structure de variete 
C°° pour laquelle l’action de G fut C°°, alors cette structure et celle construite dans la 
remarque precedente coincideraient. 

• Actions transitives de groupes de Lie. 

Le paragraphe precedent montre qu’une variete quotient G/H d’un groupe de Lie G 
par un sous-groupe de Lie H est une variete homogene C°°. Le but de cette partie est de 
montrer que, a C°°-diffeomorphisme pres, toute variete homogene C°° est de cette forme. 

Theoreme 5.38 Soit M une variete C°°, munie d’une action C°° transitive d’un groupe 
de Lie G. Alors pour tout x dans M, la bijection canonique Q x : G/G x —>• M est un 
C°° -diffeomorphisme. 

Preuve. Comme 0 = Q x est obtenue par passage au quotient de l’application orbitale 
L>x '■ 9 H► gx de classe C°°, la bijection 0 est C°° (voir le theoreme 5.36). Le theoreme 
d’inversion locale nous dit que 0 est un C°°-diffeomorphisme des que T U Q est injective 
en tout point u de G/G x . II sufht de le verifier pour u = eG x , car pour tout g dans G, 


189 


les actions de g sur G/G x et sur M sont des C°°-diffeomorphismes, rendant le diagramme 
suivant commutatif 

G/G x A M 

g 'l 4 '9 

G/G x A M . 

Le theoreme de forme normale des applications de rang constant (ou l’exercice E.56), 
applique a <p x : g i—)• gx (voir le lemme 5.35), montre que 

Ker T e ip x = T e G x . 

Notons que ir est une submersion et que ip x = 0 o n. Si X € Ker Tg x ® C Tq x (G/G x ), 
alors en choisissant Y tel que T e 7r(Y) = X, on a Y E Ker T e ip x = T e G x . Or par le 
theoreme 5.36, 1’application T e n : T e G —>• Tq x (G/G x ) induit un isomorphisme lineaire 
(T e G)/(T e G x ) — TgJG/Gx). Done X = 0 et Tq x 0 est injective, ce qui montre le result at. 
□ 

Remarque. Le theoreme 5.38 implique immediatement le corollaire suivant. 

Porisme 5.39 Soit M une variete C°° ; munie d’une action C°° d’un groupe de Lie G. 
Alors pour tout x dans M tel que G ■ x soit une sous-variete C°° de M, l’application 
canonique Q x : G/G x —>• G ■ x est un C°° -diffeomorphisme. □ 

Voici une condition necessaire et suffisante pour qu’une orbite soit une sous-variete, 
donnant une generalisation du theoreme 5.38. 

Theoreme 5.40 Soient M une variete C°°, munie d’une action C°° d’un groupe de Lie 
G, et x € M. L’orbite G ■ x est une sous-variete C°° si et seulement si elle est localement 
fermee. 

Si G ■ x est localement fermee, alors l’application canonique Q x : G/G x G ■ x est un 
C°° -diffeomorphisme. 

En particulier, si une orbite est fermee, alors e’est une sous-variete. 

Preuve. Nous avons deja vu que toute sous-variete est localement fermee (voir la remarque 
2.15). 

Supposons que G ■ x soit localement fermee, done localement compacte. Montrons que 
l’application canonique 0^ : G/G x —> M est un homeomorphisme sur son image. Comme 
e’est une application C°°, et comme la preuve du theoreme 5.38 implique que e’est une 
immersion, l’application canonique 0 X sera done un plongement C°°. Done (voir la propo¬ 
sition 2.18) son image est une sous-variete C°°, et 0^ est un C°°-diffeomorphisme. 

Si nous montrons que l’application ip x : G —>• G ■ x, definie par g t—> gx, est ouverte, 
alors l’application 0^ : G/G x —>■ G ■ x sera une bijection continue et ouverte (car Q X (U) = 
9 J a:( 7r_1 (C^)) pour tout ouvert U de G/G x ), done un homeomorphisme. 

Soit U un voisinage ouvert de e dans G, montrons que Ux est un voisinage ouvert de 
x dans G ■ x. Ceci concluera, car pour tout g dans G, la partie Ug est un voisinage ouvert 
de g, ® x (Ug ) = ® gx (U ) et G ■ gx = G ■ x. 

Soit V un voisinage compact de e dans G tel que K -1 K C U. Alors Vx est compact 
(car tp x est continue et G-x separe), done ferme dans G-x. Comme G est separable, il existe 
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une suite dans G telle que G = Done G ■ x = UisN<?i(^ x )- Si Vx est 

d’interieur vide, alors l’espace localement compact non vide Gx est une union denombrable 
d’ensembles fermes d’interieur vide, ce qui contredit le theoreme de Baire. Soit done g dans 
V tel que gx soit un point interieur de Vx. Alors g^Vx est un voisinage de x, contenu 
dans Ux, ce qui montre le resultat. □ 

Porisme 5.41 Soient M une variete C°°, munie d’une action C°° d’un groupe de Lie 
compact G, et x G M. Alors I’orbite G ■ x est une sous-variete C°° compacte de M, et 
I’application canonique 0 X : G/G x —>• G ■ x est un C°° -diffeomorphisme. 

Preuve. Puisque G est compact et l’action continue, toute orbite est compacte, done 
fermee, et on applique le theoreme precedent. □ 


• Exemples de varietes homogenes. 

(1) Les spheres. Le groupe orthogonal 0(n + 1) (resp. special orthogonal SO(n + 1)) 
agit (par rotations) transitivement sur la sphere unite 8 n de l’espace euclidien usuel M n+1 . 
En effet, etant donne deux vecteurs unitaires distincts, l’application qui vaut l’identite 
sur le supplementaire orthogonal d’un plan vectoriel reel contenant ces deux vecteurs, et la 
rotation d’angle egal a 1’angle entre ces deux vecteurs sur ce plan, envoie le premier vecteur 
sur le second. L’application de O(n) (resp. SO(n)) dans 0(n + l) (resp. SO(n + l)) definie 
par 


A i-)- 


1 0 
0 A 


est un isomorphisme de O(n) (resp. SO(n)) sur le stabilisateur de (1,0,..., 0), par lequel on 
identifie O(n) (resp. SO(n)) avec son image. Done les applications orbitales en (1,0,... ,0) 
induisent des C°°-diffeomorphismes 


S n ~ O (n + l)/0 (n) ~ SO(n + l)/SO(n) . 


Le groupe unitaire U(n + 1) (resp. special unitaire SU(n + l)), agit transitivement sur la 
sphere unite §2n+i de l’espace hermitien usuel C n+1 . En effet, considerons un plan vectoriel 
complexe P contenant deux vecteurs unitaires, muni d’une base hermitienne telle que ces 
deux vecteurs aient respectivement pour coordonnees (1,0) et (a,/3), avec |a| 2 + |/3| 2 = 1. 
L’application, qui vaut l’identite sur le supplementaire orthogonal de P , et admet comme 
matrice sur P, dans la base choisie, la matrice 

a —(3 
(3 a 


est un element de SU(n + 1) qui envoie le premier vecteur sur le second. L’application de 
U(n) (resp. SU(n)) dans U(n+ 1) (resp. SU(n + 1)) definie par 


A i-)- 


1 0 
0 A 


est un isomorphisme de U(n) (resp. SU(n)) sur le stabilisateur du point (1,0,... ,0), par 
lequel on identifie U(n) (resp. SU(n)) avec son image. Done les applications orbitales en 
(1,0,... ,0) induisent des C°°-diffeomorphismes 


§2n+i ^ u(n + 1)/U(n) ~ SU(n + l)/SU(n) . 
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(2) Les espaces projectifs. L’action du groupe orthogonal 0(n + 1) (resp. special or¬ 
thogonal SO(n + 1)) snr la sphere unite § n de M n+1 preserve l’antipodie, done induit une 
action C°° de 0(n + 1) (resp. SO(n + 1)) sur l’espace projectif P n (M). Le stabilisateur du 
point [ 1 , 0 ,... , 0 ] est le sous-groupe 

{( ^ °)eO(n + 1)} (resp. ° ) € SO(n + 1)} ) 

qui s’identifie de maniere evidente au groupe de Lie {±1} x O(n) (resp. O(n)). Done les 
applications orbitales en [1,0,... ,0] induisent des C°°-diffeomorphismes 

P n (M) ~ 0(n + 1)/({±1} x O(n)) ~ SO(n + l)/0(n) . 

(3) Les varietes grassmanniennes. Le groupe lineaire GL n (M) agit sur la variete grass- 
mannienne C/fc(M n ) des sous-espaces vectoriels de dimension k de W 1 , par l’application qui 
a un sous-espace vectoriel C et a un automorphisme lineaire g associe le sous-espace vec- 
toriel g(C). Cette action est C°°. Pour montrer cela, par definition d’une action, il suffit 
de montrer que pour tout g dans GL n (M), 1’ application de £/fc(M n ) dans l/^(M n ) definie 
par C i->- g(C) est C°°, et que l’action ( g,C ) i —> g(C) est C°° en (e,A) pour tout A dans 

S*(R n ). 

Reprenons (voir le paragraphe 2.4.3) 1’atlas de cartes (( Ub,Wa,b))a,b de Qi t (M n ), ou A 
parcourt t/fc(M n ) et B parcourt l’ensemble des sous-espaces vectoriels supplementaires a A, 
Ub est l’ouvert des sous-espaces vectoriels supplement aires a B, et <pa,b ■ Ub —> C(A,B) 
est l’application telle que ) s °d g ra phe de l’application lineaire / : A -A- B dans 

la decomposition M n = A © B. 

Pour tout g dans GL n (M) et toute telle carte (Ub, <Pa,b), la restriction a Ub de l’action 
de g sur ^(M™) est C°°, car le diagramme suivant 

9(C) 

U 9(B) 

V < Pg(A),g(B ) 

C(g(A),g(B)) 

9°f o g 1 

est commutatif, et l’application / >—> g o / o g _1 est de classe C°°. 

Soient (Ub,Pa,b) une carte comme ci-dessus, U un voisinage de e dans G et U' B un 
voisinage de A contenu dans Ub, tels que pour tous g dans U et C dans U' B , le sous-espace 
vectoriel g(C ) soit supplementaire a B. Notons piq la projection de M n sur A parallelement 
a B , et pr 2 la projection de M n sur B parallelement a A. Remarquons que si C = (id + /)(yl) 
est le graphe d’une application lineaire / : A -A- B, alors g(C) = g o (id + f)(A). Pour tous 
les g dans U et f dans l’ouvert <pa,b(U b ) de £(A, B ), l’application ip(g, f ) = pr 1 o^o(id+/) 
est un isomorphisme lineaire de A dans A, et depend de maniere C°° de (g,f), done son 
inverse aussi. Le diagramme suivant 

(9,C) 

UxU' B 

id XipA,B ^ 

U x <pa,b(U'b) 

(9, f) 
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l— t 9(C) 

U B 

I <PA,B 

->• C(A,B) 

^ P r 2 0 5 0 (id + /) o ij}(g, /) _1 


C 

U B 

9>a,b V 

£(A, B) 
f 




1 ^ 



est commutatif (car 


(id + pr 2 o g o (id + /) o ip(g, f ) f){x)) = g o (id + f)(x) 

pour tous les g € U, f G c pa,b{U ' b ) et a; € A). Done l’application (g,C) H > g(C) est C°° 
en (e, Pi). 

Le stabilisateur du sous-espace vectoriel R fc x {0} est le sous-groupe triangulaire supe- 
rieur par blocs 

Pn,k = {( Q B d ) e GL n (R) : A € GL fe (R)} . 

Le sous-groupe de Lie O(n) de GL n (R) agit aussi transitivement sur ^(M n ), de stabilisa¬ 
teur du sous-espace R fc x {0} egal a 

{( o o) €0(n) : A € 0 (*)} , 

qui s’identifie de maniere evidente au groupe 0(k)xO(n—k). Done les applications orbitales 
induisent des C°°-diffeomorphisnies 

g fc (M n ) ~ GL n (R)/P n , k ~ 0(n)/(0(k) x 0(n - k)) . 

Lorsque k = 1, on retrouve le cas des espaces projectifs. 


(4) Le demi-plan de Poincare. Le groupe de Lie SL 2 (M) agit de maniere C°° sur le 
demi-plan superieur PL = {z € C : Im z > 0} qui est un ouvert de C, done une variete 
C°°, par homographies 


( 


a 

c 


b 

d 


,z) 


az + b 
cz + d 


En effet, cz + d est non nul si Im z > 0 et c, d G M, et Im (Done cette 
application est bien definie, et SL 2 (R) preserve PL, et il est facile de verifier qu’il s’agit bien 
d’une action C°°. Le stabilisateur du point i est le sous-groupe 


SO(2) = {( C ° s6 a Sm M :0eM/27rZ}. 

y — sm 6 cos 0 J 

Done l’application orbitale en i induit un C^-diffeomorphisme 


PL ~ SL 2 (R)/SO( 2 ) . 


(5) Les espaces hyperboliques. Nous avons vu (dans l’exercice E.35) que le sous-espace 
de R n+1 , defini par 

PL n = {{x 0 ,...,x n ) eR n+1 : x 0 > 0, -Xq + x\ H- ]-x 2 n = -l}, 

et appele le demi-hyperbolo'ide superieur , est une sous-variete C°° de R n+1 . Considerons le 
sous-groupe de Lie SOo(l,n) de GL n +i(R), qui est la composante neutre du sous-groupe 
de Lie SO(l,n) des elements de GL n+ i(R) preservant la forme quadratique q = — x\ + 
x\ + • • • + x^ sur R n . La restriction a SOo(l, n) x PL n de Faction lineaire de GL n+ i(R) sur 
R n+1 est une action C°° de SOo(l,n) sur PL n , car Phyperboloide {(xq, • • ■ ,x n ) € R n+1 : 
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—Xq + x\ + • • • + = —1}, qui est preserve par SO(l,n), possede deux composantes 

connexes, qui, par connexite, sont toutes les deux preservees par SOo(l, n). Le stabilisateur 
du point (1,0,..., 0) est le sous-groupe de Lie 

{ ( l ° A ) : AeSO(n)}, 
qui s’identifie de maniere evidente avec SO(n). 



Tout point de 7~L n peut etre envoye, par un element de ce stabilisateur SO(n), sur un 
point de 1’hyperbole d’equations X 2 = ■ ■ ■ = x n = 0 et — Xq + x‘\ = —1. Tout point de cette 
hyperbole s’ecrit (cosht, sinht, 0,..., 0) pour un t dans M. Et ce point peut etre envoye sur 
le point ( 1 , 0 ,..., 0 ) par l’element 

f cosh t — sinh t 
y — sinh t cosh t 
0 

qui appartient a SOo(l,n). Done Faction de SOo(l,n) sur 1-L n est transitive. Par conse¬ 
quent, l’application orbitale en (1,0,... ,0) induit un C°°-diffeomorphisme 

Tin - SO 0 (l,n)/SO(n) . 



( 6 ) L ’espace des produits scalaires unimodulaires. Notons Q n l’espace des formes qua- 
dratiques reelles q sur M n , definies positives et dont le determinant de la forme bilineaire 
associee 

b g (x, y) = ~{q(x + y)~ q{x) - q(y)) 

vaut 1. L’application q i—>- b q identifie Q n avec une sous-variete C°° de codimension 1 
de l’espace vectoriel de dimension hnie des formes bilineaires symetriques sur M n (car 
l’application determinant sur l’ouvert de cet espace vectoriel forme des formes definies 
positives est une submersion), done munit Q n d’une structure de variete C°°. 
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Le groupe special lineaire SL(M n ) agit (a gauche) sur Q n par 

{g,q) q{g _1 (x))} . 

Cette action est evidemment C°°, car, en passant aux matrices (dans la base canonique), 
il s’agit tout simplement de l’application C°° 

(■ M g ,B q ) ^ t M~ 1 B q M~ 1 , 

on B q est la matrice de b q , de sorte que q(x) = t XB q X si X est le vecteur colonne de x, 
et ou M g est la matrice de g. 

Le stabilisateur du produit scalaire euclidien usuel qo est le sous-groupe de Lie SO(qo) — 
SO(n) de SL(M n ) ~ SL n (M). Par le theoreme de reduction des formes quadratiques definies 
positives, le groupe GL(R n ) agit transitivement sur 1’ensemble des formes quadratiques 
reelles, definies positives, sur M n , done SL(M n ) agit transitivement sur Q n . Par consequent, 
l’application orbitale en qo induit un C°°-diffeomorphisme 

Qn ^ SL n (M)/SO(n) . 

Nous renvoyons a [MT] pour de nombreux autres exemples d’espaces homogenes, ainsi 
que [Hel, Ebe], 

• Varietes quotients. 

Dans ce paragraphe, notons G un groupe de Lie, X une variete C°° munie d’une action 
C°° de G, 7r : X —>• G\X la projection canonique et 1Z C X x X la relation d’equivalence 
« etre dans la meme orbite ». Le resultat suivant, qui implique le theoreme 5.36 (ainsi que 
la proposition 2.25 pour k = oo), est demontre dans [Die2, 16.10.3]. 

Theoreme 5.42 Si 7Z est une sous-variete fermee de classe C°° de X x X, alors il existe 
une et une seule structure de variete differentielle de classe C°° sur I’espace topologique 
quotient G\X, telle que n soit une submersion C°°. □ 

Lorsqu’elle existe, cette structure est appelee la structure de variete quotient de X par 
1’action de G. 

Remarque. L’hypothese que 7 Z soit une sous-variete fermee est necessaire pour l’existence 
de cette variete quotient. En effet, ttxtt : (X x X) —>• (G\X x G\X) est une submersion car 
7 r l’est. La diagonale A de G\X x G\X est une sous-variete C°°, fermee, de G\X x G\X. 
Done 71 = (it x 7r)^ 1 (A) est une sous-variete C°°, fermee, de X x X (voir la proposition 
2.23). 

5.9 Autres exercices 

Exercice E.lll Soient G un groupe topologique, et X un espace topologique muni d’une 
action (continue) de G. 

Montrer que si G\X, ainsi que les orbites de G dans X, sont connexes, alors G l’est. 
En deduire, pour tout sous-groupe H de G, que si H et H\G sont connexes, alors G l’est. 


195 


Exercice E.112 Soit G un groupe muni d’une structure de variete de classe C°°, dans 
lequel l’application (x,y) H)■ xy est C°°. Montrer que G est un groupe de Lie. On pourra 
considerer l’application (x,y) i->- ( x,xy ) au voisinage de (e,e). 


Exercice E.113 1. Soient A n le groupe de Lie des matrices reelles de taille n x n 

diagonales ayant des valeurs propres strictement positives, U n le groupe de Lie des 
matrices reelles triangulaires superieures de taille n x n avec des 1 sur la diagonale, 
et /C n = O(n), ou n > 1. Montrer que l’application 

JC n X A n x U n — > GL n (R) 

(K, A, N ) i—^ KAN 

est un diffeomorphisme C°°. Cette decomposition s’appelle la decomposition 
sawa de GL„(R). 

2 . Notons S n l’ensemble des matrices symetriques definies positives de taille n 
IC n = O(n), ou n > 1. Montrer que l’application 

lC n x S n —> GL n (M) 

(K, S ) i y KS 

est un diffeomorphisme C°°. Cette decomposition s’appelle la decomposition polaire 
de GL n (R). 

3. En deduire que SL n (M) est diffeomorphe a SO(n) x M( n + 2 )( n_1 )/ 2 . 

4. Montrer que PSL 2 (R) et SL 2 (M) ne sont pas simplement connexes et que leur reve- 
tement universel (voir l’appendice A.4 pour des rappels) est diffeomorphe a M 3 . 



d ’Iwa- 

x n et 



Exercice E.114 Si G est un groupe de Lie, on note Go la composante connexe de son 
element neutre. Montrer que les groupes de Lie PSL^M) = SL 4 (M)/{±Id} et SO(3, 3)o sont 
isomorphes. On pourra montrer et utiliser le fait que le produit exterieur dans A 2 (R 4 )* (voir 
l’appendice A.5) fournit une forme quadratique de signature (3, 3) sur M 6 . Montrer que les 
groupes de Lie PSO(4) = SO(4)/{±Id} et SO(3) x 50(3) sont isomorphes. (Voir aussi 
l’exercice E.127 pour une autre methode.) 


Exercice E.115 Montrer que l’espace vectoriel R 3 muni du produit vectoriel usuel A est 
une algebre de Lie. On considerera les champs de vecteurs X, Y , Z sur R 3 definis par : 


Y 9 8 

x = %~ y Yz’ 


d d 

* = 

oz ox 


d d 
Z = V B^- X Yy 


On montrera qu’ils engendrent, dans l’algebre de Lie des champs de vecteurs de 
sous-algebre de Lie isomorphe a R 3 muni du produit vectoriel. 


une 
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Exercice E.116 Dans cet exercice, on considere M 3 muni de ses coordonnees usuelles 
(, x,y,z ). On note X \, X 2 ■ X 3 les champs de vecteurs sur R 3 definis au point ( x,y,z ) par 


X] = 

- 2 ~w+ 2 ?4 

X 2 = 

-y£ + 2x m 

X 3 = 

1 

to 


(1) Montrer que l’application A : (x,y,z) e-)■ Vect(Xi, X 2 , X 3 ) est un champ de 2-plans de 
classe C°° integrable sur M 3 — {0}. 

(2) Si J- est le feuilletage de R 3 — {0} auquel est tangent A, montrer que toutes les feuilles 
de J- sont des sous-varietes de R 3 — {0}, qui sont C°°-diffeomorphes au plan R 2 ou au 
cylindre RxSi. 

On considere le groupe de Lie G = SL 2 (R), d’element neutre la matrice identite Id, et 
son algebre de Lie 0 = s^R). Pour tout X dans g — {0}, on note i\)x '■ G —> g l’application 
9 gXg- 1 . 

(3) Montrer que l’application X 1 —> Ty 'ipx(Q), qui a X dans g — {0} associe l’image de 
Tid i/jx, est un champ de 2 -plans integrable sur g — { 0 }. 

(4) Montrer que pour tout Xq dans g tel que tr Xq soit non nul, l’ensemble 

{gXog - 1 : g G G} 

est une sous-variete connexe de dimension 2 de classe C°° de g —{0}, egale a la composante 
connexe de Xq dans l’ensemble des elements X de g — {0} tels que 

tr X 2 = tr X 2 . 


Exercice E.117 Soit G le groupe des transformations affines de M de la forme f a 5 : x 1 —> 
ax + b avec a > 0 et b € M. 

1. Montrer que G est un groupe de Lie diffeomorphe a R 2 . II est appele le groupe affine 
de la droite. Montrer qu’il est isomorphe au sous-groupe de Lie de GL 2 (M) 

{(0 1) : “>°' 6€R }- 

2. Soient A et B les generateurs evidents de l’algebre de Lie g de G. Calculer [A,B], 

3. Quels sont les sous-groupes a un parametre de G? 

4. Montrer que l’exponentielle realise un diffeomorphisme entre g et G. 
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Exercice E.118 Soit G un groupe de Lie, d’algebre de Lie g, et exp : g —> G l’application 
exponentielle. On munit g d’une norme quelconque. 

(1) Montrer que pour tous X,Y dans g, on a 

exp X exp Y = exp(A + Y + ^[A, Y] + ri(A, Y)) 

oil ^||x|^||y||^ tend vers 0 quand X , Y tendent vers 0. 

(2) En deduire que pour tous X, Y dans g, on a 


exp X exp Y exp(— X) exp(— Y) = exp ([A, Y] + r 2 (A, Y)) 
ou -1 l y]|^ tend vers 0 quand X, Y tendent vers 0. 


Exercice E.119 Montrer qu’un groupe de Lie (reel) est sans petit sous-groupe. 


Exercice E.120 Si G est un groupe de Lie d’element neutre e, montrer qu’il existe une 
structure de groupe de Lie sur TG telle que les applications d’inclusion T e G —>• TG (ou T e G 
est le groupe de Lie additif de l’espace vectoriel T e G ) et de projection TG —>• G canoniques 
soient des morphismes de groupes de Lie. Est-elle unique ? 


Exercice E.121 Soit g une algebre de Lie, et Aut(g) le groupe de ses automorphismes 
d’algebres de Lie. Montrer que Aut(g) est un sous-groupe de Lie de GL(g), dont l’algebre 
de Lie est la sous-algebre de Lie Der(g) de gl(g). 


Exercice E.122 Montrer qu’il n’existe pas de structure de groupe de Lie sur une sphere 
de dimension paire non nulle. 


Exercice E.123 Soient H un sous-groupe de Lie immerge connexe d’un groupe de Lie G. 
Soit cf> : G —>• G un morphisme de groupes continu injectif tel que (f>(H) C H. Montrer que 
la restriction de (f> a H est un C°°-diffeomorphisme de H. 


Exercice E.124 (Groupes unipotents) Soit n € N — {0}. Soient G le groupe de Lie 
forme des matrices triangulaires superieures de Af n (M) avec des 1 sur la diagonale, et g 
son algebre de Lie. 

1. Pour tout l£g, montrer que ad (A) est nilpotent. 

2 . Montrer que l’exponentielle est un diffeomorphisme entre g et G. 

3. Montrer qu’il existe une application C : g 2 —>• g polynomiale telle que, pour tous 

X,Y eg, 

exp (A) exp(F) = exp(C(A, A)) . 
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4. Si X et Y appartiennent a vine rnerne sous-algebre de Lie f), montrer que C(X,Y ) 
appartient a f). On pourra verifier que la fonction F(t) = C(tX,tY) est solution 
d’une certaine equation differentielle. 

5. Montrer que tout sous-groupe de Lie immerge connexe de G est ferme et simplement 
connexe. 


Exercice E.125 Soient G, G' des groupes de Lie connexes, et p : G' G un revetement 
de groupes de Lie. Montrer qu’il existe un sous-groupe distingue discret T de G 1 , et un 
isomorphisme de groupes de Lie 9 : T\G / —>• G tels que, si 7 r : G' —> T\G' est la projection 
canonique, alors le diagramme suivant est commutatif : 

a 

* ■/ \ p 

r\G' A g . 


Exercice E.126 (1) Montrer que SU(2) est diffeomorphe a la sphere § 3 . 

( 2 ) Soit V l’espace vectoriel des matrices complexes de taille 2 , antihermitiennes et de 
trace nulle. Exhiber un produit scalaire sur V qui soit invariant par l’action naturelle de 
SU(2) sur V. 

(3) En deduire l’existence d’un revetement SU —>• SO(3). Quel est le cardinal de chaque 
fibre? Quel est (a isomorphisme de groupes de Lie pres) le revetement universel de SO(3) ? 

(4) Montrer que SO(3) est diffeomorphe a ^(M). 


Exercice E.127 On note % l’espace des quaternions de Hamilton et S 3 C H la sphere 
des quaternions unites. Pour h dans H et q±,q 2 dans S 3 , on note n(qi,q 2 )(h) = qihq 2 - 

(1) Montrer que S 3 est un groupe de Lie pour la multiplication. Montrer que 7 r est une 
action C°° de S 3 x S 3 sur H. Quel est son noyau? 

(2) En deduire l’existence d’un revetement S 3 x S 3 —>• SO(4). Quel est le cardinal de 
ses fibres? 


Exercice E.128 (Groupes de Lie abeliens) (1) Si G est un groupe de Lie commutatif, 
montrer que le crochet de Lie sur son algebre de Lie g est nul. 

(2) Reciproquement, si G est un groupe de Lie connexe dont le crochet de Lie est 
nul, montrer que les hots de deux champs de vecteurs invariants a gauche commutent. En 
deduire que G est commutatif. 

(3) Montrer que pour tout sous-groupe ferme F de M n , il existe un automorphisme 
lineaire / de M n tel que f(F) = Z p x M 9 avec p, q dans N et p + q < n. 

(4) Montrer qu’un groupe de Lie (reel) commutatif, connexe et simplement connexe de 
dimension n est isomorphe au groupe de Lie M n . 

(5) Montrer que tout groupe de Lie (reel) G, commutatif, de dimension n, est isomorphe 
a un groupe de Lie produit T p x M n-p x F, pour p dans N avec p < n, et F un groupe 
abelien discret. 
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(6) Soit G un groupe de Lie complexe compact connexe. Si V est un espace vectoriel 
complexe de dimension finie et p : G —> GL(V) est un morphisme de groupes de Lie com¬ 
plexes, montrer que p(G) = {Id}. On pourra utiliser le fait qu’une application holomorphe 
bornee de C dans C est const ante. 

(7) Montrer qu’un groupe de Lie complexe compact connexe est commutatif. 


Exercice E.129 Soit n > 1. Soit q la forme quadratique sur M n+1 donnee par 

q(x 0 ,.. .,x n )=XQ-xl - x 2 n . 

On note 0(1, n) le groupe orthogonal de q, SO(l,n) le sous-groupe de 0(1, n) forme des 
elements de determinant 1 et SOo(l,n) la composante connexe de l’identite dans SO(l,n). 

1. Montrer que 0(1, n) est un sous-groupe de Lie de GL n+ i(M) et calculer sa dimension. 

2 . Determiner 0(1,1), S0(1,1) et SOo(l,l). 

3. On note Hg C M n+1 l’ensemble des x = {xq, .. . ,x n ) tels que q(x) = 1 et xq > 0. 
Montrer que SOo(l,n) agit transitivement sur MJ. En deduire le nombre de compo- 
santes connexes de 0 ( 1 , to). 

4. Soit A l’espace vectoriel des matrices reelles, carrees, symetriques et de taille 2 . 
Montrer que le determinant est une forme quadratique sur A. En deduire l’existence 
d’un revetement de groupes de Lie (reels) SL 2 (M) —>• S0o(l,2). Quel est son noyau? 

5. Construire un revetement de groupes de Lie (reels) SL 2 (C) —>• S0o(l,3). Quel est le 
cardinal de ses fibres ? 


Exercice E.130 Montrer que les groupes de Lie PSL 2 (M), SOo(l, 2), SU(1,1) sont iso- 
morphes. 


Exercice E.131 Soient K = 1R ou K = C, et V. V' deux espaces vectoriels de dimension 
finie sur K. 

(1) Montrer que l’application 

F(QxP(L) —x P(V ® V') 

(. Kx,Ky ) i->- K(x<S>y ) 

(voir l’appendice A.5 pour les rappels sur le produit tensoriel) est un plongement K- 
analytique. 

(2) Un drapeau de type n = (uq, ... ,nk) est une suite finie D = (V})o<j<fc de sous- 
espaces vectoriels emboites (I 4 _i C Vi pour 1 < i < k) tels que la dimension de Vi soit to*. 
On note T> n l’ensemble des drapeaux de type n. Le groupe lineaire G = GL(U) agit sur 
T>n par 

9-{Vi) 0 <i<k = ( gVi)o<i<k ■ 

On note Gd le stabilisateur d’un drapeau D. Une base (ej,..., e n ) de V est adaptee a D 
si (e-j)i<j<m est une base de Vi pour 1 < i < k. On considere l’application 

k 

0 : V n ->• n P ( Aly ) 

2—1 
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dehnie par D H > (Ke i A - • ■ f\e ni )i<i<k pour (ei, ... ,e n ) une base adaptee a D. Montrer que 
0 est bien definie, qu’elle est une bijection sur son image, que celle-ci est une sous-variete 
A'-analytique, et calculer sa dimension. 

(3) En deduire que pour tout drapeau D, l’espace homogene G/Gd se plonge (de 
maniere A"-analytique) dans un espace projectif de dimension n!"=o( n * + 1) — 1 sur K. En 
particular, si P est le sous-groupe de Lie des matrices triangulaires superieures du groupe 
de Lie G = GL n (M), montrer que l’espace homogene G/P se plonge (de maniere analytique 
reelle) dans l’espace projectif reel de dimension n\ — 1. 


Exercice E.132 On considere, sur l’espace vectoriel reel V = M 2n , identihe avec l’en- 
semble C n par l’application (aq, y±, ..., x n , y n ) i z = (aq + iyi,... , x n + iy n ), la forme 
bilineaire reelle 

n 

B{z,z') = - y^) . 

1=1 

Un sous-espace vectoriel reel L de dimension reelle n de V est dit lagrangien si B est nulle 
sur L x L. 

(1) Montrer que le sous-ensemble des sous-espaces lagrangiens de V est une sous-variete 
C°° de la variete grassmannienne Gn(V). 

(2) En remarquant que 0(n) = U(n) PI GL n (M), montrer que cette sous-variete est 
C°°-diffeomorphe a U(n)/0(n). 


Exercice E.133 Pour tout n dans N— {0}, on note G = SO (2 n) le groupe de Lie (reel) des 
matrices g reelles 2nx2n de determinant 1 et orthogonales (i.e. g = t g). On note Asym 2n 
l’espace vectoriel des matrices X de taille 2 n x 2 n qui sont antisymetriques (i.e. t X = —X). 
On dehnit l’ensemble M = G Pi Asym 2ri . On note I n la matrice identite n X n, et 


Jn — 


0 

-In 



(1) Montrer que tout element de M est conjugue a J n par un element de G. Si X € M, 
quel est le rang de l’application lineaire de Asym 2n dans l’espace vectoriel des matrices 
reelles 2 n x 2 n dehnie par Y i-q XY + YX? 

(2) Montrer que M est une sous-variete C°° de G. Quelle est sa dimension ? 

(3) Soit H l’ensemble des matrices g de G telles que gJ n = J n g. Montrer que H est un 
sous-groupe de Lie de G. Quelle est sa dimension? 

(4) On considere l’application <p : G/H —» M dehnie par gH i —> gJ^g. Montrer que (p est 
bien dehnie, et est un C°°-diffeomorphisme. 


Exercice E.134 (Espaces symetriques de groupes orthogonaux et unitaires) Soi- 

ent K = M (respectivement IK = C), n € N et V le K-espace vectoriel K n . Soit q une 
forme quadratique (respectivement hermitienne) non degeneree de signature (p ! , p) avec 
1 Y p < p r (p est le nombre de signes +) sur V. Rappelons (voir la partie 2.4.3) que 
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Qp{V) est la variete analytique reelle (respectivement complexe) des sous-espaces vectoriels 
de dimension p de V. Notons X = Xq l’ensemble des elements L de Gp(V) tels que la 
restriction de q a L x L soit definie positive. 

(1) Montrer que X est une sous-variete analytique reelle (respectivement complexe) de 

G P (V). 

(2) Soit G la composante neutre du groupe de Lie reel des bijections IK-lineaires de V 
de determinant 1 preservant q, aussi note SOo (q) (respectivement SU(g)). Montrer que 
(g,L) i —> g(L) est une action analytique reelle de G sur X. 

(3) Fixons Lq un element de X. Notons Lq son orthogonal pour q, et K le stabilisateur 
du point Lq pour l’action de G sur X. Montrer que K est un sous-groupe de Lie compact 
de G, isomorphe au sous-groupe, note S(0(p) x 0(p')) (respectivement S(U(p) x U(p'))), 
des matrices diagonales par blocs, de blocs diagonaux dans 0(p),0(p') (respectivement 
U(p), U(p')) et de determinant 1. Montrer qu’il existe un diffeomorphisme analytique reel 
entre X et la variete analytique reelle quotient G/K. 

(4) Notons po et p^ les projections orthogonales sur Lq et Lq. Soit £(Lo,Lq ) le IK-espace 
vectoriel des applications IK-lineaires de Lq dans Lq. Notons Y = Yq l’ensemble des A 
dans C(Lq,Lq) tels que Id — A*A soit definie positive, ou A* est Padjoint de A pour les 
produits scalaires q\L 0 xL 0 ~Q\LfxLf- Montrer que l’application ip : X —>• C{Lq,Lq), qui 
a L associepjj-o(po| L ) _1 , est un diffeomorphisme analytique reel (respectivement complexe) 
de X sur l’ouvert borne Y de C(Lq,Lq ). 

(5) Quelle est P adherence de X dans G P (V)? Montrer que Paction de G sur X s’etend 
continuement en une action de G sur son adherence X, et que G n’a qu’un nombre hni 
d’orbites sur X, dont une seule est fermee. 

(6) Notons Sx Pensemble des elements L de G P (V) isotropes pour q, Sy Pensemble (appele 
frontiere de Shilov du domaine borne Yq) des elements A de C(Lq,Lq ) tels que Id — A*A = 
0, et P le stabilisateur dans G d’un sous-espace isotrope maximal de V. Montrer que Sx, Sy 
sont des sous-varietes analytiques reelles (respectivement complexes) de Q p (V), C(Lq, Lq), 
qui sont diffeomorphes (par un diffeomorphisme analytique reel) a la variete analytique 
reelle quotient G/P. 

(6) Si K = C et p = p' = 1, expliciter Yq. Si IK = C et p = p', montrer que l’application 
de Yq dans Pespace vectoriel complexe A4 P (C) definie par Z i —> i(Id + Z)( Id — Z)” 1 des 
matrices de taille p x p est un diffeomorphisme analytique complexe sur son image, que 
l’on determinera. 


Exercice E.135 (Espaces symetriques de groupes symplectiques) Soit V unespace 
vectoriel reel de dimension 2n, muni d’une forme symplectique ( , ) (i.e. d’une forme 
bilineaire antisymetrique non degeneree ( , )). On rappelle qu’une structure complexe sur 
V est un automorphisme lineaire J de V tel que J 2 = —Id. 

(1) Si W est un espace vectoriel complexe de dimension n, et q une forme hermitienne 
non degeneree, montrer que la multiplication par i est une structure complexe sur Pespace 
vectoriel reel sous-jacent a W, et que Im q est une forme symplectique non degeneree sur 
Pespace vectoriel reel sous-jacent a W . Si J est une structure complexe sur V, montrer qu’il 
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existe une unique structure d’espace vectoriel complexe sur V telle que la multiplication 
par i soit 1’automorphisme J. Nous la noterons Vj dans la suite. 

Notons Sp(V) le groupe des symplectomorphismes de V, i.e. des automorphismes li- 
neaires de l’espace vectoriel V preservant la forme symplectique de V. 

Notons X = Xg p (y) 1’ensemble des automorphismes lineaires J de V tels que J soit 
une structure complexe sur V, et l’application hj : (x,y) >->■ (x , Jy) +i(x, y) soit une forme 
hermitienne definie positive sur l’espace vectoriel complexe Vj. 

(2) Montrer que J appartient a X si et seulement si J est une structure complexe sur V 
et (x, y) i->- (x, Jy) est une forme quadratique definie positive sur V. 

(3) Montrer que X est une sous-variete analytique reelle de GL(V). 

(4) Montrer que Sp(V) est un sous-groupe de Lie du groupe de Lie reel GL(V). Montrer 
que l’action par conjugaison de Sp(V) sur GL(V) preserve X, est transitive sur X et que 
le stabilisateur d’un point est un groupe de Lie reel isomorphe a U(n). 

(5) Soit Vc = le complexifie de V, qui est un espace vectoriel complexe, et a : Vc —> 

Vc la conjugaison complexe (i.e. l’unique application M-lineaire telle que a(x®z) = x<8 )z). 
Si / est une forme M-multilineaire sur V, on note /c l’unique forme C-multilineaire sur Vc 
telle que 

fc(xi ®Z 1 ,...,Xp®Z p )=Zl... z p f(x i,... ,x p ) . 

Montrer que l’application de l’ensemble des structures complexes sur V dans l’ensemble 
des decompositions en somme directe d’espaces vectoriels reels Vc = W+ © W_ preservees 
par a, qui a J associe la decomposition Vc = W + (J ) © W_(J) en espaces propres de Vc 
pour Jc correspondant aux valeurs propres +i, —i respectivement, est une bijection. 

Montrer que h : (x,t) <—> i(x,cr(y))c est une forme hermitienne non degeneree de 
signature (n,n) sur l’espace vectoriel complexe Vc- 

(6) En rappelant la notation Xgu(h) ^e l’exercice E.134 precedent, montrer que l’appli¬ 
cation de Xg p (cj dans Xgu(h) qui a J associe W+(J) est un plongement analytique reel, 
equivariant sous l’action du morphisme de groupes de Lie de Sp(V) dans SU (h) defini par 
9 H > gc, et dont l’image iS'g p (v) (appele Vespace de Siegel ) est l’ensemble des L dans la 
variete grassmannienne Q n (Vc) tels que h|c X L s °it definie positive et ( , )c|x, X L so ^ nu ll e - 

En deduire que Xg p (y) admet une structure de variete analytique complexe invariante 
par l’action de Sp(V). 

(7) Montrer que l’application tp : Xgu(h) —> definie dans l’exercice E.134 (4) induit 

un diffeomorphisme analytique reel de l’espace de Siegel <Sg p (y) sur la sous-variete Vg p (y) 
de Yg U (/ l ) formee des A € Ygu(/ l ) tels que l’application M-bilineaire {x, y) —>• (x, Ay) c sur 
(V © 1) x (V © 1) soit symetrique. 

(8) Montrer que l’action de Sp(V) sur l’espace de Siegel induite par le plongement 

de la question (6) s’etend continuement a l’adherence S'g p (y) de <Sg p (y) dans Q n {\ c), que 
l’action de Sp(V) sur iS'g p (y) possede n + 1 orbites, dont la seule qui est fermee est la 
sous-variete analytique reelle Ss P (y) de t/ n (V<c) (appelee la frontiere de Shilov de Sp(V)) 
formee des L tels que a la fois h^xL ( ))c|lxL soient nulles. 
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5.10 Indications pour la resolution des exercices 

Scheme E.105 Soit U un voisinage ouvert de l’element neutre e dans un groupe topo- 
logique G, et H le sous-groupe de G engendre par U. Si g 6 H, alors gU est un voisinage 
ouvert de g, contenu dans H, done H est ouvert. Si g € H, alors le voisinage ouvert gU 
de g rencontre H, done g € H car H est un groupe contenant U , et H est ferme. Par 
connexite, on a G = H. 

Scheme E.106 Nous ne traitons ici que le cas de O (n) dans GL(n,M), de U (p,q) dans 
GL(p + q, C) et de Sp n (M) dans GL(2n,M). Nous identifions aussi leurs algebres de Lie, et 
nous verifions que l’exponentielle des matrices envoie l’algebre de Lie du sous-groupe de 
Lie dans ce sous-groupe de Lie (ce qui decoule de la propriety (6) c) ). 

Les arguments sont tres similaires dans les trois cas. Pour verifier que les parties 
O(n), U(p, q), Sp n (M) sont des sous-varietes C°°, nous allons les ecrire comme ^>“ 1 (x) pour 
une certaine submersion cj) de classe C°° et un certain x. 

Dans le cas de O(n), soit l’application x H > t xx, de l’ouvert GL(n,M) de A4 n (M) 
dans l’espace vectoriel reel de dimension fini S des matrices reelles symetriques de taille 
n x n. Elle est de classe C°° (car polynomial), de differentielle d(f> x (X ) = t xX + f Ax. 
Montrons que d(j) x est surjective. Soit s une matrice symetrique, alors X = t x~~ 1 s/2 verifie 
d(j) x {X ) = s, ce qui conclut. Le sous-ensemble O(n) = image reciproque d’un point 

par une submersion, est done une sous-variete de GL(n,M). De plus, son espace tangent en 
un point x est donne par le noyau de d(j) x . En particulier, son algebre de Lie, i.e. son espace 
tangent en I n , est donne par {X € Ad ra (M) : X + t X = 0} = o(n), l’espace vectoriel 
des matrices antisymetriques. La variete O(n) est de dimension egale a la dimension de cet 
espace vectoriel, et done de dimension n(n — l)/2. 

Dans le cas de U (p,q), soit n = p + q. On prend (f> l’application x i —> t xI P)q x, de 
l’ouvert GL(n,C) dans l’espace vectoriel reel de dimension fini des matrices hermitiennes, 
qui est C°°. Sa differentielle, donnee par dcf> x (X ) = t xI pA X + t XI p ^ q x, est surjective : un 
antecedent de la matrice hermitienne s est I Ptq t x~ 1 s/2. Comme (f> est une submersion C°°, 
U (p,q) est done une sous-variete C°° de GL(n,C). Son algebre de Lie est donnee par 

ker d0/ n = {X € M n {C) : t XI p , q + I pA X = 0} = u(p, q) . 

De plus, U(p, q) est de dimension 2n 2 — n(n — l)/2 — n(n + l)/2 = n 2 . 

Enfin, pour Sp n (M), on prend 4>(x) = t xJ n x, a valeurs dans l’espace des matrices 
antisymetriques. Les arguments ci-dessus se repetent sans difficulte. Son algebre de Lie est 

{X € .A42n(®i) : t XJ n + J n X = 0} = 5p n (M) , 

et sa dimension 4n 2 — 2n(2n — l)/2 = n(2n + 1). 

Montrons maintenant que les exponentielles de ces algebres de Lie sont incluses dans 
les groupes de Lie correspondants. 

Soit X une matrice dans l’algebre de Lie de O(n), i.e., antisymetrique. Alors X et t X 
commutent done 

*exp(A) exp(X) = exp^A) exp(A) = exp(*A' + X) = I n . 

Ainsi, exp (A) appartient bien a O(n). 
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Un argument similaire fonctionne pour U Pi9 . Soit X telle que t XI p ^ q + I P)C} X = 0. Alors 
I pq ^XI p q + X = 0. Eu particulier, les deux matrices I~ q t XI P:q et X commutent, done 

I n = exp (I~i t XI P)q + X) = exp l X I p , q ) exp(A) = I~* exp( 4 A) I P)Q exp(A) 

= J p,q f exp(A) I P;q exp(A). 

Ainsi, exp(X) appartient a U (p,q). Le rrierne argument fonctionne directement pour le 
groupe Sp n (M). 

Scheme E.108 Voir les indications de solution de l’exercice E.106. 

Scheme E.109 Voir par exemple [MT], 

Scheme E.112 II s’agit de voir que l’inversion est C°°. 

Soit F : (x,y) i->- (x,xy). Elle est C°°. Comme F(x,e) = (x,x), l’image de T/ e ^F 
contient la diagonale A = {(y, y)} C T e G x T e G. De meme, F(e,y) = (e,y) done l’image 
de contient {0} x T e G. Comme A © ({0} x T e G) = T e G x T e G, la differentielle 

T(e e)F est surjective, done bijective, et le theoreme d’inversion locale montre que F admet 
un inverse local F~ 1 . Algebriquement, on a F~ l (x,y) = ( x,x~ l y ). Soit la projection sur 
la deuxieme coordonnee. Alors x~ l = 7T2 o F~ 1 (x,e), done x >—> x~ l est C°° au voisinage 
de e. 

Soit maintenant g arbitraire dans G. Pour x proche de g, on a 

x~ l = (xy -1 y) -1 = y _1 (xy _1 ) _1 . 

Comme x i —y (xy -1 ) -1 est C°° au voisinage de g, on en deduit que x i —> x -1 est egalement 
C°°. 

Scheme E.113 (1) Soit M G GL n (M). En orthogonalisant ses colonnes, on verifie qu’il 
existe des matrices K orthogonale et D triangulaire superieure avec des coefficients stric- 
tement positifs sur la diagonale, telles que M = KD. Comme D s’ecrit aisement sous la 
forme AN avec A G A n et N G J\f n , on obtient la surjectivite de 

Si KAN = K'A'N', alors t K'K = A 1 N'N^ 1 A~ l . La matrice t I\'K est orthogonale et 
triangulaire superieure a coefficients diagonaux positifs, e’est done l’identite, et K' = K. 
Cela implique aisement que A = A' et N = N'. Ainsi, est une bijection. 

On va montrer que est un C°°-diffeomorphisme local. En particulier, l’image d’un 
ouvert sera ouverte par le theoreme d’inversion locale, done <L _1 sera C°° et cela conclura 
la preuve. 

Soient ( K,A,N) G K. n x A n x M n . Alors T K X n = {U : l UK + t KU = 0} est de 
dimension n(n— l)/2, tandis que TaA n est constitue des matrices diagonales, de dimension 
n, et Tj\fJ\f n est constitue des matrices triangulaires superieures strictes, de dimension 
n(n— l)/2. Comme n(n — l)/2 + n + n(n— l)/2 = n 2 , les dimensions coincident et il suffit 
de verifier que T(k.A.N)^ es t injective. 

Soient U. V. W’ telles que T {K>AN) <f>(U,V,W) = 0, i.e. UAN + KVN + KAW = 0, 
i.e. t KUAN + VN + AW = 0. La matrice U' = t KU est antisymetrique, et U' = — (VN + 
AW)N~ 1 A~ 1 . En particulier, U' est triangulaire superieure. Par antisymetrie, U' = 0, 
puis U = 0. Ainsi, VN + AW = 0. Comme W est triangulaire superieure stride, les 
coefficients diagonaux de AW sont nuls, et les coefficients diagonaux de VN egalement. 
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Mais ces coefficients sont ceux de V, done V = 0. Finalement, on obtient aussi W = 0, ce 
qui conclut. 

(2) Soit M € GL n (M). La matrice t MM est alors symetrique definie positive. En 
la diagonalisant dans une base orthonormee puis en prenant la racine carree de chaque 
coefficient sur la diagonale, on obtient une matrice symetrique definie positive S telle que 
t MM = S 2 = t SS. Alors K = MS _1 satisfait t KK = I n , i.e. K est orthogonale. On a 
montre la surjectivite de 

Reciproquement, soit ( K,S ) € K- n x S n tel que M = KS. Pour demontrer l’unicite de 
S , il suffit done de voir que toute matrice X de S admet une unique racine carree dans S n . 
C’est immediat si X est de la forme Aid (avec A > 0). Si S est une racine carree de X, alors 
S et X commutent, et par diagonalisation simultannee, on se ramene au cas precedent. 

Ainsi, 'F est une bijection. II reste a montrer que c’est un diffeomorphisme. Soient 
K € IC n et S £ S n . L’espace tangent a IC n en K est forme des matrices U telles que 
t KU + t UK = 0, et est de dimension n(n — l)/ 2 , tandis que l’espace tangent a S n en S est 
forme des matrices symetriques, et est de dimension n(n + l)/2. Les dimensions coincident 
bien, il suffit done de verifier que Trx,S)^ est injective pour conclure. 

Soit (U, V ) € T K JC n x T s S n , alors T (K ^V(U V) = KV + US. Si T (K>S) ^{U, V ) = 0, on 
a done V + t KUS = 0. La matrice U' = t KU est antisymetrique, et verifie V + U'S = 0, 
done U'S est symetrique, puis 

U'S = *( U'S) = = -SU'. 

Quitte a diagonaliser S dans une base orthonormee, on peut supposer que S est la matrice 
diagonale de coefficients Ai,..., A n avec A* > 0 puisque S est definie positive. L’equation 
(U'S)ij = —(SU')ij donne alors (Aj + A j)U[- = 0, puis U[- = 0 car A,; + A j > 0. Ainsi, 
U' = 0, puis U = KU' = 0, et enfin V = -U'S = 0. 

(3) L’application ^ se restreint a SO(n) x S n en un diffeomorphisme entre SO(n) x S n 
et GL^(R) l’ensemble des matrices de determinant strictement positif. Notons 5 n .i la 
sous-variete de S n forme des matrices symetriques definies positives de determinant 1 . 
Alors ’I' se restreint en un diffeomorphisme entre SO(n) x et SL n (M). Finalement, 
l’exponentielle est un diffeomorphisme entre l’espace vectoriel des matrices symetriques et 
S n (voir l’exercice E.181), qui se restreint en un diffeomorphisme entre l’espace vectoriel 
des matrices symetriques de trace nulle et <S n) i. Ainsi, 5 n> i est diffeomorphe a M( ri + 2 H n_1 )/ 2 . 

(4) L’application <F est un diffeomorphisme entre SO(2) x5 ni i et SL 2 (K). En quotientant 
par {±1}, on obtient un diffeomorphisme entre (SO(2)/{±l}) x 5 n ,i et PSL 2 (M). De plus, 
le groupe de Lie SO(2) des rotations du plan est isomorphe au cercle Si. Dans SO(2)/{±l}, 
on identifie deux points opposes, et on obtient done une variete diffeomorphe a Pi(M), i.e. a 
Si. Ainsi, PSL 2 (M) est diffeomorphe a Si x M 2 . 

Comme un revetement universel de Si est M, le groupe de Lie PSL 2 (M), revetement 
universel de PSL 2 (M) (et done de SL 2 (M)), est done diffeomorphe a M 3 . 

Scheme E.114 Soit (ei, e 2 , e^, 64 ) la base canonique de (M 4 )*, ce qui fournit une base 
(ei A e 2 , ei A e\ A e 4 , e 2 A e 2 A e 4 , e 3 A 64 ) de A 2 (M 4 )*. Notons (aq, X 2 , X 3 , X 4 , x$,xq) les 
coordonnees de A 2 (M 4 )* dans cette base, et, par l’orientation de M 4 , identifions A 4 (M 4 )* 
avec M par l’application t ei A e 2 A A e 4 1 —> t. En composant le produit exterieur par 
cette application, on obtient done une forme bilineaire sur A 2 (M 4 )*, qui est symetrique, 
et dont la forme quadratique associee s’exprime dans les coordonnees ci-dessus comme 
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q = 2{x\x§ — X 2 X 5 + X 3 X 4 ), qui est bien de signature (3,3), et le groupe de Lie connexe 
SO(q )0 est isomorphe a SO(3,3)o- 

Pour g dans SL 4 (R), notons g* 1’application lineaire induite sur A 2 (R 4 )*, dont on sait 
qu’elle verifie (g o h)* = h* o g* et id* = id. Comme g est de determinant 1, l’application 
lineaire g* preserve la forme quadratique q. Done l’application g i->- (g~ 1 )* est un mor- 
phisme de groupes de SL^R) dans SO(q). II est evidemment de classe C°° (les coefficients 
de g* dans la base precedente sont des polynomes en les coefficients de g). Par connexite 
de SL 4 (R), ce morphisme est a valeurs dans SO(q) o- Comme {d=Id} agit trivialement sur 
A 2 (M 4 )*, nous obtenons done, par passage au quotient par le sous-groupe distingue discret 
{±Id}, un morphisme de groupes de Lie de 0 : PSL 4 (M) —>• SO(3, 3)o- Pour montrer que 
e’est un isomorphisme de groupes de Lie, par un resultat du cours, il suffit de montrer qu’il 
est bijectif. 

Scheme E.115 En utilisant la formule donnant le crochet de Lie en fonction des derivees 
partielles, on calcule [A', Y] = Z. Par permutation circulaire, on obtient aussi [Y, Z] = X 
et [Z, X} = Y. 

Dans M 3 muni du produit vectoriel canonique, soit (ei, 62 , 63 ) la base canonique. On a 
ei A e 2 = e 3 , e 2 A e 3 = ei et e 3 A ei = e 2 - Ainsi, l’application envoyant X sur ei, Y sur 
e 2 et Z sur e 3 est un isomorphisme d’espace vectoriel qui envoie le crochet de Lie sur le 
produit vectoriel. On en deduit en particulier que (R 3 ,A) est une algebre de Lie (ce qui 
n’etait pas evident a priori, il fallait verifier que l’identite de Jacobi etait satisfaite, ce qui 
est immediat maintenant puisqu’elle est toujours satisfaite par les champs de vecteurs). 

Scheme E.116 (1) Ces champs de vecteurs X 1 , A 2 , A 3 sont clairement C°°, et verifient 
la relation de colinearite xX\ + zX 2 + yA 3 = 0. De plus, sur chacun des ouverts d’equation 
r/ 0 , j// 0 , z /0 (dont la reunion recouvre M 3 — { 0 }), les couples de champs de vecteurs 
(A 2 , A 3 ), (Ai, X 2 ) et (Ai, A 3 ) sont libres, done forment une base de A. En particulier, A 
est un champ de 2 -plans C°° sur R 3 — {0}, d’equation au point ( x,y,z ), 

xX + zY + yZ = 0 . 

Un petit calcul (lorsque l’on connait la formule pour le crochet de champs de vecteurs!) 
do nne 

[A 1 ,A 2 ] = 2A 2 , [A 1 ,A 3 ] = -2A 3 , [A 2 , A 3 ] = X\ . 

Done, par le theoreme de Frobenius (ne pas oublier de citer le nom des theoremes que l’on 
utilise), le champ de 2 -plans A est integrable. 

On peut aussi raisonner de maniere directe (ce qui est utile pour la seconde ques¬ 
tion). Considerons l’application / de M 3 — {0} dans R definie par f(x,y,z ) = x 2 /2 + yz. 
Il est clair que cette application est une submersion surjective, done par le theoreme 
des fonctions implicites, les composantes connexes des preimages /^ 4 (c) pour c dans R 
forment un feuilletage de R 3 — {0}. Le calcul evident de la differentielle de /, qui donne 
df( x .y,z) (A, Y. Z) = xX + zY + yZ, montre que le champ de 2-plans A est tangent a ce 
feuilletage. 

(2) Le changement lineaire (done C°°) de variables x = 2 x,y = y + z,~z = y — z montre 
que les feuilles de T sont les composantes connexes des surfaces dans R 3 — {0} d’equation 
x 2 + y 2 — ~z 2 = c 011 c est une constante. Ces surfaces sont des surfaces de revolution autour 
de l’axe des z. Elies sont connexes et C°°-diffeomorphes a un cylindre R x §1 si c > 0, 
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et ont deux composantes connexes, chacune C°°-diffeomorphes a un disque ouvert (done 
a R 2 ) si c > 0. Enfin, si c = 0, cette surface (qui est le cone prive de son origine) a deux 
composantes connexes, chacune C°°-diffeomorphe a un cylindre. 



q = x 2 + y 2 — z 2 


(3) On a 


0 = Ti d G = {X 



En particulier, l’espace vectoriel g est engendre par 


a, b, c € R} . 


A = 





Done le champ de sous-espaces vectoriels Im 'ipx est engendre par les champs 


/■J Trrvnfvn 


d 


i A - 


Un petit calcul montre que ces champs de vecteurs sont exactement 


„ d a 

~ 2 °dc + 2b db' 


1 d d d d 

-6—+ 2 a—, c—-2a— 
aa oc da ob 


On conclut alors par (1). 

(4) Comme 

tr (“ -a) = 2 (a 2 + • 

le result at decoule de (2). 

On peut aussi montrer par des moyens d’algebre lineaire que deux matrices non nulles 
de trace nulle sont conjuguees par un element de SL 2 (M) si et seulement si elles sont dans la 
meme composante connexe d’une surface de niveau deli-4 trX 2 , et dire que l’application 
de g — {0} dans M definie par X i —> trX 2 est une submersion. 
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Scheme E.117 (1) On identifie M!j_ x 1 et G par l’application (a, b) H > f ab . On verifie 
que fa )b O f cd = f acM+b et f~l = fi/a-b/a■ Ainsi, la composition et l’inversion sont C°° 
sur la variete G = Ml x M, ce qui montre que G est bien un groupe de Lie. 

Comme le groupe de matrices indique verifie la meme formule pour la composition, les 
deux groupes sont isomorphes. 

(2) On voit G comme un sous-groupe de Lie de GL 2 (K). L’algebre de Lie g de G est 


done vine sous-algebre de Lie de g^M), de base A 


1 0 
0 0 


et B 


0 1 
0 0 


. Le 


crochet de Lie de g s’obtient comme restriction a g du crochet de Lie de gl 2 (M), qui est 
simplement le crochet de Lie des matrices. Ainsi, [A, B] = AB — BA = B, comme on le 
verifie en faisant le produit matriciel. 

(3) On obtient l’exponentielle de g comme restriction de l’exponentielle de gl 2 (M), qui 
est simplement l’exponentielle de matrice. Notons que 


exp 


( X 

y ^ 

| / 

X e x e' 

\ 0 

0 ; 

I - ( 

i o 


e x -l„ 


w 


Dans G, on obtient done : 

exp(xA + yB) = f x . 

’ x * 

Les sous-groupes a un parametre de G sont de la forme t H > exp (tX) pour un element 
X de G. On ecrit X = xA + yB pour x, y € M, et on en deduit que le sous-groupe a un 
parametre precedemment mentionne est donne par 


^ ^ f p tx e tx -l ■ 

(4) En identifiant f a , b avec le couple (a, b ) € x M, l’exponentielle est donnee par 
exp (x,y) = (e x , e — y ). Ainsi, sa differentielle s’ecrit 

, , s _ ( e* 0 

“exp( X)?/ )(u, V) | e^x—(e 1 —1) ni e x — l 

V y ~nr 

En particulier, le determinant de dexp/ x ^ est non nul, ce qui montre que exp : g —>• G est 
un diffeomorphisme local. 

La formule (*) montre de plus que e’est une bijection entre g et G, ce qui conclut. 



Scheme E.119 L’application exponentielle exp est un C°°-diffeomorphisme d’un voisinage 
convexe U de 0 sur un voisinage de e, et exp(nX) = (exp(X)) n si nX £ U. 


Scheme E.120 L’ espace vectoriel g = T e G est bien sur un groupe de Lie. Rappelons 
que chaque espace tangent etant naturellement identifie avec g, le groupe de Lie G est 
parallelisable, et done TG est diffeomorphe a G x g, de sorte que la projection TG —» G 
corresponde a la premiere projection deGxg dans G, et l’inclusion g —> TG a l’application 
x e-x (e,x). En munissant G x g de la structure de groupe de Lie produit, le resultat en 
decoule. II n’y a pas unicite, car la loi 

(X,g)(X , ,g , ) = (X + Adg(X , ),gg') , 

dont on verifie qu’elle est encore une loi de groupe de Lie sur la variete produit Gxg, 
convient aussi 
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Scheme E.122 S’il existait une structure de groupe de Lie sur une telle sphere, ou 
definirait un champ de vecteurs partout non nul en bxant un vecteur v non nul de T e G, 
puis en posant X(g) = T e L x (v ) ou L x est la multiplication a gauche par x. C’est absurde, 
car on sait qu’il n’existe pas de champ de vecteurs partout non nul sur une sphere de 
dimension paire (voir l’exercice E.81). 

Scheme E.123 Le corollaire 5.22 montre que < f> : G ^ G est une application C°°. C’est de 
plus une immersion (par injectivite et rang constant), c’est done un C°°-diffeomorphisme 
de G sur 4>(G). Pour conclure, il reste a voir que 4>(H) = H. 

L’ensemble K = (f)(H) est un sous-groupe de H. Comme cj) est un diffeomorphisme 
local, K est ouvert dans H. Son complementaire dans H est reunion de classes a gauche, 
et est done ouvert, si bien que K est ferine. Par connexite, H = K. 


Scheme E.124 (1) Le crochet de Lie de g est obtenu par restriction du crochet de 
Lie de gl n (M). Ainsi, si A £ g, ad (A) = Lx — Rx- Comme Lx et R\ commutent, 
ad(A) fc = 0 L^(—La matrice A etant nilpotente, R^ = L”- = 0. Ainsi, pour 

k > 2n — 1, ad(A") fc = 0. 

(2) Si A € g, son exponentielle est donnee par exp(A) = Ylk =o TT- Considerons la 
fonction £ : G —>• g donnee par £{x) = ^)'(C ] I (—l ) 3-1 — p 3 : c’est le debut du developpe- 
ment en serie du logarithme. 

L’egalite entre series formelles exp(log(l + z)) = 1 + z et log(exp(z)) = 2 donne alors 
£ o exp = id et expo l = id. De plus, £ est polynomiale. Par consequent, 1’exponentielle est 
un C°°-diffeomorphisme entre g et G. 

(3) II suffit de prendre C(X,Y ) = £(exp(A) exp(E)), qui est manifestement polyno¬ 
miale. 

(4) Posons Z(u,v) = C(uX,vY), avec exp (Z(u,v)) = exp(uA) exp(uA). Soit g(z) = 

~ . En derivant par rapport a v, le membre de gauche donne T e L exp (z)9{ ad (voir la 

proposition 5.16) et le membre de droite donne r eX p(?;V ) L exp r u x)T e L exp ( v Y) Y . En identihant 
et en prenant v = 0, on obtient 

F)7 

g( a dZ)—=Y. 

Notons que adZ est nilpotent, si bien que g(adZ) est en fait simplement un polynome en 
adZ. Soit h\(z) = l/g(z), on a hi(adZ) = ^(adZ ) -1 (et hi(adZ) est encore un polynome 
en adZ). Ainsi, 

r)7 

— = MadZ)(E). 

On peut aussi deriver l’equation exp(— Z(u, v)) = exp(— vY) exp(—it A) par rapport a u 
(on a change les signes pour avoir une multiplication a gauche par exp(— vY), ce qui permet 
de mener a bien les calculs). On obtient 


r)7 

9(-^ z )~ u = 


-A 


Soit h 2 (z) = —1 /g(—z), on a done 


dZ_ 

du 


h 2 (ad Z)(A) . 
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Par consequent, la fonction F(t) = C(tX,tY ) = Z(t,t ) satisfait 


— (t) = Madi^m + h 2 ( a dF(t))(X) . 
dt 

Posons <L(ri) = hi(aAu)(Y) + h 2 (ad u)(X). C’est un champ de vecteurs polynomial sur g, 
et F'(t) = <h(i ? (t)). Pour u £ f), on a <h(rt) £ b puisque X et Y appartiennent a l’algebre 
de Lie b- Ainsi, une solution de l’equation differentielle f = <$(/) partant d’une condition 
initiale dans b reste dans b- C’est le cas de F(t) puisque E(0) = 0. 

(5) Soient H un sous-groupe de Lie immerge connexe de G, et b C 0 la sous-algebre de 
Lie correspondante. Alors H est engendre par exp(b). Mais la question precedente montre 
que exp(b) est un sous-groupe de G, done H = exp(b). Comme l’exponentielle realise un 
diffeomorphisme entre g et G, et b est une partie fermee et simplement connexe de g, on 
obtient la meme conclusion pour H. 

£ SU( 2). L’egalite = I 2 donne |a | 2 + |c | 2 = 1 

et \b \ 2 + |d | 2 = 1. L’egalite x f x = I 2 donne aussi |a | 2 + \b \ 2 = 1 et |c | 2 + |d | 2 = 1. Ainsi, 
|a| = |d| et \b\ = |c|. 

De plus, 1 = det(x) = ad — be. Par Cauchy-Schwarz, 

1 < \ad\ + \bc\ = |a | 2 + \b \ 2 = 1 . 

Le cas d’egalite dans Cauchy-Schwarz montre que ad £ M_|_ et be £ M_. Ainsi, si a = re 1 
on a d = re~ ld , et si b = r'e™ on a c = —r'e ~ l6 . On a montre que x etait de la forme 

f x 1 + ix 2 —x 3 + 1 x 4 

y ®3 + 1 x 4 x\ — ix 2 


Scheme E.126 (1) Soit x = 


avec {x\, X 2 , X 3 , X 4 ) £ S 3 . Reciproquement, une telle matrice appartient bien a SU(2). Ainsi, 

la formule ci-dessus dehnit un diffeomorphisme entre S 3 et SU(2). 

(2) L’espace vectoriel V est l’algebre de Lie de SU(2). Ainsi, SU(2) agit naturellement 

( xx y H - iz \ 

+ . . J de V a 

pour determinant x 2 + y 2 + z 2 . On dehnit alors une nor me euclidienne sur V par ||AT|| = 
\j x 2, + y 2 + z 2 . Comme la conjugaison ne modihe pas le determinant, cette nor me est 
invariante sous l’action de SU(2). 

(3) Soit = Ad : SU(2) —>• GL(R). Pour la norme de la question precedente, ‘L prend 
ses valeurs dans O(V). Comme SU(2) est connexe, on a meme <L(SU(2)) C SO(V). De plus, 
: SU( 2 ) —>• SO(V) est C°° car polynomiale, c’est done est un morphisme de groupes de 
Lie. 

Si g £ ker(<L), alors g commute avec toutes les matrices de V. En particulier, g commute 
avec toutes les matrices antisymetriques reelles (prendre x = z = 0) et toutes les matrices 
symetriques reelles (prendre y = 0 et ajouter A^)- Ainsi, g commute avec toutes les 
matrices reelles, c’est done une homothetie, puis g = ±/ 2 - Ainsi, $ engendre un morphisme 
injectif <1 : SU(2)/{±/ 2 } -> SO(E). 

Ces deux groupes de Lie sont de meme dimension 3, done est un diffeomorphisme 
local : il est de rang constant, et si ce rang etait strictement inferieur a 3 alors ne serait 
pas injectif. En particulier, l’image de $ est un sous-groupe ouvert de SO(E), et il est 
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done egal a SO(V) par connexite (rappelons que exp : so(V) —> SO(V) est surjective (voir 
l’exercice E.181), done SO(V) est connexe comme image continue d’un connexe). On a 
montre que SO(V) etait diffeomorphe a SU( 2 )/{±/ 2 }- 

Finalement, <f> : SU(2) —>• SO(V) est un revetement et ses fibres sont de cardinal 2. 
Comme SU(2), qui est diffeormorphe a § 3 , est simplement connexe, e’est done un revete¬ 
ment universel de SO(V). 

(4) D’apres la question precedente, SO(V) est diffeomorphe a § 3 /{±Id} = Ps(M). 

Scheme E.127 (1) L’application n est clairement une action C°°. Soit (<?i, ^ 2 ) £ ker n. 
En prenant h = 1, on obtient q\q 2 = 1, i.e. q\ = q 2 puisque ces deux quaternions sont 
de module 1. L’equation qih^q 1 = h s’ecrit aussi q\h = hq \, i.e. q\ commute avec tous les 
quaternions. C’est done un reel. Comme il est de norme 1, on obtient h = ±1. Finalement, 
ker 7 r = {± 1 }. 

(2) L’action it preserve le carre du module des quaternions, qui est une forme quadra- 
tique de signature (4,0) sur T~L. Ainsi, ir definit un morphisme de §3 x §3 dans 0(4). Par 
connexite, il est a valeurs dans SO(4). 

Les deux groupes sont de meme dimension 6 , et n est localement injectif. Comme n est 
de rang constant, c’est localement une immersion, done localement un diffeomorphisme. En 
particulier, l’image de n est ouverte. Par connexite de SO(4), l’application n est surjective. 

Finalement, it est un revetement dont les fibres sont de cardinal 2. 

Scheme E.128 (1) Voir l’exemple (1) du paragraphe 5.3. Voici une autre preuve. Soient 
X,Y € 0 . Soient X et Y les champs de vecteurs invariants a gauche correspondants, 
de hots respectifs <f>t et tpt (qui sont egalement donnes par <j>t(g) = gexp(tX) et V’t(ff) = 
gexp(tY)). La commutativite de G assure que 4>t or ^t = En particulier, cf>t o^o^_ ( o 

ip_t = Id. Comme le champ de vecteurs [ X , Y] est obtenu en derivant cette expression, on 
obtient [X, Y] = 0, puis [X, Y] = 0 grace a la correspondance entre les champs de vecteurs 
invariants a gauche et l’algebre de Lie. 

(2) Comme le crochet de Lie est nul, [A",V] est nul pour tous les champs de vec¬ 
teurs invariants a gauche X et Y. Mais [X,y] mesure le defaut de commutation des hots 
de X et de Y (voir la preuve du theoreme de Frobenius). Ainsi, ces hots commutent, 
i.e. exp(tX) exp(sY) = exp(sV) exp(LX’) pour tous s,l£E. Comme 1’exponent ielle est un 
diffeomorphisme local en 0 , son image contient un voisinage de e, et il existe un voisinage 
U de e tel que, pour tous g, g' dans U, on ait gg' = g'g. Comme G est connexe, U engendre 
G, done G est commutatif. 

(4) Si G est un groupe de Lie commutatif de dimension n, alors son algebre de Lie g 
est commutative, done isomorphe a l’algebre de Lie commutative M n . 

Soit 7 r : Gq —^ Go un revetement universel du groupe de Lie Gq. Le groupe de Lie 
Go est isomorphe a M n , par la question precedente. Done Go est isomorphe au groupe 
de Lie quotient M n /ker(- 7 r). De plus, ker( 7 r), comme sous-groupe ferme discret de M n , est 
isomorphe a Z 9 pour un certain q. Finalement, le groupe de Lie Go est bien isomorphe a 

R n-q x 

(5) Soit Go la composante neutre de G. Le groupe G est alors isomorphe a Go x G/Go, 
et G/Go est un groupe commutatif discret. Il suffit done de montrer que Go est de la forme 

x T q pour conclure, par dimension. 

( 6 ) Soit g l’algebre de Lie de G et X € 0 . Considerons une base de GL(V), ce qui permet 
d’identifier GL(V) et GL n (C). Soit n : GL n (C) —>• C une des fonctions coordonnees. La 
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fonction z H > no poexp(zX) est holomorphe de C dans C et bornee, puisque son image est 
contenue dans le compact n(p(G)). Par consequent, elle est constante egale a 7 ropoexp( 0 ). 
Ainsi, pour tout X € g, ou obtient p(exp(X)) = Id. 

Ainsi, ker p contient le sous-groupe engendre par l’image de l’exponentielle, c’est-a-dire 
G puisque G est connexe. 

(7) D’apres la question precedente, l’application Ad : G —>• GL(g) est constante egale 
a l’identite. Par consequent, sa derivee ad est nulle. Comme [X, Y] = ad X(Y), le crochet 
de Lie de g est nul. D’apres la deuxieme question, G est done commutatif. 


Scheme E.129 (1) Soit S n +\ l’espace vectoriel de dimension finie des matrices reelles 

symetriques de taille n + 1. Notons 

, . f GL n+ i(M) —> S n +1 

' \ x i->- t xIi :Tl x 

Cette application est une submersion. Comme 0(1, n) = e’est une sous-variete, 

de codimension (n + l)(n + 2)/2. Ainsi, dim 0(1, n) = n(n + l)/2. 

(2) On a 

fa b \ f 1 0 \ f a c \ _ f a 2 — b 2 ac— bd \ 

\ c — 1 y y 6 d J \ ac — bd c 2 — d 2 J 


Ainsi, si une matrice appartient a 0(1,1), elle verifie 

a 2 = b 2 + 1 , d 2 = c 2 + 1 , ac = bd. 

De plus, en multipliant l’equation t xl\px = I\p a droite par I n t x et a gauche par lip t x ~ 1 
on obtient aussi xl\p l x = lip. Sur les coefficients, on trouve 

a 2 = c 2 + 1 , d 2 = b 2 + 1 , ab = cd. 


En particular, a 2 = d? = b 2 + 1 = c 2 + 1. Comme a 2 = c 2 + 1, on a a 2 > 1, et il existe 
done e a € { — 1,1} et t € M tels que a = e a cosh(i). On peut alors ecrire d = edcosh(t), 
b = e{,sinh(f) et c = e c sinh(t). Quitte a changer le signe de t, on peut supposer que 
€b = 1. L’egalite ac = bd doune alors = e a eb (ou d = 0, auquel cas le signe e<i n’a pas 
d’importance). 

On a montre que 0(1,1) etait inclus dans l’ensemble 


J ( ecosh(t) 
{ ^ sinh(t) 


ed sinh(t) 
6 cosh(t) 


t € M,e,h € {—ljl} 


La reciproque est immediate. 

Ainsi, 0(1,1) a quatre composantes connexes toutes diffeomorphes a M. Le sous- 
ensemble S0(1, 1 ) correspond aux matrices pour lesquelles e = <5, et SOo(l, 1) correspond 
a e = 6 = 1 . 


(3) On va montrer que tout element x = ( xq,x± ,... ,x n ) de Hg peut etre envoye sur 
a = (1,0,..., 0) par un element de SOo(l,n). (Voir pour cela l’exemple (5) de varietes 
homogenes du paragraphe 5.8.) 

Le groupe SO(n) agit transitivement sur la sphere unite de M n . Par consequent, il 


existe une matrice M = 


1 0 
0 A 


de SOo(l,n) qui envoie x sur un vecteur de la forme 
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(xq, x}, 0,... ,0). On peut ecrire xq = cosh(t) et x{ = — sinh(t) pour un certain t € 1Z. 


cosh(i) sinh(f) 


envoie (xc^x}) sur (1,0). En la completant par un bloc 


La matrice i . . . . ... 

sinh(i) cosn(t) 

diagonal de la forme I n _i, on obtient un element de SOo(l,n) envoyant (xo^^O,..., 0) 
sur a. 

Ainsi, SOo(l,n) agit transitivement sur HJ. On definit alors une application <f> : 
0(1, n) —> { — 1,1} X {—1,1} ainsi : si M(a) appartient a HJ;, on pose $(M) = (1, det M). 
et sinon 4>(M) = (—l,det M). C’est un morphisme continu. II est surjectif (utiliser des 
matrices obtenues en completant des matrices de 0(1,1) par un bloc diagonal I n -\). 

Montrons que <4> _ 1 (1, 1 ) est connexe, et done egal a SOo(l, 1). Cela montrera que 0(1, n) 
a exactement 4 composantes connexes. 

Soit M avec 4>(M) = (1,1). Comme SOo(l,n) agit transitivement sur H^, il existe 
M' € SOq(1, n) tel que M'M(a) = a. Ainsi, M'M s’ecrit par blocs sous la forme ^ ^ 


0 B 


Mais 


1 0 

*L l B 


1 0 
0 -In 


1 L 
0 B 


1 L 
t L t LL - t BB 


(4) Si M = 


Cette matrice doit etre egale a Ii tn , done L = 0 et B € 0(n). Comme det M = 1, la matrice 
B est de determinant 1 et appartient a SO(n). Par connexite de SO(n), M'M appartient 
a la composante connexe de l’identite, ce qui conclut. 

X | z \ 

J , alors det(M) = x 2 — y 2 — z 2 , qui est une forme quadra- 

tique en les coefficients de M, de signature (1, 2 ) 

On peut definir une action de SL 2 (M) sur A en posant $(x)M = xM t x. Elle preserve 
le determinant, done est une application de SL 2 (M) dans 0(1,2). Par connexite, 4> est 
a valeurs dans SOo(l,2). C’est un morphisme de groupes de Lie, entre varietes de meme 
dimension 3. 

Calculons son noyau. Si x = f ° J appartient au noyau de 4>, alors 


a b 
c d 


1 0 
0 0 


a c 
b d 


1 0 
0 0 


Ainsi, a 2 = 1 et c = 0. De meme, d 2 = 1 et b = 0. II reste done x = ±/ 2 - Reciproquement, 
ces matrices sont bien dans le noyau de ker 4>. Finalement, ker = {zt^}- 

En particulier, l’application 4> est localement injective. Comme c’est un morphisme de 
groupes de Lie, elle est de rang constant. Si ce rang etait < 3, elle ne serait pas localement 
injective (par le theoreme de forme normale des applications de rang constant), ce qui est 
absurde. Ainsi, est un diffeomorphisme local. 

L’image de est un sous-groupe ouvert de SOo(l, 2 ), et est done egale a SOo(l, 2 ) par 
connexite. Ainsi, 4> est surjective. 

En passant au quotient, on obtient un diffeomorphisme entre PSL 2 (M) et SOo(l,2). 

(5) L’argument est tres semblable a celui de la question precedente, mais en agissant 
sur l’espace B des matrices hermitiennes, par <L(x).M = xM 4 x. Cette action preserve le 
determinant, qui est une forme quadratique de signature (1,3), done est un morphisme 
de SL 2 (C) dans SOq( 1,3). Ces deux groupes sont de meme dimension 6 . 
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Une matrice appartenant an noyau de $ est de la forme 


e ie 0 
0 e~ ie 


par les memes 


arguments que dans la question precedente. Comme elle commute avec ^ ^ 1. on a 

e 2ie = 1, puis x = ±/ 2 . 

Finalement, est localement injectif, c’est done un diffeomorphisme local, et il induit 
un diffeomorphisme entre PSL 2 (C) et SOq(1,3). 


Scheme E.131 (1) Voir l’exercice E.45. 

Scheme E.134 et Scheme E.135 Voir par exemple [BILW]. 
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6 Formes differentielles 


Nous renvoyons au paragraphe 3.7 pour la construction des fibres vectoriels des p-formes 
alternees X p : A P T*M —» M et celui des formes alternees A* : A*T*M —>• M sur une variete 
donnee M. 

6.1 Formes different ielles 

Soient n et p deux elements de N, et M une variete C r+1 de dimension n, avec r € 
N U (oo, w}. 

Une p-forme differentielle (resp. p-forme differentielle de classe C r ) sur M est une 
section (resp. une section de classe C r ) du fibre vectoriel X p : A P T*M —» M. Ainsi, une p- 
forme differentielle u associe, a tout x dans M, une forme p-lineaire alternee io x sur l’espace 
tangent T X M a M en x. De meme, une forme differentielle (resp. forme differentielle 
de classe C r ) sur M est une section (resp. une section de classe C r ) du fibre vectoriel 
A* : A *T*M —>• M. Ainsi, une forme differentielle uj associe, a tout x dans M, une somme 
de formes multilineaires alternees u x sur l’espace tangent T X M a M en x. 

On note Q p, ( r \M) (et O p (M) quand r est sous-entendue) l’ensemble des p-formes 
differentielles C r sur M, et fr r '(M) (et Q(M) quand r est sous-entendue) l’ensemble des 
formes differentielles C r sur M. On a une inclusion evidente O p, ( r ^(M) —> r \M ). 

Comme A °T*M s’identifie avec MxK, notons que fs’identifie avec C r (M,M). 
Par convention, on pose D p, l r l(M) = {0} si p < 0. 

• Structure d’algebre. 

Rappelons que l’ensemble des sections d’un fibre vectoriel, muni des operations d’addi- 
tion et de multiplication externe point par point, est un espace vectoriel. Soient u,u' dans 
D^’l(M), et a dans M. On appelle addition de u et uj' la forme differentielle 

U) ~\~ OJ X I—)■ LJ x L0 X . 

On appelle multiplication externe de cj par a la forme differentielle 

au : x e-x au x . 

On appelle produit exterieur de u et u’ la forme differentielle 

u A u' : x i->- u x A u' x . 

Proposition 6.1 L’ensemble Ll^ r \M), muni des operations ci-dessus et de la famille 
(n p ’( r )(M)) pg N; es t une algebre reelle (associative, unitaire) graduee, anticommutative, i.e. 

• (fF r )(M), +, •, A) est une algebre (associative, unitaire) sur M, et fW r )(M) est un 
sous-espace vectoriel; 

• nW(M) = ® pgN fW r )(M), et si a £ fiP>( r )(Af) et f £ fi*( r )(Af), alors a A /3 £ 

nP+i’( r \M) ; 

• si a £ fiP-( r )(M) et /3 £ D^W(M), alors a A /3 = (-1)^/3 A a. 

Remarque. En posant, pour toute fonction reelle / de classe C r sur M et toute forme 
differentielle u de classe C r sur M, 


f -u :x i-A f(x)u x , 
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l’ensemble est muni d’une structure d’algebre (associative, unitaire) graduee an- 

ticommutative sur l’anneau C r (M, M). 

Preuve. II est immediat que les operations preservent la regularite C r des formes diffe- 
rentielles. Le resultat decoule alors du theoreme A.16 de l’appendice A.5. □ 

Par exemple, si / : M —>• M est vine application C r+1 , alors l’application df : M —> T*M , 
qui au point x de M vaut la forme lineaire 

df x :X ^ T x f(X ) 

sur l’espace tangent T X M, est line 1-forme differentielle C r , appelee la differentielle de /. II 
ne faut pas confondre df : M —>• T*M et T/ : TM —>■ TM, meme si Tun determine l’autre. 

Si U est un ouvert de M, alors l’application 

LO !->• U\u 

est un morphisme d’algebres (unitaires), gradue de degre 0, de dans Q^fU). 

De meme que pour les champs de vecteurs, les formes differentielles verifient la propriete 
de localite des faisceaux : si U est un ouvert, reunion d’ouverts Ui, si oji est vine forme 
differentielle C r sur Ui, tels que Ui = Uj sur Ui H Uj, alors l’unique application oj : U —> 
A *t*u telle que u\u i = u>i est une forme differentielle C r sur U. 

Remarque. Si U est un ouvert de M n , alors comme TU s’identifie avec U X M n , la carte 
(U, id) de la variete U fournit une identification 

A *T*U = U x A* (E n )* . 

Une forme differentielle x >—> (x, uj x ) sur U s’identifie done a une application x >—> co x 
de U dans A*(M n )*. Cette forme differentielle sur U est de classe C r si et seulement si 
l’application x i —> uj x est C r . Nous ferons cette identification dans toute la suite de ces 
notes. 

Soient (ei,..., e n ) la base canonique de W 1 , et °^ 1 es t l’ensemble des suites 

strictement croissantes dans {1,... ,n}, la base correspondante de A*(M n )*. Toute forme 
differentielle uo sur U s’ecrit alors, de maniere unique, 

fie} , 

iein 

oil fj : U —> M est une application, de classe C r si uj l’est. 

Si U est un ouvert de M n , et si /:£/—>• K est une application C r+1 , alors la 1-forme 
differentielle df est l’application qui a x dans U associe la differentielle (ou application 
derivee) df x , au sens du calcul differentiel. Par exemple, si Xi (avec notation abusive, mais 
parlante) est l’application i-eme coordonnee [x \,..., x n ) i— > Xj, qui est lineaire, alors la 
differentielle dxi est constante sur U, et vaut encore l’application i-eme coordonnee. C’est- 
a-dire, en tout point x de U, la suite (dx \,..., dx n ) est la base duale de la base canonique 
de MU Done 

i =1 1 
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De plus, en posant dxi = dx n A • • • A dxi p pour tout / = {i \,..., i p } avec i\ < • ■ • < i p 
et p dans N (par convention dxg = 1), alors toute forme differentielle oo sur U s’ecrit, de 
maniere unique, 

co = ^2 oji dxi 

l€ln 

ou uji G C r {U, M). De meme, 

w = 22 dxi i A • • • A dx ip 

2i <C ■■ 

si co est une p-forme differentielle. La famille (dxj)j£x n est done une base du module 
0(' r ) (U) sur l’anneau C r (U , M). Attention, pour une variete generale M, le C r (M, M)-module 
n’est pas forcement libre. 

Proposition 6.2 Si co i,... ,co p sont des 1-formes differentielles sur M, et si X\,... ,X p 
sont des champs de vecteurs sur M, alors, pour tout x dans M, on a 

(o;i A ■■■ /\u k ) x (X 1 {x),... ,X k {x)) = det ((uo i ) x (X j (x))) 1 ^ iJ ^ k . 

Preuve. Ceci decoule de la proposition A.17 de l’appendice A.5. □ 

• Image reciproque. 

Soient N une variete C r+1 avec r G NU {oo,o;}, et / : M —>• N une application C r+1 . 

Pour tout oo € fiP>( r )(JV), on note f* oj, et on appelle image reciproque de co par /, la 
forme differentielle x i-A (T x f)*(coft x \), done definie, pour tout x dans M et tous X \,..., X p 
dans T X M, par 


(/*w)*(*i, ...,X P )= uo f{x) {T x f{X {),..., T x f(X p )) . 

II est immediat que f*co est de classe C r . On etend par linearite f* a (N). Si g appartient 
a D°’( r )(M) = C r (M,M), alors 

f*9 = 9° f ■ 

Si co est une 1-forme differentielle, et si t (T x f) est l’application lineaire de TJ-^N dans 
T*M, duale de T x f : T X M —> T^ X ^N, alors 

(f*co) x = t (T x f)(ca f{x) ) . 

Remarquons que si U est un ouvert de N, et si i : U —>• N est l’inclusion, alors 

VwGfi(JV), i*co = co {u , 

done l’operation de restriction aux ouverts est un cas particulier d’image reciproque. 

Exercice E.136 Montrer que si g : N — » M est une application C r+1 ; alors f*(dg) = 
d(g° f) = d(f*g). 
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Proposition 6.3 L’application f* : r \N ) —> r \M ) est un morphisme d’algebres 

(unitaires) graduees, qui commute aux restrictions, i.e. f* est lineaire, f* 1 = 1, 

Vorj € fiW(iV), /* (w Afj) = (/*w) A (/*r?) , 

f*(Q,P'( r \N)) C Q, p ’( r \M), et, pour tout ouvert U de N et tout oj E £l^ r \N), 

.De plus, si g : N —)• P est une application C r+1 , alors 

(g°fy = f*og*. 


Preuve. La commutation avec les restrictions est immediate, et decoule de la derniere 
assertion, en remarquant que si * : U —l N et j : f~ 1 (U ) —>• M sont les inclusions, alors 
f oj = i o (/|/-i ( [/))- 

La premiere partie decoule du theoreme A.16 de l’appendice A.5. La derniere assertion, 
decoule, par le theoreme de derivation des fonctions composees, de la nature contravariante 
des algebres exterieures : 

((gof)*oj) x = (T x (gof))*(cj gof{x) ) = (T x /)*((T /(a)fl )*(w ff(/(x)} )) = (/* og*( u )) x . 

□ 

Voici quelques calculs pratiques d’images reciproques. Soient U un ouvert de W 1 , V un 
ouvert de M m et / : U —>■ V une application C 1 avec f(x) = (/i(x),..., f m (x)). Notons 
xi,... ,x n les coordonnees dans U et y i,..., y m celles dans V. 

Pour tout j E {1,..., m}, comme T x f = ( T x f \,..., T x f m ) et comme est l’application 
j-eme coordonnee, on a 

f*d Vj = d(fj) = Y,^d Xi . 

i =1 f 

Soit w une forme differentielle sur V, d’ecriture uj = Jex m ^jdyj dans la base 
{dyj)j&x m du module ^ r \V) sur l’anneau C r (P, M). Si J = (ji,..., j p } avec ji < ■ ■ ■ < j p , 
notons 

dfj = d(f jl ) A • • • A d(fj p ) . 

Comme f* est lineaire et commute au produit exterieur, on a, d’apres la formule precedente, 

/*^ = ^ (ujo f)dfj . 


(Du point de vue des calculs, on remplace done y par f(x) et dyj par d(fj).) En particulier, 
si u € Q p, ( r \V), alors 


f*u = 


u n,-,3p 

ji<—<jp , l<h,...,i p <n 


/ 


d£n df: 

dx 


Jp 






dx ix A • • • A 


De plus, si n = m, si 


Jf (x) = det T x f 
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l<ij<n 




est le jacobien de / en x, et si uj : y i-G c(y) dy\ A • • • A dy n , alors 


(f*u)x = co f(x)Jf(x)dx i A • • • A . 


Cette formule est appelee la formule de changement de variable des formes differentielles 
de degre maximal. 

Exemples : (1) Si / : M —>• ] 0, +oo[ est l’application exponentielle x eA e x , alors 


r 



= dx . 


(2) Si / : M 2 —> M 2 est l’application (r, 6 ) i-g (rcos 9,r sin 6 ), alors 


f* (dx A dy) = r dr A dO . 


(3) Si / : ]0,+oo[ xl —>• M 2 —{0} est l’application (r, 9) i-g (rcos 9, rsin 9), alors (voir 
l’exercice E.147) 


/* 


xdy — y dx\ 
x 2 + y 2 ) 


d9 . 


Lorsque le changement de variable est clair, on note parfois encore uj la forme differen- 
tielle f*ui (par exemple, on ecrit dx A dy = r dr /\ d9 avec le changement de variable (2) 
ci-dessus). 


Remarque. Si (U, ip) est une carte locale C r+1 de M a valeurs dans M n , et si uj G fiW(M), 
alors 

En particulier, on peut utiliser la base de ^^(U) pour exprimer la forme differentielle 
(yj^ 1 )*(oj^tj')), appelee forme differentielle uj lue dans la carte (U,ip)). C’est ce point de 
vue qu’il est souvent le plus utile d’utiliser dans les calculs. En particulier, on deduit le 
resultat suivant de l’ecriture canonique d’une forme differentielle dans un ouvert de M n . 


Proposition 6.4 Avec les notations ci-dessus, on note p>\,...,(p n les composantes de (p 
et, pour tout I = {q,..., i p } avec i\ < ■ ■ ■ < i p et p G N, on pose d<pi = dip^ A • • • A dpi p . 
Alors pour tout uj dans il existe une unique famille (uji)j£x n d’applications de 

classe C r sur U telle que, dans Cl( r \U), I’egalite 

uj\u = uidpi 
iein 


soit satisfaite. 


□ 


• Differentielle exterieure. 

On suppose, pour simplifier, que r = oo dans ce paragraphe. On note fl p (M) = 
fiP>(°°)(M) et fl(M) = fi(°°)(M). 

L’application d : Q°(M) Q 1 (M), qui a une application / : M —>• M de classe C°° 

associe sa differentielle 

df:x^{df x :X^ T x f(X )} , 
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est vine application lineaire, telle que 


d{fg) = gdf + fdg . 

Le resultat suivant dit que cette application s’etend, de maniere unique, a toutes les 
formes differentielles. Le passage (de 1’infinitesimal au global) des proprietes de linearite et 
de fonctorialite des algebres exterieures d’espaces vectoriels de dimension finie, a celles des 
formes differentielles, peut etre traitee (et a ete traitee dans les paragraphes precedents) 
de maniere directe. En ce qui concerne la definition de la differentielle exterieure qui suit, 
pour eviter de trop longues discussions sur la structure de l’espace tangent du fibre des 
formes alternees sur vine variete, nous ferons vine etape de plus, en passant de l’infinitesimal 
au local, puis du local au global. La situation locale consistera a etudier le cas des formes 
differentielles sur les ouverts de M n , en suivant en cela de nombreux autres ouvrages sur le 
sujet (voir [CarH, Laf, Die2]). 

Theoreme 6.5 II existe une et une seule application lineaire d : D{M) —>• Q{M) graduee 
de degre +1, i.e. d{Q p {M)) C D P+ 1 {M), telle que 

(1) pour tout f dans Q°{M), la forme differentielle df est egale a la differentielle de f 
definie ci-dessus; 

(2) d est une antiderivation de I’algebre graduee f i(M), i.e. pour tous a € O p (M) et 

(3 € on a 

d(a A pi) = {da) A /3 + {—l) p a A {d/3) ; 

(3) do d = 0. 

De plus, les applications d commutent avec les restrictions aux ouverts : pour toute 
forme differentielle uj € D{M), pour tout ouvert U de M, 

{du)\ v = d{u\u) . 

Enfin, les applications d commutent avec les images reciproques : pour toutes les varietes 
M et N de classe C°° ; pour toute application f : M —> N de classe C°°, et pour toute 
forme differentielle uj € D{N), on a 


f*{duj) = d{f*uj) . 

Cette application d est appelee la differentielle exterieure (ou differentielle tout court) 
des formes differentielles. Par convention, on note d : D~ 1 {M) —>• ff°(M) l’application 
nulle. 

Remarque. Nous verrons dans la demonstration qu’il suffit dans (3) de demander la 
condition do d = 0 sur les applications. 

Preuve. Pour prouver l’unicite, montrons que, pour tout u> dans D{M), les proprietes 
de la differentielle determinent uniquement dev sur un voisinage suffisament petit de tout 
point. Cela concluera, par les proprietes de localite ci-dessus des formes differentielles. 
Commengons par demontrer le lemme suivant, qui dit qu’un operateur lineaire d : f 1{M) —>• 
D{M) qui verifie les proprietes (1) et (2) est un operateur « local ». 

Lemme 6.6 Si V est un ouvert de M, et si a, f3 sont des formes differentielles sur M 
telles que a\y = j3\y, alors {da)\y = {d(3)\y. 
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Preuve. Pour tout x dans V, soit / : M —>■ M une fonction C°°, de support contenu dans 
V, valant 1 sur un voisinage de x. Alors f(a — /3) = 0 et, par linearite d(f(a — /?)) = 0. 
Comme d coincide avec la differentielle des fonctions sur on a df x = 0 et f(x ) = 1. 

De plus, 

d(f(a - /3)) = df A (a - /3) + / A d(a - f3) 

par (2). Done par linearite, da x = d(3 x . Comme x est arbitraire, ceci montre le resultat. □ 

Pour tout x dans M, soit ( U,cp ) une carte locale de M en x a valeurs dans M n , avec 
<pi ,..., ip n les composantes de tp, et / : M —>• M une fonction C°°, de support contenu dans 
U, valant 1 sur un voisinage ouvert V de x. Pour I = {i\,... ,i p } ou i\ < ■ ■ ■ < i p , posons 
d{fy)i = dtftpij A • • • A d(ftpi ). Par la proposition 6.4, on ecrit 

u\u = ^2^idcpi ■ 

i 

Les formes differentielles oj et ^2j(fujj)d(f(p)i coincident sur V, done, par le lemme ci- 
dessus, leurs differentielles coincident sur V. Par linearite et par les proprietes de la diffe¬ 
rentielle, on a, en restriction a V, 

du = d A d(fip)i . 

Le terme de droite ne faisant plus intervenir que des differentielles de fonctions, par la 
propriete (1), le resultat d’unicite en decoule. 

Pour montrer l’existence, supposons tout d’abord que M = U soit un ouvert de E = M n . 
Pour tout oj dans QP(U) = C°°(U, A P E), pour tout x dans U, comme T x oj € £(E,A P E), 
posons, pour tous X \,..., X p+ i dans E, 

P+i 

du x (X u X p+1 ) = Y, ("l) i+1 T x w(Xi){X u . X p+1 ) . 

i= 1 

Cette application d : D P (C/) —>• fl p+1 (C7) est lineaire, et coincide bien avec la differentielle 
des applications pour p = 0. On l’etend par linearite a Q(U) en une application lineaire 
graduee de degre +1. 

Lemme 6.7 L’application lineaire d : Q(U) —>• Q(U) ainsi definie verifie les proprietes 
suivantes. 

1. Si I = {*i,... ,i p } avec i\ < ■ ■ ■ < i p , et si f E C °°(U) et oj = fdxi, alors 

doj = df A dxi . 

2. Pour tous a € £l p (U) et (3 £ Pl q (U), on a 

d(a A (3) = (da) A (3 + (— l) p a A (dj3) . 

3. L’application d o d : fl p (U) —> Q P+2 (U) est nulle. 
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4- Si V est un ouvert contenu dans U, alors, pour tout uj dans Q(U) 


5. 


{duj)\ v — d(u\ v ) ■ 

Si V est un ouvert de M m et si <p : U —>• V est une application C°°, 
u> dans Q P (V), 

d(ip*uj) = ip*(duj) . 


alors, pour tout 


Preuve. (1) Comme dxj est constante sur U, on a, pour tout x dans U et X dans E, 
T x uj(X ) = df x (X)dxj. Done, pour tous Xo,... ,X p+ \ dans E, par definition de d puis par 
definition du produit exterieur, 

P+i 

du x ( X 1 ,...,X P+1 ) = J^(-l ) i+1 df x (X i ) d x I {X 1 ,..., x i ,...,Xp +1 ) 

1=1 

— ( df x A dxj ) ( X i ,..., Xp+i ) . 


(2) Par linearite, il suffit de montrer le resultat pour a = f dxj (ou I est de cardinal p) et 
j3 = gdxj. Comme a A /3 = fg dxj A dxj, on a, en utilisant (1), 

d(a A j3) = d(fg) A dxj A dxj = (g df) A dxi A dxj + (/ dg) A dxj A dxj = 

(df A dxi ) A (g dxj) + (— l) p (f dxj) A (dg A dxj ) = (da) A j3 + (—1 ) p a A (d/3) . 

(3) Par linearite, il suffit de montrer que pour / £ C °°(U) et ui = / dxj, on a (dod)(uj) = 0. 
Or 

En utilisant le lemme de Schwarz q x q x . = dx-dx l’ an ti s y m etrie du produit exterieur 
dxj A dxi = — dxi A dxj, on obtient que d(df) = 0. Notons que (par exemple par l’assertion 
( 1 )) 

d(dxj) = 0 . 

Done 

d(du) = d(df A dxi) = (d(df)) A dxj — df A d(dxj) = 0 . 

(4) C’est immediat (et cela decoule de (5) en considerant l’inclusion ip de U dans V). 

(5) Tout d’abord, dans le cas particulier ou p = 0, le resultat decoule de l’exercice E.136 
(voir la solution dans le paragraphe 6 . 8 ). 

En general, et par linearite, il suffit de montrer le resultat pour oj = f dx^ A • • • A dxi p 
ou / £ C °°(U). Par les proprietes de l’image reciproque (voir la proposition 6.3) et le cas 
p = 0 , on a 

tp*u = ip* f d(tp*x h ) A ... A d(ip*x ip ) . 

Done 

d(tp*ui) = d(tp* f) A d(tp*Xi t ) A ... A d(ip* Xi v ) = p>*(df A dx ^ A ... A dxi p ) = tp*(du) . □ 


d(df) = d 
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Pour montrer l’existence en general, pour tout u dans 14(M), pour toute carte locale 
(U, y?) de classe C°° de M et tout x dans U, comme la differentielle a ete definie sur 
(t p~ l )*u € fl(tp(U)), posons 


(duj)\u = <p*d{((p 1 )*(w|[/)) . 

Par les proprietes de commutation des images reciproques et des differentielles sur les 
ouverts de M n , cette formule ne depend pas de la carte choisie, et definit, par les proprietes 
de localite des formes differentielles, une forme differentielle sur M. Les proprietes du 
theoreme 6.5 decoulent facilement de celles du lemme 6.7. □ 

Remarque. Si M est une variete de classe C r+1 avec r € N — {0}, la preuve ci-dessus 
montre qu’il existe une application d : Q( r \M) r ~ l \M ), verifiant ( 1 ) et ( 2 ) et 

commutant avec les images reciproques par des applications de classe C r+1 , et qui, si 
r > 2, verifie (3) et est unique. 

Voici quelques calculs pratiques de la differentielle exterieure de formes differentielles. 
Soit U un ouvert de M n . Si I = {ii,..., i p } avec i\ < • • • < i p , alors par les proprietes de 
la differentielle exterieure (ou le lemme 6.7 (1)), 

d(dxi) = 0 

et, si /:[/—>• M est une application C°°, 

d(fdxj) = df A dxi . 

Done, par linearite, si u une forme differentielle sur U, d’ecriture u = ^jUJidxj dans la 
base usuelle de Q(U) sur l’anneau C°°(f7), alors 

dui = ^2 dujj A dxj . 
i 


En particular, si u € D p (f7), alors 
du; = ^2 duji lt ___ : i p A dx^ A • • • A dxi 


d x . /y /\ ... /\ d Xi 

UX q 


ii<—<i p 


il<—<ip, j 


On peut alors utiliser l’antisymetrie du produit exterieur pour donner l’ecriture de doj dans 
la base usuelle du module (libre) Q(U) sur l’anneau C °°(U). 

Exemples. (1) Si M = M 3 , et si 

uj = A dy A dz + B dz A dx + C dx A dy 
est une 2 -forme differentielle de classe C°°, alors, en utilisant que 

du = dA A dy A dz + dB A dz A dx + dC A dx A dy , 

on obtient 

, (dA 8B dC\ , , , 

du = —-h —-h —— ) dx A dy A dz . 

\ ox ay oz) 
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(2) Si M = M 3 , et si 


uj = Pdx + Qdy + Rdz 

est une 1-forme differentielle de classe C°°, alors, en utilisant que 

doj = dP A dx + dQ A dy + dR A dz , 


on obtient 
duo = 




dy A dz + 




dz A dx + 




dx A dy . 


• Produit interieur et derivee de Lie. 

Ce paragraphe exploite une idee de « dualite » entre champs de vecteurs et 1-formes 
differentielles. On suppose toujours, pour simplifier, que r = oo. 

Etant donne un champ de vecteurs X de classe C°° sur M, nous avons defini, dans le 
paragraphe 4.5, une derivation Cx ■ C°°(M,E) —> C°°(M,M) (aussi notee / i-a X(f)), qui 
verifiait, outre sa definition Cx(f) '■ % eA T x f(X(x)), les proprietes suivantes : 

1. C x : C°°(M,R) -A C°°(M,R) est lineaire, 

2 - £x(fg)=gCx{f) + fC x {g), 

3- £[X,Y\ = Cx ° Cy — Cy o Cx , 

4. si (4>t) est le hot local de X, alors Cx(f) = ^u =0 f ° 

Le resultat 6.9 ci-dessous dit en particulier que cette derivation s’etend en une derivation 
(de degre 0) de l’algebre graduee Q(M). Avant de l’enoncer, introduisons un nouvel outil. 

Soient X un champ de vecteurs de classe C°° sur M et uj € QP(M). On appelle produit 
interieur de uj par X, et on note la forme differentielle, appartenant a fl p_ 1 (M), 

definie par ixUJ = 0 si p = 0, et sinon, pour tout x dans M et tous £i,... ,£ p _i dans T X M, 

{ix^)x{^ i) ■ ■ ■) i) = Ci, • • •,Cp—l) • 

On etend additivement l’application ix a Q(M). 

Proposition 6.8 L’application ix '■ Ll(M) —>• Ll(M) est une antiderivation de degre —1 
de I’algebre graduee i.e. 

1. ix '■ Ll(M) —y Ll(M) est lineaire et ix{Cl p (M)) C f pour tout p dans N. 

2. pour tous a dans Ll p (M) et (3 dans f l q (AL), on a 

ix{ot A /3) = (ay«) A /3 + (-l) p a A (ix/3) ■ 

De plus, I’operateur ix verifie la propriety de localite suivante : pour tout ouvert U de 
M, on a 

{ixu)\u = Hx w ){u\u) ■ 

Preuve. La propriety de localite est immediate par definition. Le reste de la preuve decoule 
facilement de la proposition A.20. □ 

Remarque. II decoule de la definition que ix est C°°(M, M)-lineaire, i.e. pour tout / dans 
C°°(M, M) et tout u dans f2(M), on a 

ix(fu) = f ixu ■ 
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Proposition 6.9 Pour tout champ de vecteurs X de classe C°° sur M, il existe une et 
une seule application lineaire L\ '■ Ll(M) —» Q(M), graduee de degre 0, i.e. Lx(Lt p (M)) C 
DP(M), telle que 

1. Lx coincide sur Q°(M) = C°°(M, M) avec la derivation Lx ci-dessus; 

2. Lx est une derivation de I’algebre Q(M), i.e. pour tous les a, /3 dans Q(M), on a 

Lx(ol A j3) = (Lxa) A /3 + a A (Lx/d) ; 

3. Lx et d commutent, i.e. 

Lx o d = d o Lx■ 

De plus, I’operateur Lx verifie les proprietes suivantes. 

(i) II est local, c’est-a-dire pour tout ouvert U de M, on a 

(Lxu)\u = Lx w (u\u) ■ 

(ii) Pour tous les champs de vecteurs X et Y de classe C°° sur M, on a 

£[X,y] = £-x o Ly - Ly o Lx ■ 

(Hi) Pour tout champ de vecteurs X de classe C°° sur M, on a 

Lx = ix ° d + d o i x ■ 

(iv) Pour toute variete N de classe C°° ; pour tout C °°-diffeomorphisme local tp : M —>• N, 
pour tout champ de vecteurs X de classe C°° sur N, et pour toute forme differentielle 
uj de classe C°° sur N, on a 


tp*(L x u) = L^x^u) ■ 


La derivation Lx est appelee la derivee de Lie des formes differentielles par le champ 
de vecteurs X. 

Remarque. Nous verrons dans la preuve qu’il sufRt dans (3) de demander la condition 
Lx o d = do Lx sur les fonctions (i.e. les elements de Q°(M)). 

Preuve. L’unicite de la derivee de Lie se montre exactement comme l’unicite de la dif¬ 
ferentielle exterieure, en montrant comme precedemment que tout point de x admet un 
voisinage sur lequel Lx^ s’exprime sous la forme 

Lx^ = y^ y Lx(fui)(dLx(fp))i 

i 

en utilisant la commutation de d et L\ sur les fonctions. 

Pour l’existence, posons 

Lx = ix ° d + d o i x . 

Comme ixf = 0 si / € f l°(M), l’application Lx coincide bien avec la derivation usuelle 
associee a X sur les fonctions. II est immediat, par les proprietes de d et de ix, que Lx 
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est une derivation graduee de degre 0, i.e. est lineaire, graduee de degre 0, et verifie (2). 
Comme d o d = 0, on a bien 


d o C x = d o i x o d = Cx ° d , 


ce qui montre l’existence. 

Verifions les proprietes supplementaires, (iii) decoulant de la construction. La propriete 
(i) decoule des proprietes de localite de d et de ix (ou de la propriete (iv) en considerant 
les applications d’inclusions). L’application Cx ° Cy — Cy o Cx est clairement lineaire, 
graduee de degre 0, et une derivation de l’algebre Q(M). De plus, par definition du crochet 
de champs de vecteurs, elle coincide avec C\x,Y] sur l es fonctions. Elle commute clairement 
avec d, done la propriete (ii) en decoule par unicite. 

Enfin, pour verifier la propriete (iv), par localite, on se ramene au cas oil ip est un 
C°°-diffeomorphisme. L’application ip* o Cx ° (<£> -1 )* de Q(M) dans lui-meme commute 
avec d, car la derivee de Lie et l’image reciproque le font. C’est une derivation graduee de 
degre 0 de D(M), car Cx l’est sur f i(N) et ip* est lineaire, graduee de degre 0, et verifie 
<p*(a A f3) = (<p*a) A (ip* jd). Sur une application / de classe C°°, pour tout x dans M, on 
a, par le theoreme de derivation des fonctions composees, 

ip* oCxoiip- 1 )* f(x) = T lf{x) (foip~ 1 )(X(ip(x))) =T x f{(T x ip)~ 1 (X(ip{x)))) = C v *xf(x) . 

Done la propriete (iv) en decoule, par unicite. □ 

Exercice E.137 Soient M et N deux varietes C°°, soit ip : M —> N un C°° -diffeomor- 
phisme local, soit X un champ de vecteurs C°° sur N, et soit u> une forme differentielle 
C°° sur N. 

1. Montrer que 

<P*(ixu) = V x{v*u) ■ 

2. Donner une autre preuve de I’assertion (iv) ci-dessus. 

Soit U un ouvert de M n , soit X un champ de vecteurs C°° sur U, de hot local (4>t), et soit 
uj une forme differentielle C°° sur U. Pour tout xq dans U, l’application (t,x) i->- 
definie sur un voisinage de (0, xq) dans R x U, a valeurs dans l’espace vectoriel reel de 
dimension finie A*(R n )*, est C°°, car, en supposant par linearite que cj € Q P (U), pour tous 
£i ,£ p dans R n , on a 

{fit j • • • j £p) = ^(j> t (x) (T x (t , t(£l ):•••) T x ■ 

Proposition 6.10 Avec les notations ci-dessus, pour tout x dans U, on a, 

(■ C x u)x = 4 , ■ 

dt |t=o 

Preuve. L’application w 4 {i 4 de £l(U) dans lui-meme est clairement 

lineaire graduee de degre 0. Comme ip^ (a A /3) = {ip^ot) A (ip)(3), cette application est une 
derivation de l’algebre Q(U). Comme image reciproque et differentielle exterieure com- 
mutent, et comme la differentielle exterieure est lineaire, cette application commute avec 
la differentielle exterieure. Par unicite, le resultat en decoule. □ 
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Remarque. Nous aurions pu utiliser cette proposition pour definir C \ sur les ouverts de 
M n , puis, par un passage du local au global comme dans la preuve du theoreme 6.5, definir 
Cx sur toutes les varietes. Nous laissons au lecteur le soin de rediger une telle preuve. 


• Gradient, divergence, rotationnel. 

Soient n un element de N, et U un ouvert de E = ME 

Si / est une application C°° (mais C 1 suffirait pour la definition), on note grad / ou 
V/, et on appelle gradient de /, le champ de vecteurs C°° 

dxi dxi ‘ 

L’application V : C°°(U,R) = -> C °°(U,R n ) = F(TU) est lineaire et 


V(/ 5 ) = /V( 5 )+5V(/). 


Si X £ T(TU) est un champ de vecteurs C°° (mais C 1 suffirait pour la definition) sur 
U, on note div X, et on appelle divergence de X, l’application C°° 


X !->• 


E 


dXj 

dxi 


si X = EILi Xi-£r- L’application div : C°°(I/,M n ) = r (TU) ->• C°°(U,R n ) = T(TU) est 
lineaire. 

Si n = 3 et si X £ F(TU) est un champ de vecteurs C°° (mais C 1 suffirait pour la 

definition) sur U , on note rot X, et on appelle rotationnel de X, le champ de vecteurs C°° 

fdR dQ\ d_ fdP_ dR\ d_ fdQ dP\ d_ 

X ^ \ dy dz ) dx \ dz dx ) dy \ dx dy ) dz 

siX = P-^ + Q-^ + R-^- L’application rot : C°°(C/,M n ) = F(TU) -)• C°°(U,R n ) = F(TU) 
est lineaire. 

Soit (•, •) le produit scalaire usuel sur E. 

Si X € F(TU) est un champ de vecteurs C°° sur U, alors l’application de U dans le 
dual E de E, definie par 

ii->(d4 (X(x),v)) , 

est une 1-forme differentielle C°°, notee X 1 -. 

Si u: est une 1-forme differentielle C°°, alors l’application de U dans E definie par 
x i —y X(x), ou X(x) est l’unique element de E tel que (X(x),v) = to x (v) est un champ de 
vecteurs C°° sur U, notee wk 

II est immediat de voir que l’application X i->- X 1 - est un isomorphisme lineaire de 
T (TU) dans fl 1 (I7), d’inverse ui i->- cj- 1 . 


Exercice E.138 Montrer les formules suivantes. 

(1) V/ = 0 df )\ 

(2) i TO t x{dx A dy A dz) = d(X ± ), 
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(3) C\(dx i A • • • A dx n ) = (div X) dx i A • • • A dx n , 

(4) rot (grad /) = 0, 

(5) div(rot X) = 0 ; 

(6) di v(fX) = f div X + (grad /, X). 

Comme (Cx^j) x = (^ w )u on deduit de (3) que le flot local du champ de vecteurs 

X preserve la forme volume dx\ A • • • A dx n si et seulement si div X = 0 (voir aussi le 
paragraphe 6.3). 

II decoule de la question (3) de cet exercice, et de la proposition 6.10, que le flot local 
d’un champ de vecteurs X sur un ouvert de M n preserve la mesure de Lebesgue sur U si 
et seulement si sa divergence est nulle, i.e. div X = 0. 

6.2 Cohomologie de de Rham 

Nous renvoyons a l’excellent [God] pour le contenu, avec de nombreux complements, 
de cette partie, ainsi qu’a [deR] pour un livre source sur la cohomologie de de Rham, et a 
[BT], 

Toutes les formes differentielles de cette partie seront C°°. Sauf mention explicite du 
contraire, le symbole ~ designera un isomorphisme d’espaces vectoriels reels dans toute 
cette partie. 

Pour resumer les paragraphes qui precedent, nous avons montre, pour toute variete M 
de classe C°°, que 

(fi(Af) = 0fF(M),d) 

peN 

est une algebre differentielle graduee, i.e. Q(M) = Q) pl -^Q P (M) est un espace vectoriel 
gradue, qui, muni de l’application bilineaire (a, /3) i-A a A f3, est une algebre (unitaire, 
associative) graduee (i.e. Q p (M)AQ q (M) C Q p+q (M) ) anticommutative (i.e. si a € VL P (M) 
et /3 € Q q (M), alors a A /3 = (—1 ) pq f3 A a ), et d : Q(M) —> Q(M) est une application 
lineaire, graduee de degre +1 (i.e. d(Q p (M)) C O p+1 (Af) ), qui est une antiderivation 
(i.e. si a € fi p (M), alors d(a/\/5) = (da) A f3 + (—l) p a A (d/3) ), verihant l’equation cruciale 


d o d = 0 . 


• Algebre de cohomologie de de Rham. 

Soient n un element de N et M une variete C°° de dimension n. 

Une forme differentielle a sur M est dite fermee si da = 0, et exacte s’il existe une 
forme differentielle /3 sur M telle que df3 = a. Une forme differentielle exacte est fermee, 
car d o d = 0. 

Notons Z*(M) = Ker d et Z P (M) = Z*(M) n fF(M). Alors Z*(M) est une sous- 
algebre (unitaire) de fl(Af), somme directe (en tant qu’espace vectoriel) des Z P (M) pour 
p dans N. En effet, la forme differentielle constante 1 est fermee, une forme differentielle 
est fermee si et seulement si ses composantes dans les £l p (M) sont fermees, et si a et /3 
sont fermees, alors a A /3 aussi, car d(a A (5) = (da) A (5 + (—1 ) p a A (d/3) si a G Q P (M). 

Notons B*(M) = Im d et B P (M) = B*(M) n tt p (M). Alors B*(M) est un ideal 
bilatere de Z*(M), somme directe (en tant qu’espace vectoriel) des B P (M) pour p dans 
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N. En effet, si a est exacte et si /3 est fermee, alors a A /3 est exacte (et de meme pour 
/3 A a par anticommutativite), car si a = da' € Q P+1 (M), alors d(a’ A f3) = (da 1 ) A f5 + 
(—1 ) p a' A (d/5) = a A (5. 

Done 

H* R (M ) = Z*(M)/B* (M) 

est une algebre (associative, nnitaire) anticommutative, graduee par 

H* UR (M) = ® HUM), 

peN 

ou 

H£ r (M) = Z P (M)/B P (M) . 

L’algebre H^ R (M) s’appelle I’algebre (ou parfois l’espace) de cohomologie de de Rham 
de M, et l’espace vectoriel reel H// r (M) le p-eme espace (ou parfois le p-eme groupe) 
de cohomologie de de Rham de M. Comme la cohomologie de de Rham sera la seule 
cohomologie que nous rencontrerons dans ces notes, nous noterons parfois H*(M) l’algebre 
et H P (M) les espaces vectoriels ci-dessus. 

Pour tout a dans Z*(M), nous noterons [a] sa classe dans H*(M). Nous dirons que 
deux formes differentielles fermees a et (5 sont cohomologues si [a] = [ j3\. Nous notons les 
lois de compositions de l’algebre H*(M) de la meme maniere que les lois de compositions 
de n(M) : 

a[a] + b[/3] = [aa + 6/3], [1] = 1 et [a] A [/3] = [a A j5\ . 

Comme £l p (M) = {0} si p > n ou p < 0, on a H P R (M) = 0 si p > n ou p < 0. Comme 
d : fi -1 (M) —> fi°(M) est l’application nulle, on a H°(M) = Z°(M). 

Exercice E.139 Si M est la variete somme disjointe M = alors on a des iso- 

morphismes naturels d’algebres 

^dr(^)— n Hu R (Mi), 

iei 

et H p OR (M) -Yl^iK^Mi). 

Voici le premier calcul de la cohomologie de de Rham d’une variete, celle de l’espace 
reduite a un point. II nous faudra attendre le paragraphe sur la suite exacte de Mayer- 
Vietoris avant d’obtenir d’autres calculs de la cohomologie de de Rham. 

Proposition 6.11 (1) Si ir^M est Vensemble des composantes connexes de M, alors 

Hi)u(M) - M 7r ° M 

et en particulier H® R (M) = M si M est connexe. 

(2) Si M est un singleton, alors H^ R (M) = H^ R (M) = M. 

Preuve. Par l’exercice precedent, il suffit de montrer la premiere assertion lorsque M 
est connexe. Si / € Z°(M), alors df = 0, done / est constante sur M, ce qui montre le 
resultat. L’identification d’une fonction constante sur M avec sa valeur donne un isomor- 
phisme canonique entre H^ R (M) et M, et nous identiherons ces espaces vectoriels par cette 
application. 
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Si M est un singleton, alors fl p (M) = {0} si p > 0. La seconde assertion en decoule. □ 

Soient N vine variete C°° et / : M —> N une application C°°. Comme f* o d = d o /*, 
on a 

f*(Z*(N)) C Z*(M) et f*(B*(N)) C B*(M) . 

Done le morphisme d’algebres graduees unitaires f* : fi(lV) —>• D(M) induit un morphisme 
d’algebres graduees unitaires, encore note /*, entre les algebres de cohomologie de de Rham 
de N et de M : 

r : H* r (N) —> H* dr (M) 

[a] >->■ [f*a] 

On a done 

f*(ax + by) = af*(x) + bf*(y), /*( 1) = 1, /*(x A y) = /* (x) A f*(y), 
r(Hg R (N)) C flSa(M) . 

Comme pour les images reciproques des formes differentielles, on a id* = id, et si P est 
une variete C°° et g : N —>• P est une application C°°, alors 

(9 0 /)* = f*° 9 * ■ 

Done l’association H^ n , a une variete M de l’algebre H^ n (M), et a une application / : 
M —>• N du morphisme f* : iL* R (lV) —> iL* R (M), est un foncteur contravariant de la 
categorie des varietes C°° dans la categorie des algebres graduees (associatives unitaires) 
anticommutatives. En particulier, si / : M —>• N est un C°°-diffeomorphisme, alors /* : 
ffp R (iV) —>• est un isomorphisme d’algebres graduees unitaires, et 

(/T 1 = (r 1 )* • 

Porisme 6.12 5* deitx varietes C°° sont C°° -diffeomorphes, alors leurs algebres de coho¬ 
mologie de de Rham sont isomorphes. □ 

Proposition 6.13 (1) Si M et N sont connexes, alors f* : H® R (N) = M —>• H® R (M) = M 
(avec les identifications precedentes) est l ’identite. 

(2) Si f est une application constante, alors f* : —>• H RR (M) est I’application 

nulle pour p 0. 

Preuve. (1) Si M est connexe, alors H°(M) est l’espace vectoriel des applications cons- 
tantes sur M et f* envoie l’application constante valant a sur N sur l’application constante 
valant encore a sur M. 

(2) Si / : M —» N est l’application constante valant un element donne a de N, alors / 
factorise par l’application constante g : M {a} et l’injection i : {a} —> N. Done par la 
proposition 6.11 (2), si p > 0, alors l’application lineaire f* = (i o g)* = g* o i* : H P (N ) —>• 
H P {M) factorise par l’application nulle i* : H V {N) —> H p ({a}), done est nulle. □ 

Exercice E.140 Soient G un groupe fini discret, agissant librement par C°° -diffeomorphis- 
mes sur M, et ir : M —>• N = G\M le revetement C°° associe. Montrer que I’application 
7r* : lL* R (A r ) —> 1L* R (M) est injective. 
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• Invariance par homotopie. 

Soient M et N deux varietes C°°, et soient / et g deux applications C°° de M dans N. 

Nous renvoyons a l’appendice A.4 pour des rappels sur les homotopies (continues) 
d’applications continues entre espaces topologiques. Nous commen§ons ce paragraphe par 
etendre la notion d’application homotope au cadre differentiable. 

Une homotopie C°° de / a g est une application h : M x E —>• M de classe C°° telle 
que h(x,t ) = f(x) pour t < 0 et h(x,t ) = g(x) pour t > 1. 

Par exemple, (x, t ) H > f(x ) est une homotopie C°° de / a / ; si h est une homotopie C°° 
de f a g, alors (x, t) H > h(x, 1 — t) est une homotopie C°° de g a / ; si h est une homotopie 
C°° de /i a / 2 , et si h' est une homotopie C°° de /2 a / 3 , alors 

h(x, 3 1) si t < | 

h'(x, 3t — 2) si t > ^ 

est une homotopie C°° de /i a 

Les applications f et g sont dites differentiablement homotopes s’il existe une homotopie 
C°° de / a g. La relation « etre differentiablement homotopes » est done une relation 
d’equivalence. 

Theoreme 6.14 Si f et g sont deux applications C°° differentiablement homotopes, alors 
f*=9*. 

Preuve. La preuve de ce theoreme repose sur la proposition suivante, ou, pour tout t dans 
E, on note J t : M —>• M x R l’application C°° dehnie par x (x,t). 

Proposition 6.15 Pour toute variete M de classe C 00 , il existe une application K : 
f2(M xl)-} ll(M) lineaire, graduee de degre —1, i.e. K{Pl p {M x M)) C telle 

que 

d o K + K o d = Jf - Jq , 

et telle que, pour toute variete N de classe C°° et toute application tp de classe C°° de M 

n(N) 

^ if* 

fi(Af) . 

Preuve. Supposons tout d’abord que M = U soit un ouvert de M n . On note x\,... ,x n 
les coordonnees dans U et t la coordonnee dans M, de sorte que x\,...,x n ,t soient les 
coordonnees dans U x M. Posons, pour p > 0 dans le premier cas et p > 1 dans le second, 

Ka = 0 si a = a dx q A • • • A dxi p 

K(3 = b dt^j dxi t A • • • A dxi p _ 1 si /3 = b dt A dxi 1 A • • • A dxi p _ 1 . 

Alors K dehnit une application lineaire de Q P (M x M) dans n p_1 (M), que l’on etend par 
linearite en une application lineaire, graduee de degre — 1, de Q(M x M) dans Q(M). La 
commutativite du dernier diagramme si N est aussi un ouvert de est immediate. 


dans N, le diagramme suivant soit commutatif : 

n(N xR) 

((^xid)* -l- 

n(M x E) 
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La verification de la propriety (dite d’homotopie) de K decoule des calculs suivants : 


dKa 

= 0 





Kda 

= (lcw d ( 

) dx h 

A • • • A 

dx ip = 

(J{ - J* 0 )a 

dK (3 

= Eli (Jo 1 

— dt 

dxi m 

^ dxi A 

dxi x A 

• • • A dxi^ 

Kd(3 

= - Eli (. 

f 1 9b_ 
lo dxi 

dt^j dxi 

A dxq 

A • • • A dx ip . 

JtP~- 

= Jq/3 = 0 . 






Maintenant, pour montrer la proposition en general, on utilise des cartes locales et un 
argument de partition de 1’unite. 

Plus precisement, choisissons (U, Pi)i^i un atlas de cartes C°° et une partition 

de l’unite C°° subordonnee au recouvrement (U t )iel de M. Alors (U X R, 92 , = pi X id),g/ 
est un atlas de cartes C°° sur M x R, et (ipi = 'tpi o pr 1 )j g /, ou pr 1 : M X R —>• M 
est la premiere projection, est une partition de l’unite C°° subordonnee au recouvrement 
(Ui x M)j g / de M x R. Pour tout a € D(M x R), posons, avec les abus de notations evidents 
concernant les restrictions, 

K(a) = Y,Vi* {K ((W 1 )*®^))) • 

iei 

Cette formule ne depend pas du choix de (U,pi)i & j, (V’i)ig/- En effet, soit (U^p'^ieh 
(V’D ig/ un autre choix. Par la commutativite du diagramme de l’enonce dans le cas des 
ouverts numeriques, si le support d’une forme differentielle /3 est contenu dans (C/jPlC/j) xK, 
alors ipi*K(Tp^ l )*(f3) = p'^KYp’^ 1 )*^). Done 

K(a) = ^2pi* K (Tpr 1 )*(ip i ^2'i/j' j a) = V* K &i = 

i&I jeJ j£J i£l 

j£j iei jeJ 

Alors K est clairement une application lineaire, graduee de degre — 1, de Q(M x R) dans 
£l(M), rendant le dernier diagramme de l’enonce commutatif. De plus, si le support de /? 
est contenu dans Ui x R, alors celui de d/3 aussi, et K(a ) = pf K(jp~ 1 )* (ft), car comme 
ip k /3 est alors a support dans (Ui C\U k ) x R, on a 

K(a) = Y,VkK(Tp k 1 )*(ii k P) =Y J ^i*K(W 1 TM) = Pi*K(pr l Y(/5 ) . 

fee/ fee/ 

Done, en utilisant les proprietes des images reciproques, et la commutativite du diagramme 

U Ui x R 

Pi J 'Pi 

Pi(Ui) A #,)XR 
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pour v = 0,1, on obtient 


{dK + Kd)a 


{dk + Kd){Y, i&I t«) 

E*e/ d K(ki a ) + Kd^iOt) 

E* e / ((^r 1 )*^")) + ((^m®)) 

E*e/ <^vr - J o) te -1 )*^)) 

Eie/( J 1 - J o)@i a ) 

J{a — JqCx , 


ce qui montre le result at. 


□ 


Terminons maintenant la preuve du theoreme 6.14. Si h : M x M —> M est vine homo- 
topie C°° de / a g, alors h o Jq = / et h o Ji = g. Done, par les proprietes des images 
reciproques, et par la propriety d’homotopie de K, on a, pour toute forme differentielle 
fermee a, 

g*a - f*a = J{h*ot - J£h*a 

= dK(h*a ) + Kd{h*a ) 

= d{Kh*a) , 

done g*a et f*a sont cohomologues, et f* = g*. □ 


Maintenant, nous allons utiliser un theoreme d’approximation de fonctions continues 
par des applications C°° pour montrer l’invariance topologique et homotopique de l’algebre 
de cohomologie de de Rham. 

Theoreme 6.16 (1) Toute application continue de M dans N est homotope a une appli¬ 
cation C°° de M dans N. 

(2) Deux applications C°° de M dans N, qui sont homotopes, sont differentiablement 
homotopes. 

Preuve. Voir par exemple [God]. □ 

Soit / : M —>• N une application continue. Choisissons une application / : M —>• N de 
classe C°°, homotope a / (voir le theoreme 6.16 (1)). Remarquons que, par le theoreme 
6.16 (2), si / : M —>• N est une autre application C°° homotope a /, alors / et / sont 
differentiablement homotopes, done, par le theoreme 6.14, induisent la meme application 
en cohomologie de de Rham. Done l’application / : H*(N) H*{M ) ne depend pas des 
choix, et sera notee 

r ■■ h* dr {n) ^ h* r (m) , 

ce qui est compatible avec la notation precedente lorsque / est C°°. 

Notons que si / : M —>• N est homotope a une application / : M —» N de classe C°°, si 
g : N —>• P est une application continue homotope a une application ~g : N ^ P de classe 
C°°, alors g o / est homotope a l’application g o f : M —>• N, qui est de classe C°° (car si 
{x,t) i —y ht{x ) est une homotopie de f & f et (x,t) i —> h' t (x) une homotopie de g a g, alors 
(x,t) i —y h' t o ht{x) est une homotopie de g o / a jo/), Done les applications de H*(P ) 
dans H*(M ) suivantes coincident : 


(gofr = f*og* . 
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Rappelons (voir l’appendice A.4) que deux espaces topologiques X et Y ont meme 
type d’homotopie s’il existe vine equivalence d’homotopie de X dans Y, i.e. line application 
continue / : X —>• Y ayant la propriety qu’il existe une application continue g : Y —>• X 
telle que / o g et g o / soient homotopes a l’identite. 

Proposition 6.17 Si f : M —>• N est une equivalence d’homotopie, alors f* : H^ R (N) —>• 
est un isomorphisme d’algebres. 

Preuve. Soit g : M —» N une application continue telle que / og et go f soient homotopes 
a l’identite. Alors f*og* = id et g* o f* = id. Le resultat s’en deduit. □ 

Cette proposition montre l’invariance homotopique (et done topologique) de l’algebre 
de cohomologie de de Rham : si deux varietes C°° ont le meme type d’homotopie, alors 
leurs algebres de cohomologie de de Rham sont isomorphes. 

Porisme 6.18 (1) Si f : M N est un homeomorphisme, alors f* : H*(N) —» H*{M ) 
est un isomorphisme d’algebres. 

(2) Si une variete M de classe C°° se retracte par deformation forte sur une sous-variete 
N de classe C°°, alors l’inclusion i : N —>• M induit un isomorphisme d’algebres 

i* : H*(N) ->• H*(M ) . 

(3) L’algebre de cohomologie de de Rham d’une variete M de classe C°°, qui est contrac¬ 
tile, est isomorphe a I’algebre M ; 

H*(M ) = H°(M) = R . 

Preuve. Un homeomorphisme est une equivalence d’homotopie. Comme rappele dans 
l’appendice A.4, un espace topologique X, qui se retracte par deformation forte sur un 
sous-espace Y, a le meme type d’homotopie que Y, et un espace contractile a le meme type 
d’homotopie que l’espace reduit a un point. Le corollaire decoule alors des propositions 
6.17 et 6.11 (2). □ 

Exemples. (1) Un ouvert U de M n est dit etoile s’il existe un point x dans U tel que 
pour tout y dans U, le segment [x, y] entre x et y soit contenu dans U. II est immediat 
qu’un ouvert etoile est contractile, et qu’un ouvert convexe non vide est etoile. Le lemme 
de Poincare dit que l’algebre de cohomologie de de Rham d’un ouvert etoile de est 
isomorphe a l’algebre M. C’est bien un cas particulier du corollaire precedent, qui a joue un 
role historique important. Nous laissons au lecteur l’exercice de montrer ce resultat sans 
utiliser le theoreme d’approximation 6.16. 

(2) Une couronne (ou anneau) C = {z G C : a < |z| < b}, ou a < b, est un ouvert 

de M 2 qui se retracte (radialement) par deformation forte sur le cercle {z € C : \z\ = 

(a + b)/ 2}, done qui a le meme type d’homotopie que le cercle (dont nous calculerons 
ci-dessous l’algebre de cohomologie de de Rham). 

(3) L’ouvert M n — {0} de se retracte par deformation forte sur la sphere § n _i = 

{x € M n : ||x|| = 1} (radialement, i.e. par l’homotopie h{x,t ) = + (1 — t)x). Done 

M n — {0} a le meme type d’homotopie que la sphere § n _i (dont nous calculerons ci-dessous 
l’algebre de cohomologie de de Rham). 

(4) Si M et JV sont des varietes C°°, avec N contractile (par exemple N = M), alors 
M X N se retracte par deformation forte sur M x {x} pour tout x dans N, done M x N 
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et M ont le meme type d’homotopie, done leurs algebres de cohomologie de de Rham sont 
isomorphes. 

(5) Si p : E M est un fibre vectoriel C°° (par exemple le fibre tangent d’une variete 
C°°), alors p est une equivalence d’homotopie, car si a : M —>• E est la section nulle de p 
(qui est un C°°-diffeomorpliisme sur son image), alors E se retracte par deformation forte 
sur a(M) radialement dans chaque fibre, i.e. par l’homotopie h : E x [0,1] —>• E definie par 
(x,t) 4 f(To p(x ) + (1 — t)x (en remarquant que a o p(x) est le vecteur nul de la fibre de p 
passant par x). On peut prendre une homotopie C°° en considerant h : E x M —>• E definie 
par (x, t ) i->- (p(t)a o p(x) + (1 — ip(t))x ou ip : M —>• M est une application C°° valant 0 sur 
] — oo, 0] et 1 sur [1, +oo[. 

Notons une consequence negative de l’invariance homotopique de la cohomologie de de 
Rham : l’algebre de cohomologie de de Rham ne per met pas de distinguer deux structures 
C°° differentes sur une meme variete topologique. Des invariants plus fins sont necessaires 
(comme les invariants de Donaldson en dimension 4, voir par exemple [FM, Mor], mais le 
probleme reste encore ouvert en cette dimension). 

• Suite exacte de Mayer-Vietoris. 

Dans une variete M de classe C°°, soient U et V deux ouverts de M recouvrant M, et 

unv -4 U 

j 4 - 4 - i 

V -4 M 

le diagramme commutatif des inclusions. On note ( i*,j*) : Q(M) —>• Q{U) x f2(V) l’appli- 
cation 

co i->- (i*uo = co\u,j*uj = oj\v) , 

ainsi que l’application H*(M ) —>• H*{U ) x H*(V) induite en cohomologie. On note i* — j* : 
Q(U) x fi(V) Cl(U O V) l’application ( 00 , 00 ') i->- i*u) — j*oo' = W|c/nv — a i ns i due 

l’application H*(U ) X H*(V) —>• H*(U n V) induite en cohomologie. (On prendra garde 
a ne pas oublier le signe — dans les calculs.) Si M' est une autre variete C°° munie d’un 
recouvrement ouvert on notera les inclusions correspondant a 

ci-dessus. 


Theoreme 6.19 Pour toute variete M de classe C°°, munie d’un recouvrement ouvert 
{U,V}, il existe une suite exacte longue d’espaces vectoriels reels, dite suite exacte de 
Mayer-Vietoris de M, 


H&iunv) A H* R (M) (i H* } H* r (U) X H* r (V) 


H un(Ur\V) -4 H^(M) 


telle que, pour toute variete M' de classe C°°, munie d’un recouvrement ouvert {U',V'}, 
pour toute application continue f : M —> M 1 telle que f(U) C U 1 , f(V) C V’, le diagramme 


suivant soit commutatif 


... H^iU'n V') -4 

H k (M') {l 'h4 n 

4- (f\unv)* 

4 /* 

...H^iunv) A 

H k (M) 


H k (U') x H k (V') 

4- {f\uY*U\vY 
H k (U) x H k (V ) 


H k (U' rv ')... 


4- (/it 


d* 


H k (un V )... 
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Preuve. La preuve repose sur la proposition suivante. Nous renvoyons a l’appendice A.6 
pour la definition d’une suite exacte courte de complexes de cochaines, et d’un morphisme 
de suites exactes courtes de complexes de cochaines. 


Proposition 6.20 La suite 


fi(Af) 




n(u) x n(v) 


r-r 


n(u nv) 


est une suite exacte courte de complexes de cochaines, et si f : M —>• M' est une application 
C°°, alors le triplet 

( f*:(f\u )* x (f\v)*:(f\unv)*) 

est un morphisme de suites exactes courtes de complexes de cochaines : 


0 — 

(i>* j'*) 

> fl(M') { j 

n(u') x o(p') 


If* 

J' if\u)* x (/|v) 

0 — 


n(u) x n(p) 



n{u'nv') 

i (f\Unv)*) 

n(u nv) 


o 

o 


Preuve. L’application lineaire (i*, j*) est injective, car une forme differentielle sur M est 
determinee par ses restrictions aux ouverts U et V qui recouvrent M. 

L’egalite entre Im((i*, j*)) et Ker(i* — j*) decoule de la propriety de localite des formes 
differentielles : les restrictions a 17 n V des restrictions a U et a V d’une forme differentielle 
sur M coincident, et si les restrictions a U PI V de deux formes differentielles a sur U et f3 
sur V, toutes deux de classe C°°, coincident, alors il existe une forme differentielle C°° sur 
M dont les restrictions a U et a V sont a et /3 respectivement. 

Pour la surjectivite de i* — j* , fixons une partition de l’unite {ip,ip} de classe C°° 
subordonnee au recouvrement {U, V} (voir la proposition 2.9). Done les applications : 
M —>• M sont C°°, positives ou nulles, de support contenu dans U,V respectivement et 
ip + i/j est l’application constante 1. Soit u> € Ll(U HP). Notons a la forme differentielle sur 
U, nulle en dehors de U n V, et qui coincide avec sur U n V, qui est bien C°° sur U. 
De meme, notons (3 la forme differentielle sur V, nulle en dehors de U n V, et qui coincide 
avec —epuj sur U n V, qui est bien C°° sur V. Alors, sur U PI V, 

i*a — j*(3 = (pui + = u . 


Done i* — j* est surjective. 

Les commutations des diagrammes sont evidentes. □ 

Preuve. La proposition A.21 des rappels d’algebre homologique de l’appendice A.6 asso- 
cie, de maniere fonctorielle, une suite exacte longue en cohomologie a toute suite exacte 
courte de complexes de cochaines. On l’applique a la proposition precedente. Le resultat 
en decoule. □ 

Remarque. (1) Dans certaines applications, on n’a pas besoin de connaitre explicitement 
les morphismes dans les suites exactes de Mayer-Vietoris, leur existence suffisant. On omet- 
tra done de les designer nommement, pour simplifier les notations. Mais par defaut, les 
morphismes seront ceux indiques ci-dessus. 

(2) Si U et V sont des ouverts connexes d’une variete M de classe C°°, tels que U O V 
soit connexe, alors l’application i* — j* : H$(U) X Hq(V ) —> Hq(U O V) est surjective. 
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En effet, apres identification des espaces avec K par les applications qui a vine fonction 
constante associe sa valeur, cette application s’ecrit (x, y) K > x — y de M X M dans K. 

Une presentation pratique des calculs est la suivante : 



M 

U 

V 

unv 

0 

1C 

H°(M) ~ 


< H°{V) ~ 

+h°(u nv) — 

H l (M) ~ 


( H\V) ~ 

^h\u nv) — 

2 C 

3 q 

+ H 2 (M) ~ 

-*-H 2 (U) > 

( H 2 (V) - 

— H 2 (unv)^ 

-► 





Porisme 6.21 Soit M une variete C°° ; munie d’un recouvrement ouvert {17, V}. Si les 
espaces vectoriels H*(U), H*(V) et H*(U n V) sont de dimension finie, alors H*(M) est 
de dimension finie. 

Preuve. Par exactitude de la suite de Mayer-Vietoris 

H k - x {U n7)A H k (M) -^4 H k (U) x H k (y ) , 


on a 

dim H k (M ) = dim Im f + + dim Ker f + = dim Im / + + dim Im /_ . 

Le resultat en decoule. □ 

Soit M une variete C°° telle que H*(M ) soit de dimension finie. Alors on appelle 
caracteristique d’Eulerle nombre entier (dans Z) 

n 

X{M) = Y J {~ 1)" dim H k (M). 

k =0 

Notons que par invariance homotopique de la cohomologie de de Rham, la caracteris¬ 
tique d’Euler est aussi un invariant homotopique (done topologique, done differentiel), i.e. si 
M et N sont deux varietes C°° qui ont le meme type d’homotopie, alors y(A7) = x(iV). 

Porisme 6.22 Soit M une variete C°° ; munie d’un recouvrement ouvert {U, V}. Si les 
espaces vectoriels H*{U),H*(V) et H*(U HP) sont de dimension finie, alors 

x(M) = x (u) + x(v)-x(unv). 

Preuve. Cette formule decoule du lennne d’algebre lineaire suivant, applique a la suite 
exacte de Mayer-Vietoris (qui n’a qu’un nombre fini de termes non nuls). 

Lemme 6.23 Si 0 —> E° —> E 1 —> ... —> E n —> 0 est une suite exacte d’espaces 
vectoriels de dimension finie, alors 

n 

(~l) fc dim E k = 0 . 

k =0 
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Preuve. Si f l est l’application E l —> E l+l (avec E 1 = 0 et E n+l = 0), alors dim E l = 
dim Im /* + dim Im /* _1 . Le resultat s’en deduit par sommation alternee. □ □ 


• Calcul de la cohomologie des spheres. 


Proposition 6.24 Pour tons p,n dans N, 


flSn(Sn) 




si 

0 

= 

P 

= 

n 

si 

0 

= 

P 

< 

n 

si 

0 

< 

P 

< 

n 

si 

0 

< 

P 

= 

n 

si 

P 

> 

n 




Preuve. Si n = 0, alors § n = {—1, +1}, et le resultat est deja connu (voir l’exercice corrige 
E.139 et la proposition 6.11). On suppose done n > 1. 

On montre le resultat par recurrence sur p. Si p = 0, alors le resultat est deja connu, 
car S n est connexe (proposition 6.11). On suppose done p > 1. 

Soit N le pole nord de § n , S le pole sud de S n , 

U = S n — {N}, V = §> n — {5}. Alors U,V sont des 
ouverts contractiles, done ont la meme cohomologie de 
de Rham que le point. L’inclusion § n _i U 0 V est 
une equivalence d’homotopie (car U 0 V se retracte 
par deformation forte sur l’equateur § n _i le long des 
grands cercles passant par les poles). Elle induit done 
un isomorphisme en cohomologie de de Rham. 

Pour p = 1, la suite exacte de Mayer-Vietoris appliquee a la variete S n munie du 
recouvrement ouvert {U,V} donne une suite exacte 

H°(U ) x H°(V) ^ H°(U n^)A i4 x (M) —■> H X (U) x H l {V) . 


N 



L’espace vectoriel reel H 1 ^J) x H 1 (P) est nul, done ip est surjective. L’espace vectoriel reel 
H°(U) x H°(V) est isomorphe a R x R. Si n > 1, alors l’application cp est surjective (voir 
la remarque (2) suivant la proposition 6.20). Done par exactitude, ip est l’application nulle 
et H l (E> n ) = 0. Coniine dim H°(M ) = dim H°(U ) = dim H°(V) = dim H°(U n V) = 1, 
on peut aussi conclure par sommation alternee des dimensions (voir le lemme 6.23). 

Si n = 1, alors H°(U n V) ~ H°(S 0 ) ~ R x 
M. L’application cp s’ecrit (x,y) ^ (x — y,x — y), car 
l’application constante 1 sur U, qui engendre H°(U), 
s’envoie, par restriction, sur l’application constante 1 
sur chacune des deux composantes connexes de U n 
V V (et de meme pour V). En particular, l’image de 
(p est isomorphe a M, done par exactitude, le noyau 
de ip est M, et iL 1 (§i) = M. Comme dim H°(M) = 
dim H°(U) = dim H°(V) = 1 et dim H°(U n V) = 
2, on peut aussi conclure par sommation alternee des 
dimensions (voir le lemme 6.23). 



239 






Pour p > 1, la suite exacte de Mayer-Vietoris appliquee a la variete § n munie du 
recouvrement ouvert {U, V} domie une suite exacte 

HP~ 1 (U) x HP-\V) —»• HP-^UnV) —>• R p (S n ) —>• iL p (C/) x pr p (p). 

Les espaces vectoriels reels aux extremites etant nuls, on a un isomorphisme H p (§> n ) ~ 
H p ~ l {U n V) ~ On conclut par recurrence. □ 

Porisme 6.25 Pour tout n > 1, I’algebre graduee H RR (§> n ) est isomorphe a I’algebre 
(associative, unitaire, commutative) graduee (en degre 0 et n) K © M munie du produit 
(x, y) A (x', y’) = (xx 1 , xy' + yx’). 

Preuve. On a H*(E> n ) = H°(E> n ) © H n (Si n ) ~ R © R, et le resultat decoule des proprietes 
d’algebre graduee de H*{ § n ). □ 

Remarque. Pour n,m> 1, les algebres (unitaires) H*( § n ) et H*(§ m ) sont isomorphes, 
mais les algebres graduees H*(§> n ) et H*( S m ) ne le sont pas! 

Voici une application du calcul des groupes de cohomologie de de Rham des spheres et 
des boules, et de la propriete de fonctorialite de la cohomologie de de Rham. Le resultat 
suivant est une version faible du theoreme d’invariance du domaine de Brouwer 2.1. Nous 
renvoyons a [Spa, Hat] pour d’autres applications. 

Porisme 6.26 (Theoreme d’invariance du domaine de Brouwer I) Sin ^ m, alors 
M n et ne sont pas homeomorphes. 

Preuve. Si n ^ m, alors les espaces vectoriels H n (E> n ) et H n (E> m ) ne sont pas isomorphes. 
Par l’invariance topologique de la cohomologie de de Rham, les espaces topologiques § n et 
§ m ne sont done pas homeomorphes. Pour tout k dans N, le compactifie d’Alexandrov de 
est homeomorphe a (voir l’exercice E.169 de l’appendice A.l). Si deux espaces topo¬ 
logiques localement compacts sont homeomorphes, alors leurs compactifies d’Alexandrov le 
sont (voir l’exercice E.169 de l’appendice A.l). Done M n et M m ne sont pas homeomorphes. 
□ 

Pour n dans N, on note || • || la norme euchdienne standard sur M n (on rappelle que 
||(xi, ■ ■ ■ , x n )|| = yf x\ + ■ ■ ■ + ). Soit B n = {x € M n : ||x|| < 1} la boule unite (fermee) 

de M n . 

Porisme 6.27 (Theoreme du point fixe de Brouwer) Toute application continue de 
B n dans B n admet un point fixe. 

Preuve. Si A est une partie d’un espace topologique X et i : A —> X est l’inclusion, une 
retraction de X dans A est une application continue r : X —>• A telle que r o i = idA- 

Lemme 6.28 II n’existe pas de retraction r : B„_j_i —>• § n . 

Preuve. On etend r radialement a l’exterieur de B n+ i en une retraction r : M n+1 —>• § n , 
et on note i : S n —>• l’inclusion. Si le resultat n’est pas vrai, par fonctorialite, on a un 
diagramme commutatif 

H n (R n+1 ) 

r* yy 

H n (S n ) —> 

id H n( Sn ) 
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V* 

H n (§ n ) 




Si n > 0, alors H n (W l+1 ) = 0 et H n (§> n ) ^ 0, done r* n’est pas injective, ce qui contredit 
l’injectivite de idjjn(§ n y Si n = 0, alors H n ( R n+1 ) = M et H n ( S n ) = MxM done l’applica- 
tion lineaire i* n’est pas surjective, ce qui contredit la surjectivite de idjjn/^y (si n = 0, 
on peut aussi dire que §i est connexe, alors que §o ne l’est pas, done §o n’est pas l’image 
d’une application continue de Si dans So- □ 

La preuve du theoreme du point fixe de Brouwer decoule de ce lemme de la maniere 
suivante. 



Le theoreme est vrai pour n = 0. Supposons qu’il existe 
une application continue / : B n+ i —>• B n +i sans point 
fixe. Alors l’application r : B n+ i —>• S n definie par 
{r(x)} = S n n {f(x) + t(x — f{x)) : t > 1} est une 
retraction, ce qui contredit le lemme. □ 


• Autres calculs de cohomologie de de Rham. 

Les tores. Nous allons calculer l’algebre graduee de cohomologie de de Rham des 
tores par transformation de Fourier. Notons T n = M n /Z n le tore de dimension n, et 
l’espace vectoriel dual de M n . Remarquons que l’espace vectoriel C°°(T n , A*M n ), muni du 
produit exterieur point par point, est une algebre graduee (associative unitaire) anticom- 
mutative differentielle (en un sens evident que nous ne precisons pas ici), qui s’identihe au 
sous-espace de C°°(M n , A*M n ) = fl(M n ) constitue des applications periodiques (par Z n ). Si 
p : M n —>• T n est 1’application canonique de revetement, alors le morphisme d’algebres gra- 
duees differentielles p* : f2(T n ) —> n(M ?l ) = C°°(M n , A*M n ) est injectif, et a pour image la 
sous-algebre des formes differentielles periodiques. Done les algebres graduees differentielles 
C°°(T n , A*M n ) et n(T n ) sont isomorphes, et done calculent la meme algebre de cohomo¬ 
logie. (Notons qu’une situation analogue se passe pour toutes les varietes parallelisables, 
voir l’exercice E.148). 

Notons (•, •) le produit scalaire usuel de M n , qui permet en particulier d’identiher M n 
avec son dual M n , par l’application k i —> {k : v !->• (k, u)}. Rappelons que, pour tout u dans 
C°°(T n , A*M n ), pour tout k dans Z n , le k-e me coefficient de la serie de Fourier de lo est 

w k = f g— 27 T i(k*) u (x)dx, 

Jx£[ 0 , 1 ]" 

qui est un element de l’algebre A*(M ra ,C) des formes alternees sur W 1 a valeurs complexes, 
avec bien sur w k € A p (M n ,C) si u € n p (T ra ). La transformation de Fourier inverse exprime 
cj en fonction de sa serie de Fourier (a decroissance rapide) par 

u x = e 2wi{k ' x) w k . 

L’application tangente en x de co est done 

T x u : X i-> 2vri ^ H x )e 2ni{k ’ x) w k . 

Le calcul de la differentielle exterieure de lo, par sa definition meme, se fait alors « frequence 
par frequence », en utilisant la definition de la differentielle exterieure comme l’application 
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tangente rendue alternee (voir la preuve du theoreme 6.5) et la definition du produit 
exterieur des formes alternees (voir l’appendice A.5) : 

{dw) x = 2v ri ^ e 2ni{k ’ x) k A w k . 
fceZ" 

Considerons l’algebre graduee 

©( II A p (K”.C) 

peN VfceZ" 

le produit s’effectuant composante par composante. En notant n(T n ,C) l’algebre des 
formes differentielles a valeurs complexes sur T n , l’application qui a une forme differentielle 
associe sa serie de Fourier est done un isomorphisme d’algebres graduees sur son image 

0 : n(T\C) -)• ®n A p (t n ,C) , 

peN fee Z" 

qui envoie la differentielle d sur l’operateur lineaire (preservant l’image de 0) defini par 

5 : {w k )k&z™ (27ri k A w k )keZ n ■ 

Lemme 6.29 Pour tout u dans A p (M n , C), et tout element non nul k de M n , on a k Auj = 0 
si et seulement si uj = k Aw ( avec uj 1 dans A p_1 (M n ,C). 

Preuve. Rappelons que l’espace A p-1 (M n ,C) est nul par convention si p = 0. En utilisant 
le produit interieur par k (voir la proposition A.20 de l’appendice A.5), si k Aw = 0, alors 

0 = i k {k Z\uj) = i k (k) A uj — k A i k ( w) . 

Comme i k (k) est la 0-forme differentielle constante de valeur | \k\ | 2 ^ 0, le lemme en decoule. 

□ 

En particulier, si 5(wk)k£7, n = 0, alors il existe {w' k )k£z n tel que (wk)k£Z n = 8(w , k )k£Z ri + 
Wo, en identifiant wq avec la suite indexee par k G Z n , dont tous les elements son nuls, sauf 
celui pour k = 0 qui vaut w o- Done l’application (w k )k£Z n ^ Wo induit un isomorphisme 
d’algebres graduees de l’algebre graduee quotient (Ker <5|i m ©)/(Im A|j m @) dans A*(M n ,C). 
Le resultat suivant en decoule. 



Proposition 6.30 L’application [w] e© wq est un isomorphisme d’algebres graduees de 
iL* R (T n ) dans A*M n . □ 

En particulier, la dimension de l’espace vectoriel reel H k (T n ) est le coefficient binomial 

et la dimension de l’espace vectoriel reel H*(T n ) est 2 n . 

Les espaces projectifs complexes. 



Proposition 6.31 Soit n un element de N. Les espaces de cohomologie de de Rham de 
I’espace projectif complexe P n (C) sont 


m 


.(c)) ^ 


M si 0 < k < 2n et k pair 
0 sinon . 


En particulier sa caracteristique d ’Euler est n + 1. 
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Preuve. On raisonne par recurrence sur n. Rappelons que Pq(C) est reduit a un point, que 
la variete Pi(C) est C°°-diffeomorphe a la sphere §2 (voir l’exercice E.15), et que P n (C) est 
connexe et de dimension 2 n. Nous pouvons done supposer n>2etl<fe< 2 n. Supposons 
le resultat vrai pour n — 1 . 

On munit l’espace vectoriel C n+1 de ses coordonnees canoniques (zq, ..., z n ), et on 
identifie C n avec l’hyperplan vectoriel d’equation zq = 0 dans C" +1 . Dans l’espace projectif 
complexe P n (C), on considere le point x de coordonnees homogenes [1 : 0 : ... : 0], l’ouvert 
U = P n (C) — {x} et l’ouvert V = P n (C) — P n _i(C). Nous avons vu (voir le paragraphe 2.4.3) 
que V est C°°-diffeomorphe a C n (e’est le domaine d’une carte affine d’hyperplan a l’infini 
P n _i(C)), done V a le meme type d’homotopie que le point. De plus, U se retracte par 
deformation forte sur P n _i(C), par l’homotopie ([zo : z\ : ... : z n ], t) i->- [tzo : Z\ : ... : z n \, 
done a le meme type d’homotopie que P n _i(C). L’intersection U C\V est C°°-diffeomorphe 
a C n — {0}, done a le meme type d’homotopie que la sphere § 2 n-i- 

La suite exacte de Mayer-Vietoris 

-> H k ~\U O V) H k (¥ n { C)) -> H k (U) x H k (V) -)• H k (U fl V) -)• ... 

donne done des suites exactes 

H°(U) x H°(V) -> H°(U H\ P n (C)) -)• H l { P n _i(C)) = 0 , 

0 -»• H 2n ~\ P n _i(C)) = 0 ->■ H 2n -\8 2n - 1 ) -> H 2n ( P n (C)) -> 0 , 

et, pour 1 < k < 2n — 1 , 

0 -> i/ fc (P„(C)) -)■ LT fc (Pn-i(C)) 0 . 

Comme l’application H°(U) x H°(V) —> H°(U n V) est surjective (puisque U,V,U C\V 
sont connexes, voir la remarque ( 2 ) suivant la proposition 6 . 20 ), le resultat s’en deduit. □ 

Les sommes connexes. Soient M\ et M 2 deux varietes C°° connexes de meme di¬ 
mension n. On appelle somme connexe de M\ et M 2 , et l’on note M 1 OM 2 , toute variete 
construite de la maniere suivante. Notons B{ 0, r) et -B(0, r) les boules ouvertes et fermees de 
rayon r dans l’espace euclidien usuel M n . Pour i = 1,2, notons cpi : 5(0, 3) —>• Mj un plon- 
gement C°°, et Bi = ipi{B( 0,1/2)). Notons ip : 5(0, 2) — 5(0,1/2) —> 5(0, 2) — 5(0,1/2) 
le C°°-diffeomorphisme x 1 —^ x/(||x|| 2 ). On definit M\ DM 2 comme l’espace topologique 
quotient de la variete C°° somme disjointe (Mi — 5i) fj (M 2 — B 2 ) par la relation d’equi- 
valence engendree par ipi(x) ~ <^ 2 o ip(x) pour tout x dans 5(0,2) — 5(0,1/2). II n’est 
pas difficile de montrer que M 1 OM 2 admet une unique structure de variete C°° telle que la 
projection canonique induise un plongement C°° de M\ — 5i et de M 2 — B 2 sur des ou- 
verts de M 1 UM 2 . Cette construction depend du choix des ipi,<p2i mais on montre (voir par 
exemple [Hir]) qu’a C°°-diffeomorphisme pres, elle n’en depend pas. On montre de meme 
qu’a C°°-diffeomorphisme pres, l’operation de somme connexe est associative. La variete 
topologique sous-jacente a M\ jM -2 est la variete topologique somme connexe au sens du 
paragraphe 2.4.1 des varietes topologiques sous-jacentes a Mi et M 2 . 

Lemme 6.32 Soit M une variete C°° de dimension n > 2, et x un point de M. Alors 
Vinclusion M — {x} —>• M induit un isomorphisme en cohomologie de de Rham, pour tout 
k 7 ^ n, n — 1 : 

H k {M ) ~ H k {M -{x}) . 
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Preuve. Le resultat est vrai pour k = 0, car comme n > 2, le point x ne disconnecte pas 
la composante connexe de M qui le contient. On suppose done k > 1. 

On utilise la suite de Mayer-Vietoris pour le recouvrement ouvert {M — {x},V} de 
M, ou V est un voisinage ouvert de x diffeomorphe a la boule ouverte unite de R n , en 
utilisant que V est contractile, done possede la meme cohomologie que le point, et que 
(M — {x}) O V = V — {x} possede le meme type d’homotopie, done la meme cohomologie, 
que la sphere § n -i- Comme H k (V ) = 0, on a une suite exacte 

H k ~\V - {x}) —> H k (M ) —► H k (M - {x}) —■> H k (V - {x}) . 

Le terme H k ~ l {V — {x}) est nul si k 7 ^ 1, n. Si k = 1, alors la fleche precedente dans la 
suite exacte de Mayer-Vietoris H k ~ 1 (M — {x}) x H k ~ l (V) —> H k ~ l (V — {x}) est surjective 
(car M — {x}, V,V — {x} sont connexes, voir la remarque (2) suivant la proposition 6.20), 
done H k ~ 1 (V — {x}) —>• H k (M ) est l’application nulle. Le terme H k (V — {x}) est nul si 
k 7 ^ n — 1 . □ 

Proposition 6.33 Soient M\ et M 2 deux varietes C°° connexes de meme dimension n > 
3. Alors, pour tout k 7 ^ 0, n, n — 1, on a un isomorphisme 

H k {M4M 2 ) ~ H k (Mi) x H k (M 2 ) . 

Preuve. Montrons que pour tout k 7 ^ 0, n,n — 1, on a un isomorphisme H k {M\^Ai 2 ) —>• 
H k (M\ — {xi}) x H k (M 2 — {X 2 }). Le resultat decoulera alors du lemme precedent. 

On reprend les notations de la definition de M\ DM 2 . Notons U\, U 2 les images de M\ — Bi 
et de M 2 — B 2 dans M\ DM 2 . L’intersection U± 0 U 2 a le meme type d’homotopie que la 
sphere S n _ 1 . Remarquons que M\ — B\ et M 2 — B 2 ont le meme type d’homotopie que 
M\ — {xi} et M 2 — {X 2 } pour xi,X 2 des points de B\,B 2 respectivement. La suite exacte 
de Mayer-Vietoris de M 1 JIM 2 pour le recouvrement {U\, U 2 } donne une suite exacte 

H k ~\ S„_i) —)• H k (Mim 2 ) —»• H k {M\ - {xi}) x H k {M 2 - {x 2 }) —)• H k (§ n _ 1 ) . 

Si k 7 ^ 0, l,n, n — 1 les termes extremaux sont nuls. Si k = 1, un raisonnement deja vu 
(voir la remarque ( 2 ) suivant la proposition 6 . 20 ) montre que la fleche la plus a gauche est 
nulle. □ 

Remarque. Pour n > 1 et k = 0, n, le resultat precedent est faux, comme le montre le 
cas M\ = M 2 = S n . Comme le montre l’exercice E.141 (2) ci-dessous, le resultat est faux 
si n = 2 et k = 1, mais il est vrai par la proposition 6.35 ci-dessous si k = 1 et si Mi et 
M 2 sont deux surfaces compactes connexes orientables. II decoule de la dualite de Poincare 
(voir le paragraphe 6.5) que le resultat est vrai si n > 3, k = n — 1 et Mi et M 2 sont deux 
varietes compactes connexes orientables. 

Les surfaces. 

Notons B le disque unite ouvert du plan euclidien C = M 2 , et xi,... ,x n des points 
distincts, avec n > 0 . 

Proposition 6.34 Les espaces de cohomologie de de Rham du disque prive de n points 
sont 

{ M si k = 0 
M n si k = 1 
0 sinon . 

En particulier sa caracteristique d’Euler est 1 — n. 
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Preuve. Par connexite, le resultat est clair pour k = 0. Par dimension, le resultat est clair 
si k > 2. Nous pouvons done supposer que k = 1,2. A diffeomorphisme pres, nous pouvons 
supposer que Xj = L e ^j/ n pour 1 < j < n. Notons M = D — {x \,..., x n }, U le disque D 
prive des segments entre Xj et e 2m ^ n , Vj un voisinage de ce segment dans M comme dans 
le dessin ci-dessous, et V = U” = 1 Vj. 



Notons que les ouverts U et Vj sont contractiles et que U n 14 a le type d’homotopie 
de la somme disjointe de deux points. Done par la suite exacte de Mayer-Vietoris, on a 
H k {M) = 0 si k = 2. De plus, le debut de la suite exacte de Mayer-Vietoris 

0 —s> H°(M) —> H°(U) x H°(V) —> H°(U fib) —> H\M ) —> H X {U) x H\V) 

s’ecrit done 

0 — > M —> R n+1 —> M 2n —> H l (M) — > 0 . 

Un argument de dimension (voir par exemple le lemme 6.23) permet alors de conclure. □ 

Proposition 6.35 Les espaces de cohomologie de de Rham de la somme connexe T 2 de 
g > 0 tores de dimension 2 sont 


{ M si k = 0 , 2 
M 2 3 Si k = 1 
0 sinon . 

En particulier sa caracteristique d’Euler est 2 — 2 g. 

Preuve. Posons M = (J s T 2 . Notons U un ouvert de M obtenu en enlevant g cercles 
C\,... ,C g plonges de maniere disjointe dans M, de sorte que U soit diffeomorphe a la 
sphere §2 privee de 2 g disques fermes, done ait le meme type d’homotopie qu’un disque prive 
de 2g — 1 points. Notons V la reunion disjointe de voisinages ouverts Vj de chacun de ces 
cercles, ou chaque Vj est diffeomorphes a une couronne, done a le meme type d’homotopie 
qu’un cercle, et tel que Vj — C* soit diffeomorphe a la somme disjointe de deux anneaux. 
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Comme M est de dimension 2, on a H k (M) = 0 si k > 2. Le debut de la suite exacte 
de Mayer-Vietoris est 

0 -> H°(M) -> H°(U) x H°(V) -> i4°(£/ n V) -> -»• x H l {V) 

i7 1 (?7 nb)-> H 2 (M) -»• F 2 (C7) x tf 2 (V) . 

Nous verrons que H 2 (M) ~ M dans le paragraphe suivant (mais on peut aussi le calculer 
en explicitant les fleches). On a done une suite exacte 

0 -► R -> M 9+1 -> M 29 -)• -»• M 39 " 1 -> M 29 -► R -> 0 . 

Un argument de dimension (voir par exemple le lemme 6.23) permet alors de conclure que 
H l (M) ~ M 29 . □ 

Exercice E.141 (1) Montrer que les espaces de cohomologie de de Rham de $ g IP 2 (M.) > la 
somme connexe de g > 1 plans projectifs, sont 

{ K si k = 0 

M 9 " 1 si k = 1 

0 sinon . 

En deduire que sa caracteristique d’Euler est 2 — g. 

(2) Montrer que les espaces de cohomologie de de Rham de T 2 — {aq,..., x n }, la 
somme connexe de g > 0 tores de dimension 2 privee de n > 1 points distincts, sont 

{ M si k = 0 

M 29 +"-i si k = 1 

0 sinon . 

En deduire que sa caracteristique d’Euler est 2 — 2 g — n. 

(3) Montrer que les espaces de cohomologie de de Rham de (J s P 2 O&) — { x ii ■ ■ ■ i x n}, l a 
somme connexe de g > 1 plans projectifs privee de n > 1 points distincts, sont 

{ M si k = 0 

R9+n-l si k = 1 
0 sinon . 

En deduire que sa caracteristique d’Euler est 2 — g — n. 
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On montre (voir par exemple [Hir, Gra]) que toute surface C°° compacte connexe est 
C°°-diffeomorphe a T 2 , c’est-a-dire a une somme connexe de g > 0 tores de dimen¬ 
sion 2, ou a P 2 O&)) c’est-a-dire a une somme connexe de g > 1 plans projectifs. La 
proposition 6.35 et l’exercice E.141 (1) montrent que deux telles surfaces ne sont pas C°°- 
diffeomorphes (et rrierne n’ont pas le meme type d’homotopie), car leurs cohomologies de 
de Rham different. 


6.3 Integration des formes differentielles 

Toutes les formes differentielles dans ce paragraphe seront supposees C°°, pour simpli¬ 
fier, mais une regularity C°, C , voire C 2 suffit dans la plupart des cas (voir la remarque 
finale de ce paragraphe). 

Le but de ce paragraphe est de dehnir une integration des formes differentielles de degre 
maximum sur une variete M de classe C°°. Deux problemes vont se poser, la non compacite 
(mais c’est un probleme classique pour l’integration usuelle, facilement contournable) et la 
non orientabilite (qui est la grosse difference entre l’integration usuelle et l’integration des 
formes differentielles) 

Si uj est une forme differentielle C°° sur M, appelons support de uj l’adherence des 
points x 011 uj x n’est pas nul. On note Q C (M) la sous-algebre graduee de fl(M) (qui n’est 
pas unitaire si M n’est pas compacte) des formes differentielles a support compact sur M. 


• Integration dans les ouverts de M n . 

Soit n un element de N — {0}. Rappelons que si U est un ouvert de M n , alors toute 
n-forme differentielle est de la forme uj = f dx\ A ••• A dx n oil / € C°°(f7,M). Notons 
dx 1 ... dx n la mesure de Lebesgue sur W 1 . Pour tout borelien B de U, et toute n-forme 
differentielle uj = f dx\ A • • • A dx n sur U telle que f\ B G L 1 (R, dx 1 ... dx n ), on pose 

/ W = 

La condition d’integrabilite est satisfaite par exemple si l’intersection de B et du support 
de uj est contenue dans un compact, car toute fonction C°° sur M n est localement integrable 
pour la mesure de Lebesgue. Lorsque uj est a support compact dans U. l’application 

B i->- u = f dx 1 ... dx n 

Jb J b 

ou B parcourt les boreliens de U, est une mesure de Radon (borelienne, reelle, reguliere) 
hnie sur U, qui est positive si / est positive. (C’est juste la mesure de densite / par rapport 
a la mesure de Lebesgue). 



Lemme 6.36 (Formule du changement de variable local) Soient U et V deux ou¬ 
verts de (p : U —>• V un C°° -diffeomorphisme, u € fl n (R) et K un compact de V tel 
que le signe e du jacobien J^ de p soit constant sur Alors 


Iv-HK) 


If UJ = £ 


UJ 


Ik 
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Preuve. On a vu (juste apres la proposition 6.3) que 


(<p*(f dx i A • • • A dx n )) x = / o ip(x) Jtp(x) dx\ A • • • A dx n . 


Comme sur <p 1 (K), on a J v (x) = e\J v (x)\, le resultat decoule alors de la formule de 
changement de variable pour la mesure de Lebesgue, car B = J K pour toute 

mesure p sur ip" l {K), Lp* (g dx\ ... dx n ) = g o Lp _1 |j -1 \dx\ ... dx n pour toute function 
mesurable g sur ip~ 1 {K') et o Lp~ l ■ J 1 = 1 . □ 


Exemples. Soit U un voisinage ouvert de 
(1) Si u = f dx, alors 


’intervalle [a, 6 ] dans M, avec a < b. 


[a,6] 


u = f(x) dx . 


(2) Soient V un ouvert de M n , u = € n 1 (P), U un intervalle ouvert de K, 

et 7 : U —>■ V un chemin C°° dans V, de composantes 71 ,... ,j n . Alors 7 *ui € 12 1 (17) et, 
pour tous a, b dans U, 



Si a = 7 | [a,fc] j cette integrale est appelee V integrate de u le long du chemin a, et parfois 
notee f co. 

Ja 


La presence du signe e dans la formule du changement de variable local ci-dessus pose 
des problemes si l’on essaie d’etendre la notion d’integrale de formes differentielles des 
ouverts de M n aux varietes generates. 


• Orientation des varietes. 

Soit n un element de N — {0}. 

Soit E un espace vectoriel reel de dimension finie n. Rappelons qu’une orientation de E 
est une classe d’equivalence de bases de E pour la relation B ~ B' si l’application lineaire 
envoyant B sur B' est de determinant strictement positif, ou, de maniere equivalente, est 
une classe d’equivalence de n-formes alternees sur E pour la relation u> ~ u' s’il existe 
A > 0 tel que oj' = Xu. II existe exactement deux orientations sur E. On dit que E est 
oriente s’il est muni d’une orientation. Une base appartenant a cette orientation est alors 
dite positive. Une n-forme alternee appartenant a cette orientation est alors dite positive. 
La correspondance entre les deux definitions d’orientation se comprend comme suit : si 
(ei,..., e n ) est une base de E, de base duale (ef,..., e* ), alors e\ A • • • A e* est positive 
si et seulement si (e\,... ,e n ) est positive. Un isomorphisme lineaire de E dans un espace 
vectoriel reel oriente F preserve Vorientation s’il envoie l’orientation de E sur l’orientation 
de F, i.e. s’il envoie une/toute base positive de E sur une base positive de F, ou de maniere 
equivalente, si son determinant, dans des bases positives de E et de F, est strictement 
positif. L’espace M n est muni de l’orientation (dite canonique ) telle que sa base canonique 
soit positive. 

Un C°°-diffeomorphisme entre des ouverts U et V de M n preserve Vorientation si le signe 
de son jacobien est positif en tout point, ou de maniere equivalente, si pour tout point x 
de U, sa differentielle en x est un automorphisme lineaire de M n qui preserve l’orientation. 
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Un atlas de cartes C°° a valeurs dans M n sur un espace topologique M est dit oriente si 
ses applications de changement de cartes preservent l’orientation. Une variete orientee C°° 
est un espace topologique N, separe et a base denombrable (ou, de maniere equivalente, 
metrisable et separable, voir la proposition 2.2), muni d’un atlas de cartes C°° oriente, 
maximal parmi les atlas de cartes C°° orientes. Une carte de cet atlas sera appelee une 
carte orientee (ou positive ) de N. Si M est une variete orientee C°°, nous noterons encore 
M par abus la variete C°°, qui est l’espace topologique sous-jacent de M, muni de l’atlas 
de cartes C°° maximal contenant l’atlas de cartes C°° oriente de M. 

Soit M une variete de classe C°°. Une orientation de M est un sous-atlas oriente 
maximal de son atlas de cartes maximal. L’espace topologique sous-jacent a M. muni de 
ce sous-atlas, est alors une variete orientee C°°. On dit que M est orientable si elle admet 
une orientation. Orienter M, c’est choisir une orientation sur M, et nous noterons souvent 
de la meme maniere la variete orientee C°° obtenue. 

Un C°°-diffeomorphisme local / : M —» N entre deux varietes C°° orientees preserve 
l ’orientation si / envoie toute carte orientee suffisamment petite de M sur une carte orientee 
de N, i.e. pour toute carte orientee (V, ip) de N et tout ouvert U de M tels que f\u : U —>• 
V soit un C°°-diffeomorphisme, la carte (U, ip o /) est une carte orientee de M, ou, de 
maniere equivalente, si l’application /, lue dans toute paire de cartes orientees suffisamment 
petites, preserve l’orientation (en tant que C°°-diffeomorphisme entre ouverts de M n ). II 
est immediat qu’alors f~ l preserve aussi l’orientation. 

Exemples. (1) La variete est orientable, et orientee par l’atlas oriente maximal conte¬ 
nant l’application identite. 

(2) Tout ouvert U d’une variete orientable M est orientable, en prenant les cartes 
orientees de M de domaine contenu dans U, et sera, sauf mention explicite du contraire, 
munie de cette orientation. 

(3) Si est une famille denombrable de varietes orientees C°°, alors l’espace 

topologique somme disjointe des espaces topologiques sous-jacents de (Mj)j g /, muni de 
l’atlas C°° oriente maximal contenant la reunion des atlas C°° orientes maximaux des Mj, 
est l’unique structure de variete orientee C°° sur l’ensemble somme disjointe des ensembles 
M % telle que l’inclusion canonique M t —> M soit un C°°-diffeomorphisme sur son image 
qui preserve l’orientation. Cette variete oriente C°° est notee Uie/ Mi, et appelee variete 
orientee somme disjointe. 

(4) Si M\, M 2 sont deux varietes orientees C°°, alors l’espace topologique produit des 
espaces topologiques sous-jacents de M±, M 2 , muni de l’atlas C°° oriente maximal contenant 
les produits de cartes locales orientees de Mi, M 2 , est une variete C°° orientee, notee 
Mi x M 2 , et appelee variete orientee produit. 

(5) Soient Mi, M 2 deux varietes connexes orientees C°°, et M 1 OM 2 la variete somme 
connexe, construite a partir de plongements preservant l’orientation p>i : 1?(0,3) —>• Mi 
pour i = 0,1, comme dans la partie precedente. Comme le diffeomorphisme de recollement 
'll> : B( 0,2) — B( 0,1/2) — > B( 0,2) — B( 0,1/2) renverse l’orientation (c’est une restriction 
de l’inversion par rapport a la sphere unite), la variete M 1 DM 2 admet une unique structure 
de variete orientee, telle que toute carte locale orientee de Mj, de domaine contenue dans 
Mj — ipi(B(0, 1/2)) soit une carte orientee de M 1 DM 2 . La variete M 1 DM 2 , munie de cette 
orientation, est appelee la variete somme connexe orientee de Mi et M 2 . A diffeomorphisme 
preservant l’orientation pres, elle ne depend pas des choix des ipi (voir par exemple [Hir]). 

(6) Un point important est qu’alors que tout espace vectoriel reel de dimension finie, 
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et tout ouvert de M n , admet une orientation, il existe des varietes C°° qui ne sont pas 
orientables. C’est le cas par exemple du ruban de Mobius, qui est la variete quotient de 
M 2 par Faction libre et propre du groupe Z, ou 1 € Z agit par (x,y) H > (x + 1, —y), voir 
l’exercice ci-dessous. 

Exercice E.142 (1) Montrer que tout revetement de classe C°° d’une variete orientee C°° 
admet une unique orientation, dite image reciproque, telle que la projection de revetement 
soit un C°° -diffeomorphisme local preservant l’orientation. 

(2) Soit M une variete C°°, munie d’une action libre et propre par C°° -diffeomorphis- 
mes d’un groupe discret G. Montrer que si la variete quotient G\M est orientee, alors G 
agit par C°° -diffeomorphismes preservant l’orientation pour l’orientation image reciproque 
sur M. Montrer que si M est orientee et si G agit par C°° -diffeomorphismes preservant 
l’orientation, alors la variete quotient G\M est orientable, et admet une unique orientation 
telle que l’orientation image reciproque sur M soit l’orientation originelle de M. 

(3) Montrer que le ruban de Mobius n’est pas orientable. 

(4) Montrer que I’espace projectif P n (C) est orientable. 

(5) Montrer que I’espace projectif P n (M) est orientable si et seulement si n est impair. 

(6) Montrer que toute variete M de classe C°° admet un revetement double (i.e. a deux 
feuillets) n : M —)■ M qui est orientable. Si M est connexe, et non orientable, montrer que 
ce revetement est connexe et unique a isomorphisme de revetements pres, et qu’il existe une 
action libre de G = Z/2Z sur M telle que la variete quotient G\M soit C°° -diffeomorphe 
a M. (On I’appelle un revetement d’orientation de M.) 


Exemples. (1) Le cylindre M x §i, 
identifie au quotient de M 2 par Paction 
libre et propre du groupe Z, oil 1 G Z 
agit par (x,y) >-)• (x + 2, y), muni de 
sa projection naturelle sur le ruban de 
Mobius, est un revetement d’orienta¬ 
tion du ruban de Mobius. 



I 


2-1 




(2) Pour tout n dans N — {0}, la projection canonique § 2 n —•► P2n(®0 est un revetement 
d’orientation de l’espace projectif reel de dimension 2 n par la sphere de dimension 2 n. 

Proposition 6.37 Soit M une variete C°° orientee de dimension n. II existe une forme 
differentielle oj dans fl n (M), unique a multiplication pres par une application C°° stricte- 
ment positive sur M, telle que, pour toute carte orientee (U, ip) de M, 

(u\u) = / dx\ A • • • A dx n 

ou, f est a valeurs strictement positives sur ip(U). 
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Une telle forme w sera appelee une forme volume de M. 

Preuve. Soit {Ui,ipi)i^i un atlas de cartes C°° oriente de M a valeurs dans M n , et ( fi)i£i 
une partition de l’unite C°° subordonnee au recouvrement Pour tout i , on prolonge 

par 0 en dehors de Ui la forme differentielle fitp*(dx\ A • • • A dx n ), et on pose 

W = ^2 fWi*(dx 1 A • • • A dx n ) . 
i&I 

Cette somme etant localement finie, elle deffiht une forme differentielle sur M. II n’est 
pas difficile de montrer qu’elle convient et verifie la propriete d’unicite de l’enonce, par la 
formule du changement de variable local (lemme 6.36). L’unicite est facile a demontrer. □ 

Remarques. Soit M une variete C°° de dimension n. 

(1) La variete M est orientable si et seulement s’il existe une n-forme differentielle cj 
qui ne s’annule pas sur M. 

En effet, si M est orientable, alors toute forme volume d’une orientation de M verifie 
cette propriete de ne pas s’annuler sur M. Reciproquement, si u est une n-forme differen¬ 
tielle oj ne s’annulant pas sur M , alors l’ensemble des cartes locales ( U , ip) de M telles que 
(ip~ 1 )* (uj\u) = f dx i A • • • A dx n ou / G C °°(ip(U) } Wf), est un atlas de cartes C°° oriente 
maximal, par la formule de changement de variable. Le fait que les domaines de ces cartes 
recouvrent M vient du fait que, pour toute carte locale ( U , cp) de M, sur l’ouvert <p{TJ) 
de M n , toute n-forme differentielle ne s’annulant pas est de la forme f dx i A • • • A dx n oil 
/ G C°°(ip(U),R) est de signe constant (sur chaque composante connexe de ip(U)), done 
quitte a composer la carte ip par une reflexion (sur chaque composante connexe de U ou 
/ o (p est negative), on obtient line carte de la bonne forme. 

(2) La formule du changement de variable local (lemme 6.36) montre aussi que si M 
est munie d’une orientation et si uj est line forme volume sur M pour cette orientation, 
alors une carte locale (U,ip) de la variete C°° est orientee si et seulement si (<^ -1 )*(u;|{/) = 
f dx i A • • • A dx n ou / est a valeurs strictement positives sur <p(U). 

(3) L’application, qui a line orientation de M associe line de ses formes volumes, induit 
line bijection de l’ensemble des orientations de M dans l’ensemble des classes d’equivalence 
des n-formes differentielles ne s’annulant pas sur M, modulo multiplication par un element 
de C°°(M, Mlj_). Si ttq(M) est l’ensemble des composantes connexes de M, lorsque M est 
orientable, il y a done une bijection entre l’ensemble des orientations de M et (Z/2Z) 7r °^ M \ 
puisqu’une application continue qui ne s’annule pas sur un connexe est ou bien partout 
strictement positive, ou bien partout strictement negative. En particulier, une variete C°° 
connexe admet 0 ou 2 orientations. 

(4) Rappelons qu’une orientation d’un espace vectoriel reel E de dimension finie n > 1 
est defini, de maniere equivalente, comme le choix de l’une des deux classes de bases de E 
modulo 1’action des automorphismes lineaires de determinant strictement positif, ou comme 
le choix de l’un des deux elements de (A n E)/Wf. Si E et F sont des espaces vectoriels 
orientes, alors l’espace vectoriel oriente produit E x F est l’espace vectoriel produit, muni 
de l’orientation telle qu’une base obtenue en prenant une base positive de E suivie d’une 
base positive de F soit positive. Tout espace vectoriel oriente est naturellement une variete 
orientee, pour 1’atlas oriente maximal contenant un isomorphisme lineaire de E dans M n 
preservant l’orientation. 
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Si M est orientee, alors l’espace tangent en chaque point de M est oriente, de sorte 
qn’une carte locale (U, ip) de M soit orientee si et seulement si T x p : T X M —>• M n preserve 
l’orientation pour tout x dans U. 

Orienter une variete M revient a trouver une orientation (localement) coherente des 
espaces tangents. Plus precisement, M est orientable si et seulement s’il existe une orien¬ 
tation de l’espace tangent en tout point de M, telle que pour toute carte locale (U, (p) de 
M, l’isomorphisme lineaire T x ip : T X M —>• M n preserve l’orientation pour tout x dans U : 
l’ensemble des telles cartes locales est un atlas oriente. 

Si M\ , M 2 sont deux varietes orientees C°°, et si M = M\ x M 2 est la variete orientee 
produit, alors, pour tout (x,y) dans M, l’orientation de l’espace vectoriel T^ xy ^M est 
l’orientation produit T x M\ x T y M 2 des orientations des espaces vectoriels T x M\ et T y M 2 - 

(5) La variete TM est toujours orientable, car 1’at las de cartes C°° de TM associe a 
un atlas de cartes C°° de M a valeurs dans M n (par la construction du paragraphe 3.3) est 
un atlas de cartes C°° oriente a valeurs dans M 2 " 1 (voir l’exercice E.154). 

Exemples. (1) La sphere § n est orientable. En effet, si 

n 

a = ^2 (—1 ) l Xi dx 0 A • • • A dxi A • • • A dx n , 
i =0 

alors a est (en restriction a 8 n ) une forme volume sur § n , car si (iq,... ,v n ) est une base 
de T x S n (identifie a a; - * - ), alors 

a x {yi, ...,v n ) = det(x,ui,... ,v n ) ± 0 . 


En fait, si 


n ^ 

x-'Z'k 

i =0 


est le champ de vecteurs normal sort ant sur S n , et si oj = dx 0 A • • • A dx n , alors 


cr = . 

(2) L’espace projectif complexe P n (C) est orientable (voir l’exercice E.142 (4)). 

(3) Toute variete M de classe C°° parallelisable est orientable. En effet, (la dimension 
n de M a ete supposee non nulle) le fibre tangent de M est isomorphe a M x M n , done son 
fibre des formes n-lineaires alternees est isomorphe a M x A n (M n )*, et si ui est une n -forme 
alternee non nulle sur M n , alors x i->- (x,uj) est une n-forme differentielle C°° sur M, qui 
ne s’annule pas, done est une forme volume. 

En particulier, tout groupe de Lie G est orientable. De plus, en supposant la dimension 
n de G non nulle, si u est une forme n-lineaires alternee non nulle sur l’algebre de Lie de 
G, alors 

g u g = ( T e L g )*u 

est une n-forme differentielle C°° sur G, qui est une forme volume de G. 

(4) La surface compacte connexe, somme connexe de g > 1 tores T 2 , est orientable. En 
effet, le tore T 2 est orientable, par exemple car parallelisable, ou car quotient de la variete 
orientee M 2 par le groupe Z 2 agissant librement et proprement en preservant l’orientation 
(voir l’exercice E.142 (2)). On applique alors l’exemple (5) precedant l’exercice E.142. 


Integration de formes differentielles. 
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Proposition 6.38 Soit M une variete C°° orientee, de dimension n > 1. II existe une 
unique forme lineaire f M : f i'f(M) —>• M telle que, pour toute carte orientee (U,tp) de M a 
valeurs dans M n ; et pour tout uj dans Q™(U), 





Preuve. Soient (Ui,ipi)i£i un atlas de cartes C°° oriente de M, et une partition de 

l’unite C°° subordonnee au recouvrement Comme pour tout uj dans F2”(M), on a 

uj = Yliei fi u °u fi u ^ on doit avoir par linearite 


Jm iel K 


[<Pi 1 )*(/i^) 


'pi (JJi) 


En particulier, ceci montre l’unicite. Cette formule permet aussi de definir une forme li- 
neaire f M . Le fait qu’elle verifie la propriety voulue decoule de la formule de changement 
de variables pour les ouverts de M n (voir le lemme 6.36). En effet, si uj € alors 



E/ (vdnM = E / 

ieI -UdUinu) ieI JtpQJiru) 


(<P 1 )*(/i^) = 






□ 


Remarques. (1) Cette forme lineaire f M depend de Fomentation de M. Si M est connexe, 
et si — M est la variete M munie de l’orientation differente, dite opposee, alors 




(2) Si U est un ouvert de M, muni de Forientation induite, alors, pour tout uj dans 
iVf(M). si le support de uj est contenu dans U, alors 



u\u ■ 


(3) Si (Mj)jg/ est une famille denombrable de varietes orientees C°°, et M = Uie/ 
la variete orientee somme disjointe, alors pour tout uj dans fl’f(M), le support de uj ne 
rencontre qu’un nombre fini de Mi, et 


/ " = £ 

Jm iei 


'Mi 


w | Mi 


(4) Si ip : M —» N est un C°°-diffeomorpliisme preservant Forientation entre varietes 
C°° orientees, alors, par unicite, pour tout uj dans Q™(N), on a la formule de changement 
de variable globale pour l’integration des formes differentielles 




uj . 
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(5) Pour tout borelien B de M , ou definit de meme la forme lineaire f B comme l’unique 
forme lineaire sur l’espace vectoriel des n-formes differentielles C°° dont l’intersection du 
support avec B est contenue dans un compact, telle que, pour toute telle forme differentielle 
cj et toute carte locale orientee (U, <p) telle que l’intersection du suppport de w avec B soit 
contenue dans un compact de U, on ait f B co = Lorsque U est un ouvert 

de M , on a f B cu = pour tout cu a support compact dans U. En particular, si 

u € fl”(M), alors B H >■ f B cu est une mesure de Radon (borelienne, reelle, reguliere) finie, 
positive si oj est une forme volume de la variete orientee M. 


(6) Une partie A d’une variete N de classe C 1 est dite de mesure nulle si pour toute 
carte locale (U, ip) de N a valeurs dans M n , la partie ^(Afl U ) est de mesure nulle. Comme 
les diffeomorphismes C 1 entre ouverts de M n preservent les ensembles de mesure nulle, il 
sufRt de le verifier pour une famille de cartes locales de N dont les domaines recouvrent A. 

Si A est une partie de mesure nulle d’une variete C°° orientee M, alors pour tout uo 
dans on a f A co = 0. 


(7) Si la variete K est munie de l’orientation usuelle, alors pour tous a < b et tout 
lo = / dt dans U 1 (M), on a 



Remarque. Si n = 0, on definit une orientation de M comme une application e : M —>• 
{±1}. L’integration sur une variete orientee de dimension 0, et d’orientation e : M —>• {±1}, 
est definie en posant, pour tout oj € 


/ UJ= Y1 e i x hi x ) 

xeM 


• Le theoreme de Stokes. 

On note M_ = ] — oo,0]. Soit M une variete C°° de dimension n > 1. 

Une partie N de M est un domaine a bord lisse ou domaine regulier (ou une sous-variete 
fermee C°° a bord, de codimension 0) si pour tout point x de M, il existe une carte locale 
(U, (p) de classe C°° de M en x a valeurs dans M n , telle que (p(UnN) = (K_ x l"" 1 ) rap(U). 

Un domaine a bord lisse de M est ferme dans M (car on demande la propriety ci- 
dessus pour tout point x de M, et pas seulement pour tout point x de N). La frontiere 
dN = N n C N de N dans M est aussi appelee le bord de N. Si x est un point de dN, alors 
le dessin a avoir en tete est le suivant : 
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Proposition 6.39 Soit M une variete C°° de dimension n > 1, et N un domaine a bord 
lisse de M. 

(1) Le bord dN de N est une sous-variete C°° de codimension 1 de M. 

(2) Si M est orientee et si n > 2, alors il existe une unique orientation sur dN telle 
que I’une des conditions equivalentes suivantes soit verifiee : 

(i) en posant pr : (x\,X 2 , • • •, x n ) i->- (x 2 , • • •, x n ), si (U, <p) est une carte locale orientee 
de M en x € dN a valeurs dans M n , telle que ip(U n N) = (M_ x M n_1 ) n <p(U), alors 
le couple (U H dN, pr o <p) est une carte locale orientee de dN ; 

(ii) pour tout x dans dN, si (v 2 , ■ ■ ■ ,v n ) est une base orientee de T x dN, et si v\ est un 
vecteur tangent enx a M pointant vers I’exterieur (i.e. v\ = c(0) ou c : ]— e, +e [ —> M 
de classe C°°, avec c(0) = x, c(0) ^ T X N et c(t ) ^ N sit > t)), alors (v\,V 2 , ■ ■ ■ ,v n ) 
est une base orientee de T X M. 


L’orientation de dN ci-dessus est appelee V orientation par la direction sortante (ou 
normale sortante). Sauf mention explicite du contraire, le bord de tout domaine a bord 
lisse d’une variete C°° orientee sera muni de cette orientation. 


Exemple : Nous le savions deja, mais la sphere § n et la surface compacte connexe, somme 
connexe de g > 0 tores T 2 , sont orientables, car frontieres de domaines reguliers. 


Remarque. Si M est orientee et si n = 1, alors la defini¬ 
tion (ii) a encore un sens : il existe une unique orientation 

sur la variete dN de dimension 0 telle que si (U, <p) est _ N 

une carte locale orientee de M en x € dN a valeurs dans c 

X G Oly 

M n (avec U suffisamment petit), alors la valeur en x de 
l’orientation de dN est, par definition, +1 si au voisinage 
de tp(x), l’image (p(UClN) est contenue dans ] — oo, ip{x) ]. 


M 

H-- 

x G dN 
e(x) = +1 


Preuve de la proposition 6.39. (1) Pour tout point x de dN, soit (U,ip) une carte 

locale de M en x a valeurs dans M n , telle que ip{U H N) = (M_ x R n_1 ) n ^p(U). Alors 
c p(U n dN) = ({0} X M n_1 ) n <p(U), ce qui montre le resultat (par la definition locale par 
redressement d’une sous-variete, voir le theoreme 2.5). 

(2) Ceci decoule du fait que si un automorphisme lineaire de M n preservant l’orientation, 
preserve un demi-espace, alors sa restriction au bord du demi-espace preserve l’orientation 
de ce demi-espace definie par le vecteur sortant du demi-espace. □ 


Pour motiver le resultat suivant, rappelons le theoreme fondamental de l’integration. 
Un intervalle compact N = [a, b] est un domaine a bord lisse de la variete orientee M = M 
de dimension n = 1. Une forme differentielle u de degre n — 1 = 0 sur M est une fonction 
w : t 4 uj(t) de classe C°° de M dans M, et sa differentielle exterieure du s’ecrit done 
u'{t) dt. Le theoreme fondamental de l’integration u'{t) dt = u{b) — u(a) s’ecrit done 


[ du= I 

Jn Jdl 


du = I i'u 
IN J dN 

Theoreme 6.40 (Formule de Stokes) Soit M une variete C°° orientee de dimension 
n > 1. Soit N un domaine a bord lisse de M, et i : dN —>• M I’inclusion. Pour toute 
(n — 1 )-forme differentielle u de classe C°° sur M dont l’intersection du support avec N 
est compacte, on a 

f i*u = [ du . 


Ion 


IN 
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Nous noterons J 9N uj = j 9N i*co par abus (uj est une (n— l)-forme differentielle). Puisque 
N est un borelien de M. le nombre J N duo a ete defini dans la remarque (5) precedente. 

Preuve. Supposons tout d’abord que M = M n et N = M_ x M n . Une (n — l)-forme 
differentielle uj s’ecrit uj = Y^= 1 (~l)* +1 /« dx\ A • • • A dxi A • • • A dx n . Done 


duj = Yl 
2—1 


—— dx i A • • • A dx r 

OXi 


En appliquant le theoreme de Fubini a l’integrale J N doj, on obtient 



r dh 

1-00 9xx 


dx i I dx2 ■■ ■ dx n + 


i -2 


i_ xK"" 2 



dx i...dxi... dx n 


Comme fk est a support compact en restriction a N, on a ^ dx* = 0 pour 2 < i < n, 

et f 0 ^ dx i = /i(0, X 2 ,.. •, x n ). Comme i*(dx i A • • • A dxi A • • • A dx n ) = 0 si i / 1 (car 
aq est constant sur dN), on a 


a; = 


'dN 


/ i* ( fi dx i A • • • A dxi A • • • A dx n I 

J{ OJx®"- 1 VS' / 

/ fi{0,x 2 ,...,x n ) dx 2 ...dx n = / dw 

JR"- 1 JAf 


Maintenant, soit uj comme dans l’enonce. Par compacite du support de cu dans IV, il 
existe un atlas de cartes C°° oriente (Uj, <Pj)j£i de M a valeurs dans M n , tel que 

tpj(Uj n n) = (m_ x r- 1 ) n <pj(Uj), 


et (fj)j£i une partition de l’unite C°° subordonnee au recouvrement (Uj)j£j, tels que la 
somme 

w 

jei 

n’ait qu’un nombre fini de termes non identiquement nuls sur N. 

Posons aj = (pj 1 )*(fj^\Uj): qui, prolongee par 0 en dehors de p>j(Uj), est une (to — 1)- 
forme differentielle C°° dans M' = M n , dont l’intersection du support avec N' = M_ xE n_1 
est compact. Notons que est un C°°-diffeomorphisme, preservant les orientations par 

les directions sortantes, de l’onvert dN n Uj de dN sur son ouvert image dans dN'. Notons 
que a.j est nulle au voisinage de tout point de dN' qui n’est pas dans tpj(dN n Uj) et que 
i*(fjij ) est a support dans dN n Uj. Done (avec l’abus de notation mentionne ci-dessus), 
par la formule de changement de variable globale, 

[ (■/» = [ a 3 ■ 

j dN Jon 1 

Comme p>j preserve l’orientation, et comme Lp* commute avec la differentielle, on a, par la 
formule de changement de variable globale, 


[ d(fjuj) = j 
Jn Jn> 


dexj . 


Par sommation, le resultat decoule done du cas particulier traite en premier. □ 
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Porisme 6.41 Soit M une variete C°° orientee de dimension n > 1. Pour tout u ; 
£7™ _1 (M) ; on a 



du = 0 . 


€ 


Preuve. La partie M de M est un domaine a bord lisse, dont le bord est vide. La formule 
de Stokes permet alors de conclure. □ 


Exemples. (1) Soit D un domaine a bord lisse, compact, de R 2 , U un ouvert de R 2 
contenant D et a = Pdx + Qdy une 1-forme differentielle C°° sur U. Alors la formule de 
Stokes donne 



Cette formule est connue sous le nom de formule de Green-Riemann. 


(2) Soit D un domaine a bord lisse, compact, de R 3 , U un ouvert de R 3 contenant D 
et u = dx A dy A dz. Si X est un champ de vecteurs C°° sur U, alors ijfW est une 2-forme 
differentielle C°° sur U, et 

d(ixw) = Cxu = (div X) ui 


par le paragraphe 6.1. Alors la formule de Stokes donne fg^ ixco = f D (div X) oj, c’est-a- 
dire, si X = P#: + Q J- + R-g-, 



A dz + Q dz A dx + R dx A 



dP_ dQ_ dR\ 
dx dy dy ) 


dx dy dz . 


Cette formule est connue sous le nom de formule de Gauss-Ostrogradski. 

Notons (•, •) le produit scalaire usuel sur R 3 . Soit N le champ de vecteurs unitaires 
normal sortant sur dD, etendu de n’importe quelle maniere C°° a R 3 , et j : dD —>• R 3 
l’inclusion. On appelle forme d’aire de dD la 2-forme differentielle sur dD definie par 


a = j*(ix(dx A dy /\ dz)) . 


On definit le flux du champ de vecteurs X a travers dD par 

Rux dD (X)= [ (X,N)a . 

JdD 

Comme u> est une 3-forme differentielle, elle est nulle en restriction a tout sous-espace 
vectoriel de dimension 2 de l’espace tangent en un point. En ecrivant le champ de vecteurs X 
le long de dD comme somme d’un champ de vecteurs (X, N)N colineaire au champ normal 
N et d’un champ de vecteurs tangent a dD, on obtient j*{ix{dx A dy A dz)) = {X , N)a. 
La formule d’Ostrogradski pour le champ de vecteurs X s’ecrit done 

fluxac(X) = / (div X) dx dy dz . 

J D 


(3) Soit S un domaine a bord lisse, compact, d’une surface plongee dans R 3 , et C 
le bord de S. Soit X un champ de vecteurs C°° sur (un voisinage ouvert de S dans) 
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M 3 , et X 1 - la 1-forme differentielle (sur ce voisinage) definie avant l’exercice E.138. Alors 
d(X^) = *rot a :{dx A dy A dz ) par cet exercice. La formule de Stokes donne done 

/ X 1 - = / i rotx {dx Ady A dz) . 

Jc Js 

Cette formule est connue sous le nom de formule d’Ampere-Stokes (le flux du rotationnel du 
champ magnetique a travers n’importe quelle surface plongee de bord C est independant 
de cette surface). 

• Regularity. 

Concluons cette partie par une remarque sur la regularity. Dans le lemme 6.36, on 
peut prendre u> de classe C°, et ip un C 1 -diffeomorphisme. Les definitions d’orientation des 
varietes sont valables en classe C 1 . La proposition 6.37 est vraie pour M de classe C 1 , la 
forme volume ui etant alors C°, et unique a multiplication pres par une fonction continue 
strictement positive. Les remarques (1), (2), (3), (4) suivant cette proposition sont valables 
en C 1 , et la remarque (5) en C 2 . La proposition 6.38 est verifiee avec M de classe C 1 , et les 
formes differentielles C°, ainsi que les remarques (1) a (6) qui suivent (en demandant une 
regularity C 1 pour ip dans (4)). La definition de domaine a bord lisse et la proposition 6.39 
sont valables en remplagant C°° par C 1 . La formule de Stokes est vraie au moins lorsque M 
et N sont C 2 , et lorsque oj est C 1 . Pour les formules de Green-Riemann et d’Ostrogradski, 
des hypotheses de regularity C 1 sur P, Q, R et C 1 par morceaux sur le domaine D suffisent. 

6.4 Cohomologie a support compact 

Soit M une variete C°° de dimension n > 0. 

La differentielle exterieure d preserve la sous-algebre (associative, mais pas unitaire si 
M est non compact) anticommutative, graduee D C (M) des formes differentielles a support 
compact dans M. Le noyau de 


d : n c (Af) -»• Q C (M) 

est note Z*(M) et son image B*(M). On pose Zf{M) = Z*(M) n D?(M) et Bf(M ) = 
B*(M) 0 Qc{M). Alors Z*(M) est une sous-algebre de D C (M), somme directe (en tant 
qu’espace vectoriel) des Zf(M) pour p dans N, et B*(M) est un ideal bilatere de Z*(M), 
somme directe (en tant qu’espace vectoriel) des B%(M) pour p dans N. 

Done 

H* C (M ) = Z*(M)/B*(M) 

est une algebre (associative, mais pas unitaire si M est non compact) anticommutative, 
graduee par 

H* c (M) = Q)HP(M), 

pe N 

ou 

Hf(M) = Zf(M)/BP(M) . 

L’algebre Hf(M) s’appelle I’algebre (ou parfois l’espace) de cohomologie de de Rham a 
support compact de M. et l’espace vectoriel reel Hf(M) le p-eme espace (ou parfois le 
p-eme groupe) de cohomologie de de Rham a support compact de M. 
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Comme Qc(M) = {0} si p > n ou p < 0, on a Hc(M ) = 0 si p > n ou p < 0. Comme 
d : Q~ 1 (M) —> Q®(M) est 1’application nulle, on a H° C (M) = Z°(M). 

Remarques. (1) Si M est compacte, alors £l c (M) = U(M), done H*(M) = 

(2) Si M est la variete somme disjointe M = ]jcomme une forme differentielle 
a support compact sur M ne rencontre qu’un nombre fini de composantes connexes de M, 
alors on a un isomorphisme naturel d’algebres graduees 

i£l 

et des isomorphismes naturels d’espaces vectoriels Hc(M) ~ He {Mi) (noter le sym- 

bole somme et non plus produit). 

(3) Une application constante non nulle est a support compact si et seulement si son 
domaine de definition est compact. Done, si 7 To !C M est l’ensemble des composantes connexes 
compactes de M, alors 

H° C (M) ~ lR (7ro ' cM) . 

(Si E est un ensemble, on ne confondra pas l’espace vectoriel produit et l’espace vectoriel 
somme des applications / : E —y R ne prenant une valeur non nulle qu’en un nombre 
fini d’elements de E : toutefois W E et coincident si E est fini.) 

En particular H®(M) = {0} si M est connexe non compacte. 

Rappelons (voir l’appendice A.l) qu’une application entre deux espaces topologiques 
localement compacts est propre si l’image reciproque de tout compact est compacte. 

Soient N une variete C°° et / : M —>• une application C°° propre. Comme le support 

de f*u est l’image reciproque par / du support de w, on a 

f*(n c (N)) C Q C (M) . 

Comme f* o d = d o f* , on a 

f*(Z*(N)) C Z*(M) et f*(B*(N)) C B*{M) . 

Done le morphisme d’algebres graduees f* : Q C (N) —>• Q C (M) induit un morphisme d’al¬ 
gebres graduees, encore note /*, entre les algebres de cohomologie de de Rham a support 
compact de IV et de M : 

f* : H*(N) —> H*(M) 

[«] ^ [/*«] • 

Comme pour les images reciproques des formes differentielles, on a id* = id, et si P est 
une variete C°° et g : N —>• P est une application C°° propre, alors 

(g°fT = r°g* ■ 

Done l’association Rc , a une variete M de l’algebre H*(M), et a une application / : 
M —>• N du morphisme f* : H*(N) —> H*(M) est un foncteur contravariant de la categorie 
des varietes C°° et des applications C°° propres, dans la categorie des algebres graduees 
(associatives, mais pas forcement unitaires) anticommutatives. En particulier, si / : M —>• 
N est un C°°-diffeomorphisme, alors f* : H*(N) —>• H*(M) est un isomorphisme d’algebres 
graduees, et 

if *)- 1 = (r 1 )* • 


259 


Porisme 6.42 Si deux varietes C°° sont C°° -diffeomorphes, alors leurs algebres graduees 
de cohomologie de de Rham a support compact sont isomorphes. □ 


• Invariance par homotopie. 

Soient M et N deux varietes C°°, et / et g deux applications C°° propres de M dans 
N. 

Les applications f et g sont dites proprement differentiablement homotopes s’il existe 
h : M xR —>• N, une homotopie C°° de / a g, qui est propre en restriction a M x [0,1]. La 
relation « etre proprement differentiablement homotopes » est une relation d’equivalence. 

Theoreme 6.43 Si f et g sont deux applications C°° proprement differentiablement ho¬ 
motopes, alors f* = g* : H*(N) —> H*(M). 

Comme dans la preuve du theoreme 6.14, ce resultat decoule de la proposition suivante. 
Notons f l K {M x M) la sous-algebre des formes differentielles sur Mxl dont la projection 
du support sur M est compacte. 

Proposition 6.44 II existe une application K : Q K (M x M) —>• Q C (M) lineaire, graduee de 
degre —1, i.e. X M)) C fl? l (M), telle que 

d o K + K o d = J{ - Jq . 

La preuve de ce resultat est analogue a celle de la proposition 6.15, en prenant U un 
ouvert relativement compact de M n et (Ui)i£i des ouverts relativement compacts de M. 

Le theoreme d’approximation 6.16 de fonctions continues par des applications C°° 
s’etend aux applications propres. 

Theoreme 6.45 (1) Toute application continue propre de M dans N est proprement ho¬ 
motope (au sens de I’appendice A.4) a une application C°° propre de M dans N. 

(2) Deux applications C°° propres de M dans N, qui sont proprement homotopes, sont 
proprement differentiablement homotopes. 

Preuve. Voir par exemple [God]. □ 

Soit / : M N une application continue propre. Si / : M —>• N est une application C°° 
propre, proprement homotope a /, alors 1’application / : H*(N) —>• H*(M) ne depend 

pas du choix de /, et sera notee 


f* : H*(N) ->• H*(M) . 

Si / et g sont deux applications continues propres, alors on a encore 

(9°f)* = r°g* • 

Ceci montre l’invariance topologique de l’algebre de cohomologie de de Rham : si deux 
varietes C°° sont homeomorphes, alors leurs algebres graduees de cohomologie de de Rham 
a support compact sont isomorphes. 

• Suite exacte de Mayer-Vietoris. 
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La restriction a un ouvert de son domaine d’une forme differentielle a support compact 
n’est pas forcement a support compact. Par contre, les formes differentielles a support 
compact peuvent s’etendre par 0 sur un ouvert contenant leur domaine. Ceci explique le 
changement de sens dans la suite exacte de Mayer-Vietoris a support compact ci-dessous 
par rapport a la suite de Mayer-Vietoris precedente. 

Soient M une variete C°°, et U,V deux ouverts de M recouvrant M. Notons alors 

ic ■ n c (u nv)^ n c (u), j_ c ■. n c (u nv)^ n c (v), * c : n c (u) -> n c {M) et Jc : n c (v) -»• 

f2 c (M) les applications d’extension par 0 des formes differentielles a support compact. 
Ces applications d’extension commutent avec les differentielles exterieures, done envoient 
formes fermees sur formes fermees, et formes exactes sur formes exactes. On note 

/: n c (u n v) -> n c (u) x n c (v) 

l’application uj i->- (i c uj,j c uj), et I* l’application H*(U n V) —>• H*(U) x H*(V) induite 
en cohomologie a support compact. On note 

j : n c (u) x n c (y) -> n c (M) 

l’application {uj,u)') i—>■ i c uo — j c uj 1 , et J* l’application H*(U) x H*(V) —> H*(M) induite 
en cohomologie a support compact. 

Theoreme 6.46 La suite 

o —■> n c (unv) -4 n c (u)xn c (v) ^ n c {M) —> o 

est une suite exacte courte de complexes de cochaines, qui induit une suite exacte longue 
d’espaces vectoriels reels, dite suite exacte de Mayer-Vietoris a support compact de M, 

... — -» Lf c fe_1 (M) H k c (U n V) A H k (U) x H k {V) A H k (M) -4 H k+1 {U n V) —> ... . 

Preuve. L’application lineaire I est injective, car i c l’est. On a Jol = 0, car i c °i c = jc°j c- 
Si {oj,oj') € Ll c (U) x n c (V) verifie J(oj,oj') = 0, alors u est nulle en dehors du support de 
uj ', oj' est nulle en dehors du support de w, et w = — oj' sur 1’intersection des supports de 
oj et de a/, qui est un compact de U 0 V. Done (w,u/) = I(uj") ou uj" est la restriction 
de uj = —uj’ sur U P\V. Enfin, l’application lineaire J est surjective, car si {(/?, -(/>} est une 
partition de l’unite C°° subordonnee au recouvrement {U, V} (voir la proposition 2.9), si 
uj € O c (M), alors (y>uj)\u € Ll c (U), (il>uj)\y € f2 c (V) et 

J((ipuo)\u, igpuj) |y) = ipuo + iIjuj = uj . 

La derniere assertion du theoreme decoule de la premiere, comme dans la preuve du 
theoreme 6.19. □ 

Le resultat suivant se demontre alors exactement comme le corollaire 6.21. 

Porisme 6.47 Soit M une variete C°° ; munie d’un recouvrement ouvert {U,V}. Si les 
espaces vectoriels H*(U), H*(V) et H*{U fib) sont de dimension finie, alors H*(M) est 
de dimension finie. □ 
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6.5 Dualite de Poincare 

Nous commengons cette partie par un cas particular du theoreme de dualite de Poin¬ 
care, qui sera utile pour sa preuve. 


Lemme 6.48 Pour tout n > 1, I’integration f Rn 
lineaire 


tf c n (M n ) ~ 


: Q™(R n ) —>• R induit un isomorphisme 
R 


defini par 


et on a 



H*(R n ) 


R si k = n 
0 sinon. 


Preuve. Cette application est bien definie par le corollaire 6.41. La linearite et la surjec- 
tivite sont immediates. Soit uj G 0™(M Tl ). Montrons que u est exacte si et seulement si 
f Rn oj = 0. Ceci implique que l’application [w] i-a f Rn ui est injective. 

Toute n-forme differentielle sur M n s’ecrit 


uj = f dx i A • • • A dx n . 


Toute (n — l)-forme differentielle sur M n s’ecrit 

n 

r] = 1 Y~ 1 fi dx i A • • • A dxi A • • • A dx n , 

i= 1 


et sa differentielle est 


dr/ 



dx i A • • • A dx n . 


II suffit done de montrer que pour tout / € C£°(M n ,M) telle que f Rn f dx\ ... dx n = 0, 
pour tout i, il existe fa € C^°(M Tl ,M) tels que / = ^” =1 fyL 

Pour cela, on raisonne par recurrence sur n. Si n = 1, il suffit de poser fa(x) = 
f-oo /W dt- qui est bien nulle an voisinage de ±oo. 

Supposons le resultat vrai pour n — 1. Posons 


g{x l, • • -,x n - 1 ) = 


f + OO 


f{x i, ■ • .,x n -i,t) dt 


Alors g € C£°(M n 1 ,R) et par le theoreme de Fubini, 9 dx\...dx n -\ = 0. Done 

par l’hypothese de recurrence, il existe g* € C£°(M n-1 ,M) tels que g = YH= i ThT- Soit 
p € C£°(M,R) tel que f R p = 1. Posons fa(x l7 ... ,x n -i,x n ) = g i {x 1 ,.. .,x n -i)p(x n ) pour 
l<i<n—let 


fn(x x n -i, x n ) = / (f(xi,...,x n -i,t)-g(xi,...,x n -i)p(t))dt. 
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On verifie que les /,; sont C°° a support compact sur M n , et que / = Y^= 1 La premiere 

affirmation du lemme 6.48 en decoule. 

Maintenant, le calcul de H£( R n ) est connu pour k < 0 et k > n. On peut done supposer 
1 < k < n — 1. On identifie M n (par la projection stereographique, par exemple) avec le 
complementaire dans la sphere § n du pole nord N. Alors les formes differentielles a support 
compact sur R n s’identifient avec les formes differentielles sur § n nulles au voisinage de N, 
ceci de maniere compatible avec les differentielles exterieures. Si ct € n^'(M ri ) est fermee, 
par le calcul des groupes de cohomologie de de Rham de § n , il existe une (k — l)-forme 
differentielle /3 sur § n , telle que d/5 = a. En particulier, d/5 = 0 au voisinage de N. Si k = 1, 
alors (5 est une fonction constante egale a c sur un voisinage de N, et a = d((5 — c), avec 
(5 — c une {k — l)-forme differentielle nulle sur un voisiange de N. Si k > 2, il existe done, 
sur un voisinage ouvert JJ de N homeomorphe a M n , une (k — 2)-forme differentielle 7 sur 
U telle que /3\u = d'y. A l’aide d’une fonction plateau, on construit une forme differentielle 
7 ' sur § n telle que j 1 et 7 coincident au voisinage de N. Alors f3 — d'y' est nulle au voisinage 
de l’infini, done definit un element de tel que a = d(/5 — d'y'). □ 

Soit M une variete C°° de dimension n > 1. Un recouvrement ouvert (Ui)i£j de M est 
dit a intersections cellulaires si pour toute partie J de I, l’intersection Uj est vide on 
homeomorphe a M n . 

Le resultat technique suivant sera bien utile. 

Proposition 6.49 Toute variete C°° compacte M admet au moins un recouvrement ouvert 
fini a intersections cellulaires. 

Preuve. Soit x 1 —> (•, -) x une application qui a un point x de M associe un produit scalaire 
sur T X M, telle que, pour tous les champs de vecteurs X, Y de classe C°° sur M, l’application 
x 1 —^ (X(x),Y(y)) x soit C°°. (Une telle application est une section C°° du fibre C°° des 
formes bilineaires symetriques sur les espaces tangents de M, que l’on construit comme le 
hbre des formes alternees sur les espaces tangents de M (voir le paragraphe 3.7), et qui de 
plus est definie positive sur chaque espace tangent). L’existence d’une telle application est 
immediate sur une carte locale, et par partition de l’unite, l’existence globale en decoule. 
Une autre maniere est de plonger M dans W n pour m assez grand (voir le theoreme 2.19) 
et de prendre pour (•, -) x la restriction a T X M du produit scalaire de M m . Nous noterons 
IMU = ( v,v) x la norme associee sur T X M. 

Pour toute courbe 7 : [0,1] —> M de classe C 1 par morceaux, posons 

^(7)=/ IIKOII y(t)dt- 

Jo 

Pour tous x, y dans M, notons d(x, y ) la borne inferieure des £( 7 ) pour 7 : [0,1] —>• M une 
courbe de classe C 1 par morceaux entre x et y. Alors d verifie l’inegalite triangulaire, et est 
symetrique. De plus, par continuite du produit scalaire, d ne s’annule que sur la diagonale 
d e M x M. Done d est une distance. 

Pour toute carte locale (U, <p) de M a valeurs dans M n , et tout dans U, si e > 0 est assez 
petit, alors, par convexite stride des boules d’un produit scalaire sur un espace vectoriel 
reel de dimension hnie, et par un argument de continuite, l’image <p(B(x, e)) est un convexe 
de M n . Comme l’intersection de convexes est un convexe, un argument de compacite permet 
alors de conclure. □ 
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Proposition 6.50 Soit M une variete C 00 , admettant un recouvrement ouvert fini a in¬ 
tersections cellulaires. Alors I’algebre de cohomologie de de Rharn de M est de dimension 
finie, et I’algebre de cohomologie de de Rham a support compact de M est de dimension 
finie. 

Preuve. Notons que l’algebre de cohomologie de de Rham de R n , qui est M, est de di¬ 
mension finie. Par recurrence sur le cardinal d’un tel recouvrement, la premiere assertion 
decoule du lemme 6.21. La meme preuve fournit la seconde assertion, en utilisant cette fois 
le lemme 6.48 qui implique que l’algebre de cohomologie de de Rham a support compact 
de M n est de dimension finie, ainsi que le corollaire 6.47. □ 

Par exemple, si M est compacte, alors les deux propositions precedentes impliquent 
que l’espace vectoriel reel H*(M) = H*(M) est de dimension finie. 

Rappelons que si E est un espace vectoriel reel, alors E* ou E designe le dual de E. 

Theoreme 6.51 (Dualite de Poincare) Soit M une variete orientee C°° de dimension 
n > 1, admettant un recouvrement ouvert fini a intersections cellulaires. Alors pour 0 < 
k < n, l’application 

Q k (M) -»• n n ~ k {Mf , 

definie par 



induit un isomorphisme d’espaces vectoriels 

V M ■ H k (M) Hf~ k (M)* . 

Preuve. Le fait que 1’application a H > j/3 i —> f M a A /3| induise une telle application Vm 
vient du fait que si a et fd sont fermees, alors la valeur de cette integrale est inchangee si 
on remplace a par a + da' et /3 par j3 + d(3' , par la formule de la differentielle exterieure 
du produit exterieur de deux formes differentielles, ainsi que par le corollaire 6.41 (car /3 
et j3' sont a support compacts) : 

f (a-\-da r )A(/3+d/3') = f oA/3+ f d(a'A((3+d/3')) ± f d((a+da')A/3 , )= f aA/3 . 
J M JM J M JM JM 

La linearite est immediate. 

Pour montrer que Vm est un isomorphisme, on raisonne par recurrence sur le cardinal 
p d’un recouvrement ouvert {Ui)\<i< p fini a intersections cellulaires. Si p = 1, le resultat 
decoule du lemme 6.48 (et de l’invariance par homeomorphismes de la cohomologie de de 
Rham). 

On pose U = U p , V = U± U • • • U U p -±. Ainsi {U, V} est un recouvrement ouvert de M, 
et U, V, UH V = \Jl = l(Ui 0 Up ) sont des varietes C°° orientees, admettant un recouvrement 
ouvert fini a intersections cellulaires, de cardinal inferieur ou egal ap-1. Considerons le 
diagramme suivant. 

H k ~ l {JJ) x H k ~ l {V) 

^ VuxVv 

H n-k+l(u)* x H?- k+ 1 (V)* 
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H k ~ l (U n V) 

i 'Punv 


H. 


n—k +1 


(unvy 


H. 


H k (M) 

~Pm 


(My 


n—k 


—> H k (U)xH k (V) —> H k (UnV) 

4 - VuxVv i 'Punv 

—> H?~ k (u)* x H™- k (vy —> H?- k (unvy 

Tous les espaces vectoriels sont de dimension finie par la proposition 6.50. La premiere 
ligne est la suite exacte de Mayer-Vietoris de M pour le recouvrement ouvert {U,V}. La 
seconde ligne est la suite duale de la suite exacte de Mayer-Vietoris a support compact 
de M pour le recouvrement ouvert {U,V}, ou l’on identifie de maniere usuelle E X F an 
dual de E x F, par l’application qui a (/, g) associe (x,y) H > f(x) + g(y). En particulier, 
t 5 est l’operateur dual de 5 : H™~ k (M) —> H™~ k+1 (U n V ). La seconde ligne est exacte, 
car prendre le dual preserve l’exactitude des suites d’espaces vectoriels. 

On verifie facilement que le diagramme est commutatif, sauf peut-etre la relation 

Vm o 5 = l 5 o Vunv , 


qui se montre ainsi. Par definition des operateurs <5 (voir la preuve de la proposition A.21 
de l’appendice A. 6 ), si 2 € H V), on a 5[z] = [x] ou x € Z k (M ) et il existe 

(y,y') € H fe_1 (c/) X n fc-1 (V) tels que y\ UnV - ^ UnV = z et {x\ v ,x\ v ) = {dy,dy'). De 

plus, si 7 G Z™~ k (M)i on a J[q] = [a] ou a € Z n ~ k+1 (U 0 V ) et il existe (/3,/3') € 
x tels que, on notant w" l’extension par 0 a un ouvert W, on ait 

/3 — /3 1 = 7 et (a u ,a^ ) = (d/3,d/3 / ). La relation de commutation cherchee decoule alors 

du calcul suivant, ou les notations sont les precedentes, et la troisieme egalite decoule de 
la formule de Stokes (plus precisement du corollaire 6.41) : 


/ z A a = y A a u — / y' A a v = / y A d/3 — / y A df3' = 

Junv Ju Jv Ju Jv 


[ dy A f3 — [ dy'AP'= I 

>U Jv J A 


= I xA/3 — / x A j3' = 

M Jm 


M 


x A 7 


Par recurrence, le theoreme decoule alors du lemme des cinq (voir l’exercice E.187 de 
’appendice A. 6 ). □ 


Porisme 6.52 Soit M une variete C°° de dimension n > 1, compacte et orientee. Alors 
pour 0 < k < n, l’application 


H k (M) -> H n ~ k (M)* 


definie par 



est un isomorphisme d’espaces vectoriels. 


Preuve. Ce resultat decoule du theoreme 6.51, par la proposition 6.49. 


□ 


Porisme 6.53 Soit M une variete C°° compacte orientable de dimension n > 1. Alors les 
espaces vectoriels reels H k (M ) et H n ~ k (M ) ont meme dimension. 

Si n est impair, alors la caracteristique d’Euler x(M) est nulle. 
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Preuve. La premiere assertion decoule du fait qu’un espace vectoriel et son dual ont la 
rrierne dimension. Si n = 2k + 1, alors 


2k+l 


Y (-1 y dim fP(M) = ^(-1)* (dim H\M) - dim H 


i=0 


i=0 




= 0 . □ 


Porisme 6.54 Si M est une variete C°° compacte connexe orientee de dimension n > 1, 
alors l’application 

H n (M) -► R 


definie par 


est un isomorphisme lineaire. 


M ^ 



UJ 


Preuve. En effet, H°(M ) = M, et on applique le corollaire precedent pour k = 0. □ 

Par exemple, si M est une surface compacte connexe, somrne connexe de g > 1 tores 
T 2 , alors H 2 (M) ~ M. 

Ce resultat 6.54 reste valable, en remplaqant H n (M ) par H™(M) lorsque M n’est pas 
supposee compacte (voir par exemple [God]). Dans le cas non orientable, le resultat change 
completement : 


Proposition 6.55 Si M est une variete C°° connexe non orientable de dimension n > 1, 
alors 


H?(M) = { 0 } • 


Preuve. Soit ir : M —>• M le revetement a deux feuillets d’orientation de M. et a : M — > 
M l’isomorphisme de revetements non trivial (voir l’exercice E.142). La variete M est 
orientable, connexe et a renverse l’orientation. 

Si uj € n™(M), alors u = ir*u) € D”(M) verifie a*uj = u. Done, en munissant M d’une 
orientation quelconque, 




u . 


Done f-^u: = 0 et u est exacte, par le corollaire precedent. Soit a € O” X (M) tel que 
uj = da. Alors l;{a + a*a) est une (n— l)-forme differentielle sur M, invariante par a, dont 
la differentielle coincide avec uj. Elle definit done une forme differentielle a sur M, telle 
que 7 T*a = a. Alors w = da, car 7r est un diffeomorphisme local, ce qui montre le resultat. 
□ 


Par consequent, si M est une variete C°° compacte connexe non orientable de dimension 
n > 1, alors 


H n (M) = {0} . 


• Cohomologie de de Rham des espaces projectifs reels. 
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Proposition 6.56 Soit n un element de N. Les espaces de cohomologie de de Rham de 
I’espace projectif reel P n (R) sont 


K R (PnW) 


M si k = 0, ou si k = n avec n impair 
0 sinon . 


En particulier, sa caracteristique d’Euler est 1 si n est pair, et 0 sinon. 


Preuve. Rappelons que Po(R) es t reduit a un point, que la variete Pi(R) est C°°-diffeo- 
morphe au cercle Si, et que P n (R) est connexe et de dimension n. De plus, si n > 1, alors 
P n (R) est orientable si et seulement si n est impair (voir l’exercice E.142 (3)), done le 
corollaire 6.54 et la proposition 6.55 donnent la valeur de H n { P n (R)). Nous pouvons done 
supposer n > 2 et 1 < k < n — 1. On raisonne par recurrence sur n. Supposons le resultat 
vrai pour n — 1 . 

On munit l’espace vectoriel R n+1 de ses coordonnees (xo,..., x n ), et on identifie R n avec 
l’hyperplan vectoriel d’equation xo = 0. Dans l’espace projectif reel P n (R), on considere le 
point x de coordonnees homogenes [1 : 0 : ... : 0], l’ouvert U = P n (R) — {x} et l’ouvert 
V = P n (R) — P n _i(M). Nous avons vu (voir le paragraphe 2.4.3) que V est C°°-diffeomorphe 
a R n (e’est le domaine d’une carte afhne d’hyperplan a l’infini P n _i(M)), done V a le meme 
type d’homotopie que le point. De plus, U se retracte par deformation forte sur P n _i(M), 
par l’homotopie ([xo : x\ : ... : x n ],t) >-)• [tx o : x± : ... : x n \, done a le meme type 
d’homotopie que P n _i(M). L’intersection U O V est C°°-diffeomorphe a M n — {0}, done a 
le meme type d’homotopie que la sphere S n _i. 

La suite exacte de Mayer-Vietoris 

-> H k ~\U nh)-> H k { P n (R)) -> H k (U) x H k (V) ->■ H k {U n V) ->• ... 

donne done des suites exactes 

H°{U)xH°(V) H°(UnV) -> H\ P n (R)) ^ H l { P n _r(R)) -> H\S n . i) -> H 2 {¥ n ( R)) , 

0 LT"- 1 (P n (R)) H n ~\ P n _r(R)) -> ^- 1 (S n _i) -> H n (F n (R)) -> 0 , 

et, pour 1 < k < n — 1 , 

0 ->• H k (F n ( R)) -> iL fc (P n _i(R)) -»• 0 . 

Comme l’application H°(U) x H°(V) —>■ H°(U n V) est surjective (voir la remarque (2) 
suivant la proposition 6.20), la premiere equation donne E[ 1 (F n ( R)) = 0 (en distinguant 
les cas n = 2 et n > 2). La seconde equation donne H n ~ 1 (F n ( R)) = 0 pour n > 2 
(en distinguant les cas n pair et n impair). Par recurrence, la derniere equation donne 
H k (F n ( R)) = 0 pour 1 < k < n — 1. Le resultat s’en deduit. □ 


6.6 Theorie du degre 

6.6.1 Degre d’une application entre varietes de meme dimension. 

Soient M et N deux varietes orientees C°° compactes de dimension n > 1, avec N 
connexe, et / : M —>• N une application continue. 
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Nous appellerons degre de /, et noterons deg /, le nombre reel r tel que, pour m r : 
M —>• M l’application de multiplication par r, le diagramme suivant soit commutatif : 


H n (N) -A H n (M) 

In ^ Am 

R R 


Ce nombre existe par linearite, et le fait que la fleche verticale de gauche soit un isomor- 
phisme par connexite de N, voir le corollaire 6.54. Done, par definition de /*, si g est une 
application C°° homotope a /, alors 

deg / 

pour tout c o € Ll n (N) tel que f N cj / 0. 

Remarques. Le degre des applications verifie les proprietes suivantes. 

(1) Le degre d’une application constante est nulle. Si / est constante, alors deg / = 0, 
car f* : H n (N ) —)• H n (M) est l’application nulle, puisque n > 1. 

Plus generalement, le degre d’une application continue non surjective f de M dans 
N est nul. En effet, soit lo une forme differentielle a support compact contenu dans le 
complementaire de l’image de /, telle que f N cu = 1 (qui existe, car ce complement air e est 
un ouvert non vide de N, car M est compacte). Soit g : M —>• N — Supp oj une application 
C°° homotope a /. Alors deg / = j M g*ui = 0. 

(2) Le degre depend en general de l’orientation des varietes M et N. Plus precisement, 
pour e dans {±1} et P une variete orientee C°°, notons eP la variete orientee P si e = +1, 
et la variete P ou chaque composante connexe de P est munie de l’orientation opposee si 
e = — 1. Soient e,e' dans {±1} et notons g 1’application / de la variete orientee eM dans 
la variete orientee e' N. Alors par construction 

deg g = e e' deg / . 

Par exemple, si / est un C°°-diffeomorphisme, alors deg / vaut 1 si / preserve l’orien¬ 
tation, par la formule de changement de variable globale, et done —1 sinon (car alors / 
preserve l’orientation de M dans la variete orientee opposee de N). 

En particular, comme l’antipodie —id de § n —>• § n renverse l’orientation si et seulement 
si n est pair, on en deduit que 

deg (-id : § n ->• S n ) = (-l) n_1 • 

Remarquons aussi que si N = M, alors le degre de / ne depend pas de l’orientation de 
M (a condition de prendre la meme a la source et au but!). 

(3) Le degre est additif pour les sommes disjointes a la source. Plus precisement, si 
M\., My c sont des varietes orientees C°° compactes de dimension n, en notant M' = 
LI \<i<k Mi variete orientee somme disjointe, alors pour toute application continue 
/ : M 7 —>■ N, on a 

k 

de g / = deg f\ M i ■ 

i=1 


Sm9*“ 

In u 
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En effet, si g : M —» N est une application C°° homotope a /, alors <]\Mi est C°° et 
homotope a /| M ., et pour tout u € Q n (N) tel que J N u = 1 , 

~ k . fc 

deg / = / g*uj = ^T (g\Mi)*u = V deg f\ M . . 

Jm' i=1 j Mi i=1 

(4) Le degre est invariant par homotopie. Plus precisement, si g : M —>• IV est une 
application continue, qui est homotope a /, alors 

deg g = deg f . 

Ceci decoule de l’invariance par homotopie de la cohomologie de de Rham. 

Par exemple, si M = N, alors l’application id : M —>• M, de degre 1, n’est pas homotope 
a une application continue non surjective (par exemple constante), qui est de degre 0 . 

Porisme 6.57 (Theoreme de non-peignage des spheres) Pour tout entier n > 1, 
tout champ de vecteurs continu sur la sphere §> 2 n possede au moins un zero. 

Preuve. Sinon, § 2 n possede un champ de vecteurs X continu de norme 1. L’application 
h : § 2 n x [ 0 , 1 ] —>• § 2 n definie par 

(x,t) i->- (cos 7 rt) x + (sin nt)X(x) 

est une homotopie entre les applications id et —id, qui sont de degre 1 et (—l ) 2n_1 respec- 
tivement, contradiction. □ 

(5) Le degre est invariant par cobordisme, au sens suivant : si M est la variete orientee 
frontiere d’un domaine a bord lisse D d’une variete C°° orientee P, si M est compacte, 
alors 

deg / = 0 . 

(Remarquons que M n’est pas forcement connexe, et qu’elle est orientee par la normale 
sortante). En effet, grace a une partition de l’unite, on prolonge une application g : M —>■ N 
de classe C°° et homotope a / en une application g' : P —> N de classe C°°. En notant 
i : M = dD —>• P l’inclusion, on a done g' o i = g. D’ou, pour tout oj € Q n (N), qui est en 
particular fermee, on a par le theoreme de Stokes, 

[ g*u= [ i*(g')*u = [ d((J)*u)= [ (g')*(du>) = 0. 

Jm Jm Jd Jd 

Par consequent, si M\, M 2 sont les deux composantes connexes de la frontiere d’un domaine 
D a bord lisse compact (orientees par la normale sortante) dans une variete C°°, si f\ : 
Mi —» N et f 2 : M 2 —>• N sont deux applications continues, alors 


deg fi = -deg f 2 • 
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La remarque (4) est un cas particulier de cette remarque, en prenant le domaine a bord 
lisse D = Mx[0,l] dans M x K, et en faisant attention que les orientations par la normale 
sortante des deux composantes de bord de D donnent des orientations opposees sur M 
identifie d’une part a M x {0}, de l’autre a M x {1}. 

(6) Le degre est multiplicatif pour la composition. Si P est une variete orientee C°° 
compacte connexe de dimension n > 1, et g : N —>• P une application continue, alors 

deg (go f) = (deg /)(deg g) . 

Ceci decoule immediatement du fait que (g o /)* = f* o g*, et que m rr > = m r < o m r . 

En particulier, si M = N et si g : M —x P est un homeomorphisme, alors 

deg (go fog- 1 ) = deg / . 


Donnons maintenant un moyen pratique de calculer le degre d’une application, ce qui 
montrera aussi que le degre est un nombre entier. 

Rappelons que l’orientation d’une variete definit une orientation de l’espace tangent 
en tout point (voir la partie 6.3). Pour tout point i de M tel que l’application lineaire 
T x f : T X M —X To x \N soit bijective (et il suffit, par egalite des dimensions, que / soit une 
immersion ou une submersion en x), appelons indice de f en x, et notons Ind(/, x), le 
nombre +1 si T x f preserve l’orientation, et —1 sinon. 

Theoreme 6.58 Soient M et N deux varietes orientees C°° compactes de dimension n > 
1, avec N connexe, et f \ Ai ^ N une application de classe C°°. Si y € N est une valeur 
reguliere de f, alors 

deg / = Ind (/> x ) • 

1 (y) 

Preuve. Si y est une valeur reguliere, alors F = f~ 1 (y ) est une sous-variete de dimension 
n — n = 0 de M, done est discrete, et comme M est compacte, la fibre F est finie. Pour 
tout x dans F , l’application / est une submersion en x, done T x f est bijective. Done le 
membre de droite est bien defini (et appartient a Z). 

Par le theoreme d’inversion locale et 
par finitude de F, il existe un voisinage 
ouvert connexe V de y, que nous suppo- 
serons contenu dans un domaine de carte 
de N, et, pour tout x dans F, un voisinage 
ouvert V x de x, avec les V x deux a deux dis¬ 
joints, tels que y x : V x V soit un C°°- 
diffeomorphisme pour tout x dans F. Soit 
u € Ll n (N ) a support contenu dans V telle 
que fjyCO = 1 , ce qui existe. Alors le sup¬ 
port de f*ou est contenu dans /^ 1 (P), qui 
est reunion disjointe des V x pour x dans 
F. 



y 

\s~*~ 
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Par le theoreme de changement de variable local 6.36, on a 





f*u 



oj = 


V Ind(/, x) Ind (/, x) . □ 

xgf Jv xeF 

Ce theoreme est utilisable a cause du theoreme de Sard, qui dit que l’ensemble des 
valeurs regulieres de / est dense dans N (voir le theoreme 2.21). Comme nous n’en avions 
pas donne de preuve, en voici une adaptee a notre cas (voir le theoreme 2.21 pour un 
enonce plus general). 

Proposition 6.59 (Theoreme de Sard) Soient M,N deux varietes C 1 de meme dimen¬ 
sion n > 1, et f : M —>• N une application C 1 . L’ensemble des valeurs regulieres de f est 
dense. 


Preuve. En utilisant des cartes locales, il suffit de montrer le resultat lorsque M = JJ 
est un ouvert de M n et N = M n . Nous allons montrer que, pour C l’ensemble des points 
critiques, l’ensemble f(C ) est de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue A, ce qui implique 
le resultat. Rappelons que la mesure de Lebesgue d’une boule de rayon r dans M n est cv n r n 
on uj n > 0 est une constante. 

Lemme 6.60 Pour tout compact K dans U, il existe 5 > 0 et e : [0, <5] —» [0,+oo[ telle 
que linij^o e (t) = 0, et, pour tons x,y dans K tels que ||x — y\\ < 5, 

II f(y) ~ /(*) - D fx(y ~ x)\\ < e(||x - y||)||s - 2/|| . 

Preuve. On a f(y) - f(x) = Df x+t{y _ x) (y - x ), done 

11/(2/) - fix) - Df x (y - x)|| < || f iDf x+t{ y_ x) {y - x) - Df x {y - x))dt\\ 

J 0 

< / \\\Df x+t (y- x ) - Df x \\\dt\\x-y\\ . 

Jo 

D’ou le resultat par uniforme continuite de Df sur K. □ 

Il suffit de montrer que f{C 0 B ) est de mesure nulle, pour tout cube B de W 1 . Si 
x € C, alors Df x n’est pas surjective, done son image est contenue dans (au moins) un 
hyperplan H x de M n . Soit r > 0 et y € U tel que ||y — x|| < r. 

Par le lemme, d{f(y),f(x ) + H x ) < re(r). Si K = max ieB |||T>/x|||, alors ||/(y) - 
/(x)|| < Kr, done f(B{x, r)) est contenue dans le cylindre de base (f(x)+H x )r\B(f(x),Kr) 
et de hauteur 2re(r). Ce cylindre est de mesure 2re(r) x u n -i{Kr) n ~ l . Si a est la longueur 
d’une arete du cube B, alors B est reunion de k n cubes de longueurs d’arete a/k. Chacun 
de ces cubes rencontrant C est contenu dans une boule B(x,2ay/n/k) ou x € C. Done 

A(/(CCB)) < 2k n K n ~ 1 u n - 1 (2aVfi/k) n e(2aVfi/k) . 

D’ou le resultat en faisant tendre k vers +00. □ 
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Porisme 6.61 (1) Le degre de f est un element de Z. 

(2) Le cardinal d’une fibre reguliere est constant modulo 2. 

(3) Si le degre de f est non nul, alors f est surjective. 

En particulier, si f est homotope a une application non surjective, alors deg / = 0. 

(4) Si f : M n —>• est une application C°° qui vaut I’identite au voisinage de I’infini 

(i.e. en dehors d’un compact), alors f est surjective. 

(5) Si f est un revetement a n feuillets preservant l’orientation, alors 

deg / = n . 

Preuve. Par le theoreme de Sard, l’application / admet au moins une valeur reguliere. 
L’assertion (1) est alors immediate a partir du theoreme 6.58. Celui-ci montre aussi que si 
deg / est non nul, alors l’image reciproque f~ 1 (y ) de toute valeur reguliere de / est non 
vide. Or tout element de N qui n’est pas dans l’image de / est une valeur reguliere de /, 
done l’assertion (3) en decoule. 

L’assertion (2) est immediate, car deg / = Card f~ 1 (y) mod 2 pour toute valeur 
reguliere y, puisque 1 = — 1 mod 2. 

En identifiant M n avec le complementaire d’un point dans S n (par projection stereogra- 
phique), on prolonge / en une application g : § n —>• 8 n de classe C°°, valant l’identite au 
voisinage d’un point. Done le theoreme 6.58 applique en ce point (qui est regulier) montre 
que le degre de g vaut 1, done est non nul. Par consequent g est surjective par (3), done / 
est surjective, ce qui montre (4). 

La derniere assertion decoule du fait que pour tout y dans N, le point y est une valeur 
reguliere de /, d’image reciproque de cardinal n, en tout point de laquelle l’application tan- 
gente de / preserve l’orientation, par definition d’un C°°-diffeomorphisme local preservant 
l’orientation. □ 

En particulier, pour tout n dans Z, l’application / : §i —>• §i definie par 2 = e ld 1 —> 
z 11 = e in9 est de degre n. 

Exercice E.143 Soit f € C(X) une fraction rationnelle a coefficients complexes, et Z 
Vensemble (fini) des ses poles. Nous identifions C au domaine d’une carte affine de Pi(C) 
(voir partie 2-4-3), et nous notons 00 le point complementaire. 

(1) Montrer que f : C — Z —>• C s’etend en une application holomorphe, done C°° ; de 
Pi(C) dans Pi(C), encore notee f. 

(2) Montrer que si f est un polyndme non nul de degre d, alors 

deg f = d . 

(II n’y a done pas de conflit notationnel. La condition de non nullite de f est necessaire, 
car le degre d’une application constante est nul, alors que le degre du polyndme nul est 
— 00 .) 

(3) Montrer que si f = P/Q avec P,Q deux polyndmes non nuls premiers entre eux, 
alors 

deg / = [C(X) : <C(/)] = max{deg P, deg Q} , 
ou [C(X) : C(/)] est le degre de I’extension C(X) du sous-corps C(/) engendre par f. 
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6.6.2 Indice d’un champ de vecteurs en un zero isole. 

Soient U un ouvert de oil n > 2, et X € T(TU) = C°°(U, M n ) un champ de vecteurs 
C°° sur U. Si x € U est un zero isole de X, definissons 1 ’indice du champ de vecteurs X 
en x comme le degre de l’application de § n _i dans § n _i (orientee par la normale sortante 
de la boule) definie par 

X(x + ev) 

||X(s + e«)|| 

pour tout e > 0 suffisamment petit (ce qui, par invariance du degre par homotopie, ne 
depend pas d’un tel e). 

Soient M une variete C°° de dimension n > 2, et X € T(TM ) un champ de vecteurs 
C°° sur M. Si x € M est un zero isole de X, et si (U, ip) est une carte locale de M en 
x, definissons Vindice du champ de vecteurs X en x, que nous noterons Ind(X, x), comme 
l’indice en ip(x ) du champ de vecteurs X In dans cette carte, c’est-a-dire du champ de 
vecteurs {ip~ l )*X sur l’ouvert tp(U). Ceci ne depend pas de la carte locale, par la remarque 
(6) precedente. 



puits 
Ind = 1 



Ind = 1 — k 


Nous renvoyons par exemple a [Spi] pour une preuve du theoreme remarquable suivant. 


Theoreme 6.62 (Theoreme de Poincare-Hopf) Soient M une variete C°° compacte 
de dimension n>2, et X £ Y(TM ) un champ de vecteurs C°° sur M, dont Vensemble des 
zeros Z est fini. Alors 

x (M) = Y j Ind(X,x). □ 

x£ Z 


Par exemple, on retrouve fa- 
cilement, en consider ant le champ 
de vecteurs gradient d’une fonction 
hauteur sur une surface compacte 
connexe orientable de genre g, que 
sa caracteristique d’Euler est 2 — 2 g, 
car le champ de vecteurs ci-contre 
possede 2g+2 zeros, dont un puits et 
une source, d’indice +1, et 2 g selles 
a quatre branches, d’indice —1. 
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Ce resultat montre de nouveau que pour tout entier n > 1, tout champ de vecteurs C°° 
sur la sphere 82n possede au moins un zero, car la caracteristique d’Euler de §2 n vaut 2, 
qui est non nul. 

Plus generalement, si x(M) es t 11011 nul, alors il n’existe pas de champ de vecteurs ne 
s’annulant pas sur M. Par exemple, parmi les surfaces compactes connexes orientables C°°, 
seul le tore est de caracteristique d’Euler non nulle, et il admet un champ de vecteurs ne 
s’annulant pas, comme on peut le voir en prenant pour le tore le quotient de M 2 3 par son 
sous-groupe discret Z 2 , et pour le champ de vecteurs, le champ de vecteurs quotient du 
champ de vecteurs 

6.6.3 Nombre d’enlacement. 

Soient M et N des sous-varietes C°° orientees compactes disjointes, de dimension p et 
q respectivement, dans M n+1 , avec p,q > 1 et p + q = n. On appelle nombre d’enlacement 
de N et M dans M n , et on note £k(M,N), le degre de l’application i/jm,n de la variete 
orientee produit M x N dans la variete orientee § n (par la normale sortante de la boule), 
definie par 

ipM,N ■ (x, y) —^ 7 - . 



Remarque. Le nombre d’enlacement verifie les proprietes suivantes : 

(1) Il est additif par somme disjointe en M et en N : si M est la somme disjointe 
orientee de M \,..., M r et N est la somme disjointe orientee de N ±,..., N s , alors la variete 
orientee produit M X N est la somme disjointe orientee des varietes orientees produits 
Mi x Nj, done par l’additivite par somme connexe du degre, on a 

£k (M,N)= ik(Mi,Nj). 

l<i<r, l<j<s 


(2) Il depend en general de l’orientation de chaque composante connexe de M et de N. 
Avec les notations vues ci-dessus, 

ik (eM, e'N) = ee'lk (M, N) . 

(3) Il est antisymetrique en M et N : 

£k(N,M) = (-l) (p+1)(9+1) .£k(M,A0 . 
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En particulier, si p ou q est impair, alors £k(N, M) = lk(M,N). 

En effet, si a : (x,y) i—?> (y,x) est l’application d’echange de M X N dans N X M, alors 
son degre est (— l) pq et le diagramme suivant commute : 


MxN 

a 4 * 

N x M 


> Pm 


i>N,M 


I- 


id 


Comme l’antipodie de § n est de degre (—l) n+1 , le resultat decoule alors de la remarque 
(5) precedente. 

(4) S’il existe un hyperplan affine separant M de N, alors 


£k(M, N) = 0 . 


En effet, l’application ipM,N n’est alors pas surjective. 

La reciproque est fausse, par 
exemple, dans Ventrelac de White- 
head ci-contre, le nombre d’enlace- 
ment des deux noeuds M et N est 
nul, mais on ne peut pas disjoindre 
l’un de l’autre. 

(5) Le nombre d’enlacement est invariant par isotopie. Plus precisement, s’il existe des 
applications continues / : M x [0,1] —» M n et g : N X [0,1] —>• M n telles que, en notant 
ft '■ M —>• M n l’application definie par ft(x) = f(x,t ) et gt : N —> M n l’application deffirie 
par gt(x) = g(x,t), les applications /o, go, fi, gi soient des plongements C°°, et que pour 
tout t, les images de ft et de gt soient disjointes, alors 

£k(f 0 (M),g 0 (N)) =ek(f 1 (M),g 1 (N)) . 



En effet, l’application 


(x,y,t) ^ 


ft(x) - g t (y) 
\\ft{x) -g t (y)\\ 


est bien definie, et continue. C’est une homotopie entre les applications 


(x,y) ^ 


fo(x) - go{y) 
\\fo(x) - go(y)\\ 


et 


(x,y) ^ 


fi(x) - gi(y) 
\\fi(x) - gi(y)\\ ' 


Ces applications ont done meme degre. 

(6) Supposons que p = q = 1. Done n + 1 = 3, et M et N sont deux sous-varietes C°° 
compactes orientees de dimension 1 dans R 3 . Une telle sous-variete est appelee un entrelac 
oriente, ou nceud oriente si elle est connexe. Parmi les tres nombreuses references sur les 
noeuds et entrelacs, nous recommendons [Rol] (voir aussi [BZ, KRT], et pour avoir une 
idee des nombreux problemes de recherche actuels, dont certains sont plus profonds que 
d’autres, voir par exemple les actes de conferences [Kaw, GJK]). 
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Noeud de trefle 


Noeud de huit 


Entrelac borromeen 


Donnons pour finir quelques formules de calcul du nombre d’enlacement de deux en- 
trelacs orientes M et N. 

(i) Pour tout (x, y) € M x N, notons 

v x le vecteur tangent unitaire oriente de 
Me n x et w y le vecteur tangent unitaire 
oriente de N en y. Alors (x, y ) est un 
point regulier pour ipM,N si et seulement 
si (i’M,N(x,y),v x ,w y ) est une base de 
M 3 , et preserve l’orientation d’un 

voisinage d’un point regulier {x, y) dans 
§1 x §1 dans un voisinage de ipM,N{x,y) 
dans S 2 (et done le diffeomorphisme lo¬ 
cal ip m,n en (x,y) est d’indice +1) si et 
seulement si cette base est directe. Par 
exemple, dans le dessin ci-contre, cette 
base n’est pas directe, et ipM,N renverse 
l’orientation au voisinage de (x, y) (at¬ 
tention au signe dans y — x !). 

Done, par le theoreme 6.58, pour toute valeur reguliere u de ipM,N dans § 2 > on a 

£k(M,N) = efay) , 

on e{x,y) est le signe du determinant de u,v x ,w y . 

(ii) Soit T> une direction de droite orientee de M 3 , ne contenant pas de droite tangente a 
MUN, ni de droite passant par trois points deMUiV, ni de droite D passant par un point 
x de M U N et un point y de M U N telle que les plans D ® T X (M U N) et D © T y {M U N) 
soient confondus. Alors la projection orthogonale it : M 3 —>• P sur le plan vectoriel P 
orthogonal a V est une immersion en restriction en M L) N, les points multiples de son 
image sont doubles, et les deux tangentes en un point double de l’image sont distinctes. De 
plus, l’orientation de T> permet de donner un sens aux expressions « passer au-dessous » 
ou « passer en-dessus » au voisinage d’un point double. Le plan P est muni de l’orientation 
qui, suivie de l’orientation de T>, donne l’orientation de M 3 . 
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M 



N 

+1 


N 

-1 


Pour tout point double a ou M passe au-dessous de N, posons e a = +1 si l’orientation 
de n(N) en a suivie de l’orientation de 7r(M) en a coincide avec l’orientation de P en a , 
et — 1 sinon (voir figure precedente). Soit Z l’ensemble des points doubles de ir(M U N) ou 
M passe en-dessous de N. 


Proposition 6.63 

£k(M,N) = ^ ■ 

a£Z 

Preuve. La preuve decoule de la formule du point (i) ci-dessus, en prenant pour point u de 
§2 le point defini par la direction orientee T>, qui est bien une valeur reguliere pour 
dont la preimage par tpM,N est formee des points (x, y) de M X N tels que a = ir(x) = ir(y) 
soit un point double de ir(M U N) ou M passe en-dessous de N, et e a = e(x,y). □ 

(iii) Nous terminons par une tres jolie formule integrale. 


Proposition 6.64 (Formule de Gauss) Si M et N sont deux nceuds orientes disjoints 
dans M 3 , alors pour a : M/oM —> M et (3 : M/MR —>• N des diffeomorphismes preservant 
Vorientation, qui sont des parametrages par longueur d’arc, 


£k (M, N) 


J_ r f b det(a(s) - /3(t),a(s),/3(t)) ^ 

dvrio J 0 ||a( S )-/3(t)||3 


Preuve. Si 6, ip sont les angles de latitude et de longitude sur § 2 ; alors cj = sin# dOdp 
est une forme d’aire normalisee (c’est-a-dire une forme volume de § 2 ) definissant l’orien¬ 
tation de § 2 ) d’integrale 1 sur § 2 ) invariante par rotations). Elle est proportionelle par un 
coefficient positif a la 2-forme x dy Adz — y dz f\dx + z dx A dy. 

Un petit calcul montre que le membre de droite de l’equation (appele integrale de 
Gauss ) vaut f s xS (iPm,n)*w, qui, comme ui est d’integrale 1, coincide avec le nombre 
d’enlacement £k(Af. N ) par la definition de celui-ci comme degre de 1’application iI>m,n- 
D’ou le resultat. □ 


6.7 Autres exercices 

Exercice E.144 (1) Soit ui la n — 1-forme differentielle sur M n donnee par 

n 

uj = ^^(—1 Y~ 1 Xi dx i A ... dxi ... A dx n . 

2—1 

Calculer du. 

(2) Soit A : M n —>• M n une application lineaire. Que vaut A*u? 
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Exercice E.145 (Plongement de Pliicker) Soient E un espace vectoriel reel de di¬ 
mension n et (ei,...,e n ) une base de l’espace vectoriel dual E*. Pour chaque m-uplet 
I = (ii,..., i m ) avec 1 < i\ < ■ ■ ■ < i m < n, notons ej la forme m-lineaire alternee 
ejj A ■ ■ ■ A ej m . Si W est un sous-espace de E* de dimension met x m une base de 

W, alors la forme m-lineaire alternee x\ A • • • /\x m s’ecrit ^ a/e/ pour certains coefficients 
clj € R. 

(1) Montrer que, a une constante multiplicative globale pres, les coefficients (a/)/ ne 
dependent pas du choix de la base de W et definissent une application injective de 
l’ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension m de E* dans l’espace projectif 

P N (R), ouN=( ™ - 1. 

Les coefficients aj s’appellent les coordonnees de Pliicker de W. 

(2) Montrer que les coordonnees de Pliicker determinent un plongement C°° de la variete 
grassmanienne Q m (E*) dans Ptv(M). 

Ce plongement s’appelle le plongement de Pliicker de Q m (E*) dans Pjv(M). 

(3) Montrer qu’une forme bilineaire alternee u sur M 4 s’ecrit sous la forme x\ A X 2 avec 
xi,X 2 formes lineaires independantes sur M 4 , si et seulement si w ^ 0 et u A ui = 0. 

(4) En parametrant l’image de ^ 2 (® 4 ) P ar le plongement de Pliicker, montrer que C/ 2 (^ 4 ) 
est diffeomorphe au quotient de §2 X §2 P ar 1’act ion de Z/2Z donnee par (x,y) (->• 
(—x,—y). Pour uj = Yli<j a i,j e * ^ e j ^ A 2 (M 4 )*, on pourra poser x\ = a /2 + 034 , 
X2 = 023 + a/4, X3 = 031 + 024, yi = ai2 — 034, 2/2 = a23 — 044, 2/3 = 031 — 024- 


Exercice E.146 Soit c 0 une forme bilineaire alternee sur R 4 . On notera dxi la forme 
lineaire sur R 4 donnee par dxi(x\, X2, X3, X4) = x. L . 

(1) Prouver qu’il existe T € SO(4) et A, p, € R tels que T*u = Xdx\ A dx 2 + fJ-dx 3 A dx 4 . 

( 2 ) Calculer w Aw en fonction de A et fj,. 

(3) Si on suppose que |A| est different de \fi\, determiner le sous-groupe des elements T 
de SO(4) tels que T*(uj) = u. 

Exercice E.147 Soit / : ] 0, +oo[ xR —>• R 2 — {0} l’application de classe C°° definie par 
(p,0) h -> (x = p cos 9,y = / 9 sin 0 ). Montrer que 

/ xdy - ydx \ = ^ 

\ x z + y z J 


Exercice E.148 Soit M une variete C°° de dimension n. Montrer que si M est paralleli- 
sable, alors le fibre des formes alternees sur M est trivialisable. En deduire que si M est 
parallelisable, alors il existe un isomorphisme d’algebres graduees Q(M) ~ C°°(M, A*R n ). 
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Exercice E.149 (Forme de Liouville) (1) Considerons dans M 2n la 2-forme lineaire 
alternee uq definie par uq = a\dx\ A dx 2 + 02 ^X 3 A dx 4 + ... + a n dx 2 n-i A dx 2 n ou 
(ai, ..., a n ) € M n . Calculer le produit exterieur de n exemplaires de uq. 

(2) Soit E = M n , et F = E x E* (qu’on peut identifier a M 2n ). On definit une 1-forme 
differentielle sur F par u(q,p).(u,v) = ( p,u ). Montrer que sa differentielle est donnee par 
du{q,p).((u\, tq), (u 2 , V 2 )) = (vi,U 2 ) — (v 2 ,ui). Que pensez-vous de la notation classique 
du = dp A dq? 

(3) Soient M une variete de dimension n, et n : T*M —>• M la projection canonique. On 
definit une 1-forme differentielle u, appelee 1-forme de Liouville, sur T*M par u x (X) = 
(x,T x tt(X)) pour x € T*M et X £ T X (T*M). Verifier que cette definition a un sens, puis 
montrer que le produit exterieur de n exemplaires de dco est une forme volume. 


Exercice E.150 Soit u une 1-forme differentielle ne s’annulant pas sur une variete M. 
Montrer qu’il existe une 1-forme 6 sur M telle que du = 9 Au si et seulement si du Aw = 0. 
Que se passe-t-il si u admet des zeros ? 


Exercice E.151 (1) Soit u une 1-forme differentielle sur une variete M de dimension n. 
Montrer que pour tous les champs de vecteurs X et Y, on a 

du{X, Y) = X ■ u {Y) - Y ■ u (X) - u{[X, Y}) (*) 

ou X ■ g designe la derivation de la fonction g suivant la direction X (parfois notee egalement 
X(g) ou L x {g ))• 

(2) Soient X\ et X 2 deux champs de vecteurs sur une variete M de dimension 2, 
lineairement independants en tout point de M. Supposons que aq et «2 soient deux 1- 
formes differentielles sur M telles qu’en chaque point x de M les bases (ai(x), 0 : 2 ( 2 :)) et 
{X\(x), X 2 (x)) soient duales. Si les fonctions f et g sont definies par l’egalite [X\,X 2 ] = 
fX 1 + gX 2 , montrer que l’on a : 

da\ = (—/) aq A 0 : 2 , dct2 = (— g ) a\ A 02 - 

(3) Soient X \,..., X n n champs de vecteurs sur une variete M de dimension n, lineai¬ 
rement independants en tout point de M. Supposons que aq,...a: n soient des 1-formes 
differentielles sur M telles qu’en chaque point x de M les bases (aq(x),..., a n (x)) et 
(Xi(x),... X n (x)) soient duales. Definissons les fonctions par les egalites [Xj t , X 3 ] = 

(YXy ; . Montrer que l’on a : 


dak = — ^2 c ij a i ^ a j ■ 
i<j 


Exercice E.152 (1) Soit P un champ de A:-plans de classe C°° dans une variete M de 
dimension n de classe C°°. On note X l’ideal de Ll(M) engendre par les formes differentielles 
de degre 1 qui s’annulent sur P. Montrer que le champ P est integrable si et seulement 
si I est stable par la differentielle exterieure. On pourra utiliser l’enonce du theoreme de 
Frobenius 4.11 sur les champs de vecteurs et la formule (*) de l’exercice E.151. 
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( 2 ) Soient aq ,... ,ct n -k des formes differentielles de degre 1 sur M, lineairement inde- 
pendantes en tout point. Posons P(x) = C\%=i ker(aj(x)), et oj = aq A ... A a^- Montrer 
que le champ de fc-plans P est integrable si et seulement s’il existe au voisinage de tout x 
une fonction / de classe C°° non nulle en x telle que d(fuj) = 0. Existe-t-il necessairement 
une telle fonction globalement ? 


Exercice E.153 Montrer que toute variete C°° admettant un atlas de cartes forme d’une 
ou deux cartes de domaines connexes et a intersections connexes est orientable. 


Exercice E.154 Soit M une variete de classe C 2 . Montrer que TM est orientable. 


Exercice E.155 Soit oj une p- forme differentielle sur un voisinage de 0 dans M n , avec 
0 < p < n— 1. Soient v \,..., v p +\ des vecteurs de M n lineairement independants. Pour tout 
e > 0 , notons 


P e = {tiv\ H-b t p+ iVp+i : 0 < ti < e pour 1 <i <p+l}. 


Le pave P e n’est pas une variete a bord au sens du cours (il a des coins), mais on admettra 
que la formule de Stokes s’applique quand meme. Calculer 


1 


lim , , 

e—>0 eP +l 



OJ . 


Exercice E.156 Soit 7 : M —>• M 3 , t ^ (t,cost,sint). Quelle est l’algebre de cohomologie 
de de Rham de l’ouvert M 3 — q(M) ? 


Exercice E.157 (1) Soit U un ouvert de R n . Montrer que H*{R x U) et H*(U ) sont 
isomor phes. 

( 2 ) Soit A une partie fermee de M n , incluse strictement dans M n . On la plonge dans 
M n+1 par x 1 —^ (aqO). Montrer que 

1. HP + 1 (R n+1 - A) ~ HP(R n - A) pour p > 1, 

2 . H 1 (R n+1 - A) ~ H°(R n - A)/R, 

3. H°(R n+1 - A) ~ M. 

(3) Soit V un sous-espace affine de M n . Que vaut H*( M n — V) ? 

(4) Soient k > 2 et Li,...,14 des sous-espaces affines deux a deux disjoints de M n . 
Calculer l’algebre de cohomologie H*(R n — {V\ U • • • U 14))- 

(5) Soient S une sphere et V un sous-espace affine strict de M n . Calculer 

H*(R n - (VnS)) . 
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Exercice E.158 (Invariant de Hopf) Soit n > 1. On considere les spheres orientees § n 
et § 2 n —1 ■ Soit / : § 2 n-i —> une application C°°. 

(1) Soit oj une forme volume sur § n telle que L oj = 1. Montrer qu’il existe une 
{n — l)-forme differentielle /3 sur § 2 n-i telle que f*oj = d(3. 

(2) Montrer que le nombre reel /3 A d/3 ne depend pas du choix de f3. On peut 

done le noter H(f, oj). 

(3) Montrer que H(f,uj) est en fait independant de oj. C’est I’invariant de Hopf de f, 
que l’on note H(f). 

(4) Si / est une application constante, que vaut H(f )? Si / : §3 = {(z,w) € C 2 : 
\z\ 2 + |u >| 2 = 1} —>• S 2 = C l’application definie par f(z, w ) = z/w si w / 0 et f(z, 0) = 00. 
Que vaut H (/) ? 


Exercice E.159 (Mesure de Haar) Soit U = GL n (M) vu comme ouvert de A4 n (M) = 
M n . On definit une forme volume oj sur U par ui(A) = °u uq est la forme volume 

standard sur W 1 . Montrer que, pour tout g € GL n (K), on a L*oj = R*u = oj. Montrer 
de plus que toute forme volume sur GL n (M) verifiant cette propriete est multiple de oj. La 
mesure definie par cette forme volume est appelee la mesure de Haar de GL n (M). 


Exercice E.160 (1) Soient M une variete C°° compacte de dimension n > 1 et P un 
point de M. Notons j : M — {P} —>• M le morphisme d’inclusion et 

j* ■ Hl(M - { P }) -)■ H\M) 

l’application qui envoie la classe de cohomologie d’une forme fermee oj € Q l c (M — {P}) 
vers celle de son prolongement nul en P. En quels degres les applications j* sont-elles des 
isomorphismes ? 

(2) Montrer que le complementaire d’un point dans le tore T 2 et le complementaire 
de deux points dans M 2 ont des groupes de cohomologie de de Rham a support compact 
isomorphes. Ces deux varietes sont-elles diffeomorphes ? 


Exercice E.161 (Cohomologie de nilvarietes) Soient n un element de N et M une 
variete C°°. On note fi(M) l’algebre des formes differentielles C°° sur M. 


A (1) Montrer que, pour tous les champs de vecteurs X , Y de classe C°° sur M, on a 


,’egalite suivante entre applications de f2(M) dans f l(M) 


fx,Y] = £x 0 'W — iy 0 £x ■ 

(On commencera par montrer que cette egalite est verihee sur les differentielles de fonc- 
tions.) 

(2) Soit a une 1-forme differentielle C°° sur M ne s’annulant pas. On note A x le noyau 
de la forme lineaire a x : T X M —>• M. Montrer que l’application x 1 —> A x est un champ 
d’hyperplans C°° sur M. Montrer que ce champ d’hyperplans est integrable si et seulement 
si a est fermee. 
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B 


(i) On note GL n (M) le groupe de Lie (reel) des matrices n X n reelles inversibles. Pour 
(t,xi,yi,.. .,x n ,y n ) <E M 2n+1 , on pose 


0 (t,xi,yi,...,x n ,y n ) 


/ 1 Xl X 2 

1 

1 


V 


X n t \ 

Hi 

Un—l 
1 2 hi 

1 / 


les autres coefficients etant nuls. Montrer que l’application 0 : M 2n+1 —>• GL n (M) est un 
plongement C°°, dont l’image H est un sous-groupe de Lie de GL n (M). Montrer que pour 
tous X, Y, Z dans l’algebre de Lie de H , on a [[X, Y],Z\ = 0. On note 0 le vecteur nul de 
M 2n+1 . 


(ii) Une forme differentielle oj sur H est dite invariante a gauche si pour tout g dans H , 
en notant L g : H —>• H la multiplication a gauche par g , on a ( L g )*u = co. Montrer qu’il 
existe une et une seule 1-forme differentielle /3 de classe C°° invariante a gauche sur H telle 
que (0*{3)q = dt. Calculer a = 6*/3 et a A ( da) An (ou (da) An est le produit exterieur de n 
copies de da). Le champ d’hyperplans forme par les noyaux de f3 est-il integrable? 

(iii) On note H% = H O GL n (Z). Montrer que la variete quotient dij\H est une hbration 
C°° sur le tore T 2n , de fibre le cercle Si, qui admet une section C°°. 

(iv) Montrer que la variete quotient Hi\H possede une (2 n + l)-forme differentielle ne 
s’annulant en aucun point. 

Pour n = 1, calculer les espaces de cohomologie de de Rham de Hj\H. 


C On suppose que la dimension de Ad est 2n + 1. Soit a une 1-forme differentielle C°° 
sur Ad telle que a A (da) An ne s’annule pas sur Ad. 

a) Montrer qu’il existe un unique champ de vecteurs Z sur Ad tel que iza soit la 
fonction constante 1 et izda = 0. 

h) Montrer que pour tout point x de Ad, il existe une carte locale ( U, ip) en x, de classe 
C°°, a valeurs dans R 2n+1 muni des coordonnees (t, x±, y\,..., x n , y n ), telle que, dans cette 
carte, Z = 4^. Dans les questions c) a e), on suppose que Ad = U est un ouvert de R 2n+1 . 

c) Montrer que la restriction uj de da au sous-espace N de Ad d’equation t = 0 est une 
2-forme differentielle fermee, telle que uj x soit une forme bilineaire non degeneree sur T X N 
pour tout x dans N. 

d) Montrer que pour toute fonction / de classe C°° sur N , il existe un unique champ 
de vecteurs X de classe C°° sur N tel que = df. 

e) Montrer que, pour tout point x de N, il existe un voisinage V de x, des champs de 
vecteurs X, Y de classe C°° sur V et une application cj) de classe C°° sur V, tels que 


• ijjecu = dx i 

• C x 4> = 1 

• iyOJ = d(f> 

• u(X,Y) = 1 

• [X,Y] = 1. 
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/) Montrer, par recurrence sur n, que pour tout point x de N, il existe une carte locale 
en x sur laquelle 

oj = dx i A dy\ + ■ • • + dx n A dy n . 

g) En deduire que pour tout point x de M. il existe une carte locale en x sur laquelle 

a = dt + x\ dyi -\ - \-x n dy n . 


Exercice E.162 (Cohomologie de grasmaniennes) On note ^(K 4 ) la variete grass- 
manienne C°° des plans vectoriels de l’espace vectoriel reel K 4 = KxKxRxK. On munit 
R 4 de son produit scalaire euclidien usuel. On note GL 2 (R) le groupe de Lie (reel) des 
matrices 2 x 2 reelles inversibles. On note U le sous-ensemble des plans vectoriels de R 4 
supplementaires a R 2 x {0} 2 , et V le sous-ensemble des plans vectoriels supplementaires 
a {0 } 2 x R 2 . On note U' le sous-ensemble des plans vectoriels de R 4 ne contenant pas la 
droite vectorielle R x {0} 3 , et V' le sous-ensemble des plans vectoriels de R 4 non contenus 
dans l’hyperplan vectoriel {0} x R 3 . 

(1) Calculer l’algebre de cohomologie de de Rham de GL 2 (R). 

(2) Montrer que U 0 V est un ouvert de ^(K 4 ) qui est C°°-diffeomorphe a GL 2 (R). 

(3) Calculer l’algebre de cohomologie de de Rham de U U V. 

(4) Calculer les espaces de cohomologie de de Rham de U 1 , en regardant l’application 
dehnie sur P par P H > (P® (R X {0} 3 )) 4 -. 

(5) Calculer les espaces de cohomologie de de Rham de V', en regardant l’application 
dehnie sur P par PH'Pfl ({0} X R 3 ). 

( 6 ) Calculer les espaces de cohomologie de de Rham de Q 2 (R 4 ). 


Exercice E.163 (Signature) Soit M une variete C°° compacte orientee de dimension 
4 n > 4. Montrer que l’application 

H' 2n (M ) x H 2n (M ) —x R 

(HW}) f M aA P 

est une forme bilineaire, symetrique, non degeneree. Sa signature est appelee la signature 
de M, et notee a (M). En deduire que si n = 4, et si H 2 (M) est de dimension 1, alors il 
n’existe pas de diffeomorphisme de M renversant l’orientation. Que valent la signature de 
P 2 (C), et de S x S' pour S,S' des surfaces compactes connexes orientees de genre g et g' 
(ou le genre g de S est 1’unique entier tel que S soit C°°-diffeomorphe a jj g T 2 ) ? 


Exercice E.164 (Geometrie differentielle des quadriques) Le but de ce probleme 
est d’etudier la geometrie differentielle des quadriques reelles affines et projectives. Les 
parties II, III, IV, V du probleme ci-dessous sont independantes, et pourront etre traites 
dans n’importe quel ordre. Seule la derniere question de la partie VI depend de la partie 
V. 
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Rappels : Si E et E' sont des espaces vectoriels, si R est une forme quadratique sur E ', 
et si / : E —>• E' est une application lineaire, on notera f*R la forme quadratique sur E 
definie par f*R (x) = R(f(x)) pour tout x dans E. 

Si M est une variete C°°, X un champ de vecteurs C°° sur M, et uj une /c-forme 
differentielle C°° sur M, on note ix^J la (k — l)-forme differentielle C°° sur M definie par 

V x € M, V Xi, ... ,X k _i € T X M, (ixu:) x (X i,... ,X k _i) = uj x (X(x),X i,... ,X k _i) . 

Notations ; Pour tout n dans N, on note § n = {(to, ti,..., t n ) € R n+1 : t^+- ■ ■+t^ l = 1} 
la sphere usuelle de dimension n. 

Soient p et q dans N avec p non nul. On note E = E Pj(? l’espace vectoriel M p x M 9 , muni 
de sa base canonique, de coordonnees (xi,... , x p , y \,..., y q ). 

On note Q = Q p , q la forme quadratique sur E definie en posant, pour tout x = 
(xi,...,x p ,yi,...,y q ) dans E, 

Q{x) = xf-t -b x p - yf - y'g . 

On note O (p,q) le sous-groupe de GL(E) constitue des automorphismes lineaires g de E 
preservant la forme quadratique Q (i.e. tels que g*Q = Q). On note M = M Pyq le sous- 
ensemble des points x de E tels que Q(x) = 1. 

L’espace projectif de l’espace vectoriel M x M p x M 9 est note E = P p q , et est muni de 
sa structure de variete C°° usuelle. On note [xo : x\ : ... : x p : y± : ... : y q \ les coordonnees 
homogenes sur P. On identifie E avec son image dans P par l’application 


(xi ,... ,x p ,y!,... ,y q ) [1 : X! : ... : x p : yi : ... : y q \ , 


et on note M = M p ^ q l’adherence de M dans 


Partie I (1) Montrer que M est une sous-variete C°° de E. Quelle est sa dimension? 


(2) Montrer que M est une sous-variete C°° de P. Quelle est sa dimension? 

(3) Montrer que M — M est une sous-variete C°° de P. Quelle est sa dimension ? 


Partie II On suppose que p, q > 2 dans cette partie. Pour tout x = (x \,..., x p , y\,..., y q ) 
dans M, on pose 

d d d d d d 

A(x) = X 2 t;-, B(x) = y 2 ^-yi^—, C(x) = y 1 - - bxi— . 

ox i ox 2 oy i oy 2 ox\ oy \ 


(1) Montrer que A,B et C sont des champs de vecteurs C°° complets sur M. Calculer le 
hot de C, et le crochet [A, C] des champs de vecteurs A et C. 

(2) Pour tout x dans M, on note A x le sous-espace de T X M engendre par A(x), B(x), C(x). 

Montrer que sur l’ouvert U des points x = (xi,..., x p , yi,..., y q ) dans M tels que xiyi / 0, 
l’application A x est un champ de 3-plans de classe C°°, qui est integrable. 


Partie III On note O (p) x 0(q ) le sous-groupe diagonal par blocs de O (p,q) dans la 
decomposition K = F x M 9 . 


(1) Montrer que 0(p, q) est un sous-groupe de Lie du groupe de Lie GL(E), et que O (p) x 
O (q) est un sous-groupe de Lie de O (p,q). Quelle est la dimension de 0(p,q)l 
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(2) Montrer qu’il existe un sous-groupe de Lie H de O (p,q) tel que la variete M soit 
C°°-diffeomorphe a la variete homogene O (p,q)/H. 


Partie IV (1) a) Montrer que M se retracte par deformation forte sur M n (M p x {0}). 


b) Calculer la cohomologie de de Rham de M. 


(2) a) Montrer que si G est un groupe fini agissant librement par C°°-diffeomorphismes 
sur une variete de classe C°° connexe orientee N, alors la variete C°° quotient G\N est 
orientable si et seulement si les elements de G preservent l’orientation. 

b) Montrer qu’il existe un revetement C°° a deux feuillets de § p _i x S> q dans M. 

c) Quand M = M p ^ q est-elle orientable? 

(3) a) Montrer que V = M — M n (M p X {0}) se retracte par deformation forte sur M — M. 

b) Montrer que si q > 1, alors M DV a la meme type d’homotopie que § p _i x S 9 _i. 

c) Calculer la cohomologie de de Rham de M 2,1 et Mi,i- 


Partie V 


On note sl2(M) l’algebre de Lie du groupe de Lie SL2(M), et Q' la forme 
quadratique X i —y — tr X 2 sur sfe (M). 


(1) Montrer qu’il existe un isomorphime lineaire 9 de sfeQR) dans Ei 2 tel que 8 *Q \ ) 2 = Q', 
qui est unique modulo postcomposition par un element de 0(1,2). 


(2) En notant Ad : SL2(M) —>• GL(5l2(M)) la representation adjointe de SL2(M), montrer 
que l’application g i->- 9 o (Ad g ) o 8^ 1 induit un isomorphisme p du groupe de Lie quotient 
PSL2(M) = SL2(M)/{±Id} sur la composante neutre de 0(1,2). 


(3) On rappelle que le groupe de Lie PSL2(M) agit par C°°-diffeomorphismes sur l’ouvert 
H = {z € C : Im z > 0} par 



,z) ^ 


az + b 
cz + d 


Montrer qu’il existe une application ip : H —>• envoyant le point j de i sur le point 

(1,0, 0), d’image une composante connexe de Mq2, qui est un C°°-diffeomorphisme sur son 
image, et qui est equivariante pour p, au sens que pour tout g dans PSL2(M) et 2 dans H, 
on a ip(g z) = p{g)<p{z). 


On suppose p > 1. On note u: la forme differentielle dx 1 A- • -Adx p Adyi/\- ■ -Ady q 

(1) Quel est l’ensemble des elements g de GL(E) tels que g*uj = u ;? 

(2) Montrer qu’il existe un champ de vecteurs complet X de classe C°° sur E, tel que pour 
tout x dans M, le vecteur X{x) soit orthogonal, pour la forme bilineaire associee a Q, & 
l’espace tangent T X M , et verifie Q(X(x)) = 1 et A(l, 0,0,... , 0) = 

(3) Soient N,N' deux varietes C°°, g : N —>• N' un C°°-diffeomorphisme local, Z un 
champ de vecteurs C°° sur N' et a une forme differentielle C°° sur N'. Montrer que 
g*{i z a) = i g *z{g*u )• 

(4) En notant f : M —> E l’inclusion, montrer que u/ = f*(ixuj) est une forme volume sur 
M, invariante par la composante neutre Oq (p,q) de O (p,q) au sens que g*uj' = oj' pour 


Partie VI 
sur E. 
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tout g dans 0o(p, q )■ Montrer que deux formes volumes invariantes par Oo(p, q ) sur M sont 
proportionnelles sur chaque composante connexe de M. 

(5) On reprend les notations de la partie V, avec p = 1, q = 2. On note T> la partie de H 
definie par 

V = {z £ C : Im z > 1, |Re z\ < 1} . 

Calculer 

f <p*u' . 

Jv 


Exercice E.165 (Espace symetrique de SL n (M)) Soit n un entier positif non nul. Pour 
toute matrice X, on note t X la matrice transposee de X. On note _A4„(M) (resp. A4 ni i(M)) 
l’algebre reelle (resp. l’espace vectoriel reel) de dimension finie des matrices reelles de taille 
n x n (resp. n x 1), SL n (R) le groupe de Lie reel des matrices reelles n x n de determinant 
1, et SO(n) le sous-groupe de Lie de SL n (M) des matrices g de determinant 1 telles que 
g^ 1 = t g. On note I n la matrice identite de Af n (M) et § n _i la sphere 

§ n _i = {(aq,...,z n ) <E K n : x\ H- \-xl = l}. 

On note £ n le sous-ensemble de A4 n (M) forme des matrices symetriques definies posi¬ 
tives de determinant 1. 

(1) Montrer que pour tout x dans £ n . le sous-ensemble E x des elements X de .M n i(M) 
tels que t XxX = 1 est une sous-variete de codimension 1 de A / l ni i(M), diffeomorphe a 
S n _i. Quel est l’espace tangent a E x en un point X de E x ? 

(2) a) Montrer que £ n est une sous-variete connexe de A / l n (M). Quelle est sa dimension ? 

b) Pour tout g dans SL n (M), on note g : £ n —>• £ n l’application x f— > gx l g ; montrer que 
g est un C°°-diffeomorphisme de £ n . 

c) Montrer que £ n et la variete quotient SL„(M)/SO(n) sont C°°-diffeomorphes. 

d) On considere la reunion disjointe £ n = E x et l’application canonique £ n —>• £ n , 

qui a un element de E x associe x. Montrer qu’il existe sur l’ensemble £ n une unique structure 
de variete C°° telle que l’application canonique £ n —>• £ n soit une fibration C°° de fibre 
§ n _i, et telle que la structure de variete sur E x coincide avec celle definie par la sous-variete 
E x de la variete £ n pour tout x dans E n . 

(3) Soit a une forme differentielle C°° sur £ n . 

a) Montrer que G a = {g € SL n (M) : g*a = a} est un sous-groupe de Lie de SL n (M). 
Quelle est son algebre de Lie? 

b) Construire une 1-forme differentielle exacte telle que G a = SO(n). 

(4) Une forme differentielle a sur £ n est dite invariante si G a = SL n (M). 

a) Soit s : £ n —>• £ n l’application x i->- x~ l . Montrer que s est un C°°-diffeomorphisme 
de £ n , et calculer sa differentielle en la matrice I n . 

b) Montrer que si a est une forme differentielle invariante, alors da et aussi. 

c) Montrer que toute forme differentielle invariante sur £ n est fermee. 

(5) Soit k un entier positif non nul, et p : —>• SL n (M) un morphisme de groupes. 

a) Pour tout 7 dans Z fc , tout (t,g) dans R fc x SL n (M) et tout (t,x) dans x £ n . on 
pose 7 • (t,g) = (t + 7 ,p( 7 )fl r ) et 7 • (t,x) = (t + 7, p( 7) (x)). Montrer que ces formules 
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definissent des actions libres et propres par C°°-diffeomorphismes de Z fc sur les varietes 
C°° produits M fc x SL n (M) et M fc x £ n . 

b) On note M et N les varietes C°° quotients Z fc \(M fc x SL n (M)) et Z fc \(M fc x £ n ) 
respectivement. Montrer qu’il existe une fibration C°° de M dans N, de fibre SO(n). 

c) Montrer qu’il existe un feuilletage T de classe C°° sur M dont les feuilles sont les 
images par la projection canonique de x SL n (M) dans M des sous-espaces x {<7} 
pour g dans SL n (M). Donner un exemple de p pour laquelle T possede toutes ses feuilles 
compactes (resp. toutes ses feuilles non compactes, resp. une feuille qui ne soit pas une 
sous-variete de M). 


Exercice E.166 (Forme de Kahler de P n (C)) Pour tout n dans N, on note § n = 
{(to,ti,... ,t n ) € M n+1 : + • • • + t 2 = 1} la sphere usuelle de dimension n, et P n (C) 

l’espace projectif complexe de C n+1 . Dans cet exercice, les formes differentielles sont a 
valeurs complexes. En particulier, si / : M —>• C est une application C°° sur la variete M 
a valeurs complexes, alors df est la forme differentielle (a valeurs complexes) definie par 
df = d (Re /) + i d(Im /). 

(1) Calculer les espaces de cohomologie de de Rham de §1 x §4 et de §2 x §4- 

(2) On considere un entier n > 1. On note [zq : Z\ : : z n ] les coordonnees homogenes 

dans P n (C). Pour p € {0,... ,n}, on note U p l’ouvert des [zq : zi : ... : z n J G P n (C) tels 
que z p ^ 0. 

a) Pour p,j € {0, ...,n}, on note u p j : U p —>• C l’application [zq : Zi : : z n ] 1-^ 

Zj/z p , et (p p : U p —>• C l’application [zq \ z\ \ : z n ] ^ \zj/z p \ 2 . Montrer que ces 

applications sont de classe C°°. 

b) On note i le nombre complexe imaginaire pur usuel. Soit 


du : 


Vp ^0 


Vi 3 ^ d u pd 


n 

2 y ' up,j U'p.k diip k A d u p j . 
^p j,k =0 


Montrer qu’il existe une 2-forme differentielle cj de classe C°° sur P n (C) telle que 
uj\u p = Up pour tout p = 0 ,..., n. 

c) Montrer que u est fermee. 

d) On definit w 1 = uj et par recurrence u m = uj m ~ 1 /\u pour tout entier m> 2. Montrer 
que u n est une forme volume sur P n (C). 

e) Montrer que ui n’est pas exacte, et que sa classe de cohomologie dans i^ 2 (P n (C)) 
engendre (en tant qu’algebre reelle) l’algebre H*( P n (C)). 

(3) En deduire que les varietes S2 x §4 et Ps(C) ne sont pas homeomorphes. 

(4) On munit P n (C) de l’orientation, dite usuelle, telle que l’application de XJq dans C n 
definie par • 1 —> (tto.i(•)? ^0,2(•)5 ■ ■ ■ , u 0 ,n(*)) soit un diffeomorphisme preservant l’orienta¬ 
tion. 

a) Comparer cette orientation et celle pour laquelle oj n est une forme volume positive. 

b) Pour marquer la dependance en la dimension, on pose u[n] = oj. Si fk, n '■ Pfc(C) —>• 

P n (C) est l’inclusion standard [^o : '■ ■ ■ ■ '■ Zfc] H > [zq : z\ : ... : z^ '■ 0 : ... : 0], montrer 

que fk,n est un plongement C°° et comparer f^ n (ui[n]) et u[k\. 

c) Calculer / Pi(c) /q n w. 
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(5) On rappelle que Faction lineaire de SU(n + 1) sur C n+1 induit vine action C°° dn 
groupe de Lie SU(n+l) sur P n (C). Pour tout g dans SU(n+l), on note g le diffeomorphisme 
associe. Pour tout g dans SU(n + 1), que peut-on dire de g*u ? 

Remarque. La 2-forme differentielle w s’appelle la forme de Kahler standard de P n (C) (mais 
plusieurs conventions different, surtout a un facteur 2 pres). 


Exercice E.167 (Espaces de configurations) L’espace vectoriel M n est muni de sa 
norme euclidienne usuelle || • ||. On note § n la sphere unite euclidienne de M n+1 . 

Soient M une variete differentielle C°° et k un entier positif non nul. Notons X^{M) 
l’ensemble des /c-uplets de points deux a deux distincts de M. 

(1) Montrer que X^iM) est une sous-variete de la variete produit M k , et que pour 
1 < i < k, l’application (aq,..., Xk) H > Xi de Xk(M) dans M est une submersion C°°. 

(2) Soit n un entier positif non nul, montrer que si k > 2, alors l’ensemble des elements 

(x±,... ,Xk) de Xfc(M n ) tels que \\ x i ~~ x j\\ 2 = 1 es t une sous-variete C°° de Xk(M. n ). 

(3) Le groupe symetrique &k agit par permutation des composantes sur Xp(M), et 
on pose Yfc(M) = ©fc\Xfc(M). Montrer qu’il existe une unique structure de variete dif¬ 
ferentielle C°° sur Yfc(M) telle que la projection canonique X^{M) —X Yp(M) soit une 
submersion C°°. 

(4) Soit n un entier positif non nul. Le groupe orthogonal G = O(re + 1) agit sur 

^2(§n) par ( g , ( x,y )) i->- ( gx,gy). Montrer que toute orbite O de G dans X2(§ n ) est une 
sous-variete C°° de et qu’il existe un sous-groupe de Lie H de G tel que G/H et 

O soient C^-diffeomorphes. Est-ce que H, a isomorphisme de groupes de Lie pres, depend 
de l’orbite O ? 

(5) Soit n un entier au moins egal a 2. Soit s : Si —>• M n l’application definie par (x, y) e->- 
(x,y, 0 ,... ,0 ), montrer que l’application a : Si —>• X2(M n ) definie par x i—)■ (s(x),— s(x)) 
est un C°°-plongement. Pour tout entier positif ou nul p, calculer les espaces de cohomologie 
de de Rham H p DR (X 2 (W n )) et H p DR (X 2 (W n ) - fi(§i)). 

(6) Soit n un entier positif non nul, montrer que Fapplication p n de X2(S n ) dans § n 
definie par (x,y) i->- ||^~^|| est une fibration C°°. Pour tout entier positif ou nul p, calculer 
H p DR (X 2 ( S„)). 


Exercice E.168 (Crochet de Poisson) Si E est un espace vectoriel reel de dimension 
finie, d’espace vectoriel dual E*, on rappelle qu’une forme bilineaire alternee ou symetrique 
/:ExF->l est non degeneree si Fapplication de E dans E*, qui & x £ E associe la 
forme lineaire y i —> f(x,y), est injective ou, de maniere equivalente, un isomorphisme. 

On dit qu’une 2-forme differentielle oj sur une variete differentielle M de classe C°° est 
non degeneree si pour tout x dans M, la forme bilineaire alternee u x sur T X M est non 
degeneree. 

On rappelle que si X est un champ de vecteurs C°° sur M, et si w est une (p+ l)-forme 
differentielle C°° sur M avec p € N, alors ixw est la p-forme differentielle C°° sur M definie 
par 


V x € M, VX 1 ,...,X p €T x M, (i X w) x (XX p ) 


Wx 1 , • • • , Xp ) . 


288 



Soient M une variete differentielle C°°, et oj vine 2-forme differentielle C°° non degeneree 
sur M. 

(1) Soit n un entier positif non nul. On suppose dans cette question que M = M n x M n , 
et on note (aq, ... ,x n ,y±,..., y n ) les coordonnees canoniques sur M. Montrer que 

n 

^ dxi A dyt 
i =1 

est une 2-forme differentielle C°° non degeneree et exacte sur M. 

(2) Pour toute application / : M —» M de classe C°°, montrer qu’il existe un unique 
champ de vecteurs Xf de classe C°° sur M tel que 

ix f u = ~df • 

(3) Si M = M n x M n , oj = Q n , et / : (aq,..., x n , yi ,..., y n ) \ Ya=i x \ + Vh calculer 
Xf- 

(4) Montrer qu’une application / : M —>• M de classe C°° est constante sur chaque 
courbe integrale de Xf. 

(5) On suppose que M = G est un groupe de Lie, et que oj est G-invariante (i.e. que 
(L g )*co = oj pour tout g dans G, ou L g : x i—)■ gx est la translation a gauche sur G). Si 
/ : G —>• M est un morphisme de groupes de Lie, montrer que Xf est un champ de vecteurs 
invariant a gauche. 

Reciproquement, si Xf est un champ de vecteurs invariant a gauche, est-ce que / : 
G —» M est un morphisme de groupes de Lie? Si G = GL n (C), montrer qu’il existe une 
2-forme differentielle non degeneree oj telle que oo e (X,Y) = Ini (tr(X Y*)), ou tr est la 
trace et Y* la matrice adjointe, et si / = Im det, calculer Xf{e). Est-ce que oj est alors 
fermee ? 

(6) Si / et g sont deux applications C°° de M dans M, on appelle crochet de Poisson, 
et on note {f,g}, l’application x i->- oj x {Xf(x),X g (x)) de classe C°°. Montrer que 

{f,g} = -{ g,f }, 

{f,g} = dg{X f ) = -C Xg {f), 

{/, gh} = {/, g}h + {/, h}g , 
cette derniere identite s’appelant Videntite de Leibnitz. 

(7) Soient /, g : M —>• M de classe C°°, montrer que g est constante sur les courbes 
integrales de Xf si et seulement si {/, g} = 0. 

(8) a) Pour tous les champs de vecteurs X, Y de classe C°° sur M, montrer, en com- 
mencant par les 0-formes differentielles et leurs differentielles, l’egalite suivante entre ap¬ 
plications de Q(M) dans Ll(M) : 

i{x,Y) = C-x ° 'W — iy o C x ■ 

b) On suppose que oj est fermee. Soient /, g, h : M —» M de classe C°°, montrer que 

[X,,X,\ = X W 
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et que 


{/, { 9 , Ml + {9, {h, /}} + {K {f, 5}} = 0 , 
cette derniere identite s’appelant V identite de Jacobi du crochet de Poisson. 

6.8 Indications pour la resolution des exercices 

Scheme E.136 C’est une application du theoreme de derivation des fonctions composees. 
Pour tout x dans M et X dans T X M, on a 

(. f*dg) x (X) = dg f[x) (T x f{X )) = T f{x) g(T x f(X)) = T x (g o f)(X) = d(g o f) x (X) . 

Scheme E.137 (1) Pour tout x dans X et X\ ,..., X n dans T X M. on a 

<P*(ixu) x (Xi,.. .,X n ) = (i x uj) tp ^ x )(T x (p(X 1 ),.. .,T x tp(X n )) 

= ^x)(X(ip(x)),T x ip(X 1 ),..., T x ip(X n )) 

= {<p*u) x {(T x i P )- 1 X{g,{x)),X 1 ,...,X n ) 

= (yx(^w) ) x (X 1 ,...,X n ) . 

(2) L’assertion (iv) decoule alors de l’assertion (iii) en utilisant la commutation de la 
derivation exterieure et de l’image reciproque {ip*{drj) = d(ip*rj) pour toute forme differen- 
tielle 77 sur N). 

Scheme E.138 (1) C’est la definition. 

(2) C’est la formule de l’exemple (2) a la fin du paragraphe sur la differentielle exte¬ 
rieure. 

(3) Comme Cx(dxi) = d(Xi) = J2j=i TEJ dxj, il vient 


n 

C\(dx 1 A • • • A dx n ) = ^2 dx± A • • • A Cx(dxi) A • • • A dx n 

i=1 

^ dX t , 

= ) —— dx 1 A • • • A dxi A • • • A dx n 

t—* OXi 

i =1 * 

= (div X) dx 1 A • • • A dx n . 

Scheme E.139 L’application c v 1 —> es t un isomorphisme de l’algebre Q(M) 

dans l’algebre produit riie/ n(Mj), qui commute avec les differentielles. Le result at s’en 
deduit par passage au quotient. 

Scheme E.142 (1) Soient M une variete C°°, N une variete orientee C°° et p : M —>• N 

un revetement C°°. Soit A l’ensemble des cartes ( U,ip ) de M telles qu’il existe une carte 
orientee (V, ip) de N telle que paj : U —>• V soit un diffeomorphisme C°°, et y? = ipop^. 11 est 
immediat que A est un atlas de cartes sur M. oriente (car ses changements de cartes sont 
des changement de cartes orientees de N ). Par definition, p preserve l’orientation, et tout 
atlas de carte oriente maximal sur M tel que p preserve l’orientation contient A. Le resultat 
en decoule. De plus tout automorphisme de revetements preserve done l’orientation. 

(2) Si G\M est orientee, alors G, qui agit par automorphismes de revetements, preserve 
l’orientation. Si G preserve une orientation et si 7r : M —>• G\M est la projection canonique, 


290 


alors l’atlas des cartes (jr(U),ip o vr^ 1 ), ou (U,<p) est une carte locale de M telle que tt\u 
soit un diffeomorphisme de U sur un ouvert de G\M, est oriente, et convient. 

(3) Le groupe Z/2Z agit librement mais en ne preservant aucune des deux orientations 
sur l’anneau Si x R, par (e ld ,t) i—?> (e*( 0+7r ), —t). Done par la question (2), le ruban de 
Mobius (Si x R)/(Z/2Z) n’est pas orientable. 

(4) L’action par antipodie du groupe Z/2Z sur la sphere S n (munie de son orientation 
usuelle) preserve une orientation si et seulement si n est impair. Done par (2), l’espace 
projectif P n (R) = S n /(Z/2Z) est orientable si et seulement si n est impair. 

(5) Soit M l’ensemble des couples (x,e) oil x est un point de M et e une des deux 
orientations de T X M, et n : M —>• M l’application (x, e) H > x. Si / : E —>• F est un 
isomorphisme d’espaces vectoriels reels de dimension finie, et e une orientation de E (par 
exemple la classe d’une base 13 de E), notons /*£■ l’orientation image par f de £ (par exemple 
la classe de la base f(B) de F). Soient e_ et e + les deux orientations de R n . Pour toute 
carte locale (U, ip) de M a valeurs dans R n , notons tp± : (p(U) —>• M la bijection sur son 
image definie par y i->- (p~ 1 (y), (T y y? _1 )*( e ±))- Munissons M de la topologie la plus fine 
rendant continue les applications <p±. Comme pour la construction du fibre tangent (voir 
la partie 3.3), on montre que l’atlas forme des ((p±(ip(U)),<p± 1 ) sur l’espace topologique M 
definit une structure de variete C°° sur M, telle que tt : M —> M soit un revetement a deux 
feuillets, qui est orientable. Le groupe Z/2Z agit librement sur M par (x,e) i —> (x,—e), 
ou — e est l’orientation opposee de e, et 7r : M —> M induit par passage au quotient un 
C°°-difieomorplnsme de M/ (Z/2Z) dans M. Un argument de connexite par arc montre que 
si M est connexe non orientable, alors M est connexe. Si M est connexe, et si 7r : M —>• M 
est un autre revetement orientable a deux feuillets, alors l’application p se releve par 7r en 
une application p : M —>• M, qui est un isomorphisme de revetements. 

Scheme E.144 (1) Dans du, tous les termes donnent, apres etre reordonnes, un dx\ A 

... A dx n . Ainsi, 

du = n dx i A ... A dx n . 

Pour calculer A*u, on peut utiliser une methode astucieuse ou une methode calcula- 
toire, cette derniere etant plus a meme d’etre utilisee dans d’autres situations. Notons que 
A*(dxi ) = A-ijdxj , si bien que 

A*(dx i A ... A dxi A ... A dx n ) 

= EL 1 (£ < r:[l,n]-{i}->[l 1 n]-{*} e ( a ) A l°A) ' ■ ■ A na(n)) dx\ A ... A dxk A ... A dx n . 

Le coefficient qui apparait, soit Cm, est le determinant de la matrice formee a partir de A 
en retirant la i-eme ligne et la fc-eme colonne. 

Comme A*{xj) = Y2 Ai r x r , on obtient finalement, en notant uk = dx\ A ... A dxk A 
... A dx n , que 

A * (£?=l(- 1 )*“ 1 *iW i ) = Ei,fc,r( _1 ) l_1 A ir x rCikUk 

= ELiL 1 )*- 1 (ELi (ELi(-i ) i+kt c ki A ik )x r )u k . 

La matrice (— l) l+kt C est la transposee de la comatrice de A, done son produit avec A 
donne det(A)Id. Finalement, il reste que A*u = det(A)w. 
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Pour une methode plus rapide, remarquons que 

u{x).(£i,...,€n-i) = det(x,£i,...,£ n _i) . 

Ainsi, 

(A*w)(x).(£i,. • ■ ,£n-i) = uj(Ax).(A£ i,... ,A£ n _ i) = det(Ax, A ^,... ,M£ n _i) 

= det(M) det(x,£i,.. .,£ n -i) = det(A)w(x).(£i,... ,£ n -i) 

i.e. A*uj = det(M)cu. 


Scheme E.145 (1) Si y i,... ,y m est une autre base de W, il existe une matrice A dans 

GL(VP) envoyant Xi sur yi. Alors y\ A • • • A y m = (det A) x\ A • • • A x m . 

Ainsi, l’application W H)■ [x\ A • • • A x m ] est bien definie. Pour montrer qu’elle est 
injective, il s’agit de voir que, si x\ A • • • A x m = a y\ A • • • A y m , alors Vect(xi,... x m ) = 
Vect(yi,..., y m ). On complete en une base x±,...,x n . On peut ecrire yi = 

Yl a ij x j- Alors 

n 

yi A x\ A • • • A Xk = a ij x j A x\ A • • • A x^- 
j=k+i 

Mais yi A x\ A • • • A Xk = otyi A y\ A • • • A yk = 0. Par consequent, a Vj = 0 pour j > k. Ainsi, 
yi € Vect(xi,... ,Xk ), ce qui conclut. 

(2) Soit P l’application de Pliicker. On va montrer que c’est un diffeomorphisme local 
en chaque point de Q m (E*). Quitte a faire un changement de coordonnees lineaire a la 
source et au but, il suffit de travailler au voisinage de W = Vect(ei,..., e m ) (avec P(W) = 
[1:0:...: 0]). 

La coordonnee canonique de Q m {E*) au voisinage de W est donnee par cf> : A i —> 
lorsque A G Ai n -k,k- Une base de 4>(A) est ei + Ae i,..., e m + Ae m . On peut 

ecrire 

(ei “I - Ae i ) A • • • A (e m -P Ae m ) — ci A • • • A e m -P ^ ' o/(A)e/, 

ou les fonctions aj sont polynomiales en A (et done C°°). Dans les cartes, l’application P 
est donnee par Q : A i —> (a/(A))/_^{ 1 m i ; elle est done polynomiale. 

Calculons la derivee de Q en 0. On a 

m 

(ei + Aei) A • • • A (e m P Ae m ) = ei A • • • A e m + ^ ] ei A ■ ■ ■ A Aei A ... e m + 0(||A|| 2 ). 

2=1 

Mais Aa = A ji e j+m- Ainsi, dQ 0 (A) = ^ Cette differen- 

tielle est injective. 

Ainsi, P est une immersion injective. Elle est propre puisque Q m (E*) est compact. C’est 
done un plongement C°°. 

(3) Si u = x\ AX 2 avec (xi, X 2 ) libre, alors ui est non nulle et wAu = 0. Reciproquement, 
soit ui telle que w^0etwAw = 0. 

Le theoreme de reduction des formes bilineaires antisymetriques assure qu’une forme 
bilineaire alternee peut s’ecrire dans une certaine base avec une matrice de 0 et des blocs 
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diagonaux de la forme ^ ^ 0 / ^ ^ ava ^ aucun bloc diagonal, on anrait cj = 0, 

ce qui est absurde. S’il y a exactement un bloc diagonal, alors x = x\ A x 2 et on a gagne. 
Enfin, s’il y a deux blocs diagonaux, alors x = x\ A a ; 2 + x 3 A x 4 ou (xi,x 2 ,x 3 ,x 4 ) forme 
une base de E*. On obtient w A w = 2x\ A X 2 A x 3 A x 4 7 ^ 0, ce qui est encore absurde. 

(4) Une 2- for me non nulle 

uj = ai 2 ei A e 2 + a 3 ie 3 A e 4 + oi 4 ei A e 4 + a 23 e 2 A e 3 + a 24 e 2 A e 4 + a 34 e 3 A e 4 

est dans l’image du plongement de Pliicker si et seulement si x Aw = 0, d’apres la question 
precedente. Mais 


x A x — 2(a 42 a 34 + « 3 ia 24 + a 44 a 23 ) e 4 A e 2 A e 3 A e 4 . 

Ainsi, l’image de P est donnee par la surface d’equation a 42 a 34 + a 34 a 24 + a 44 a 23 = 0. 

Dans les coordonnees indiquees dans l’enonce de l’exercice, cette equation devient xf + 
x 2 P x 3 = Vi + 2/i + 2/i- Ainsi, <5 2 (M 4 ) est diffeomorphe a la sous-variete 

E = {[xi : x 2 ■■ x 3 : yi : y 2 : y 3 ] € P 5 W : x i + x l + x \ = Vi + vl + vh- 

Cet ensemble est le quotient de § 2 X § 2 par l’action diagonale de Z/2Z. 


Scheme E.146 C’est simplement le theoreme classique de reduction des matrices antisy- 
metriques dans les bases orthonormees, qui affirme qu’une matrice antisymetrique peut se 
reduire, dans une base orthonormee, en une matrice diagonale par blocs avec des blocs de 

la forme B\ = 

Ce theoreme peut se demontrer en complexifiant, en verifiant que les valeurs propres de 
A sont necessairement imaginaires pures et que l’orthogonal d’un espace propre est stable 
par A. Pour revenir au cas reel, on remarque que si u + iv est vecteur propre de A pour 
une valeur propre ia, alors v + iu est vecteur propre pour —ia. 

(2) On calcule : 



T*x A T*x = \dx\ A dx 2 A dx 3 A dx 4 + ydx 3 A dx 4 A dx\ A dx 2 
= (A + fi)dx 1 A dx 2 A dx 3 A dx 4 . 

Comme T” 1 est de determinant 1, on en deduit que 

x A x = T~ 1 *(T*x A T*x ) = (A + y)dx\ A dx 2 A dx 3 A dx 4 . 


(3) Soit A la matrice de x, digonale par blocs dans une base orthonormale bien choisie, 
avec des blocs B\ et B^. Matriciellement, l’egalite T*x = x pour T € SO(4) se traduit 
par TAT -1 = A. Apres complexification, la matrice A possede 4 valeurs propres distinctes 
iX, —iX, i/j,, —i/i. En particular, ses espaces propres sont stabilises par T. En revenant en 
reel, on obtient que T stabilise Vect(ei,e 2 ) et Vect(e 3 ,e 4 ), et elle est done diagonale par 
blocs avec deux blocs T 4 ,T 2 € 0(2). 

L’un des deux coefficients A et yu est non nul, mettons A / 0. On identifie les coeffi¬ 
cients dans l’equation T\B\ = B\T\ , et on trouve que T\ est de la forme i I • Par 
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consequent, det(Ti) = a 2 + b 2 > 0, done Tj € SO(2). Reciproquement, toute matrice de 
SO(2) commute avec B\. Comme det(T 2 ) = det(Ti), on a aussi T 2 € SO(2). 

Finalement, l’ensemble des matrices recherche est SO(2) x SO(2). 

Scheme E.149 (1) Quand on developpe Wq", tous les termes vont se simplifier car il y 
aura repetition d’un dxi, a l’exception de u± = ai... a n dx\ A ... A dx 2n - II y a n\ manieres 
de l’obtenir, et le rearrangement est toujours pair, si bien que Uq = n\ a\ ... a n u\. 

(2) Faisons les calculs en coordonnees, en considerant une base de E et la base duale de 
E*, si bien que l’accouplement est donne par (p,u) = YliPi u i- Ainsi, u(q,p) = J^iPi^Qi- 
La formule de la differentielle exterieure en coordonnees donne du(q,p) = Y2 dpt A dqi, i.e. 


du)(q,p).((ui,vi), (u 2 ,v 2 )) = ^ 2 (vi)i(u 2 )i - (v 2 )i(ui)i = (vi,u 2 ) - (v 2 ,ui). 

i 

La notation dp A dq est un peu trompeuse : appliquee a ((ui, ui), (u 2 ,v 2 )), on voudrait 
ecrire formellement que cela donne V\u 2 — v 2 u\, sauf que Ton a affaire a des vecteurs et 
pas des nombres. Cependant, comme il y a un accouplement naturel entre les espaces, on 
est tente d’interpreter V\u 2 comme (vi,u 2 ), ce qui correspond bien a la formule correcte. 
Plus formellement, on peut interpreter dp comme une 1-forme differentielle a valeurs dans 
E* et dq a valeurs dans E. si bien que dp A dq serait une 2-forme a valeurs dans E* < 8 ) E. 
L’abus de notation est la : on suppose implicitement que l’on applique en plus directement 
l’accouplement E* (g) E —>• M. 

Remarque. Dans le meme genre, on ecrit souvent u = pdq, qui s’interprete de la meme 
fagon. 

(3) Un changement local de coordonnees permet de se ramener a la question precedente. 
En changeant l’ordre des coordonnees, on verifie de plus que du est egale a la forme ujq de 
la premiere question avec = ... a n = 1 , ce qui montre que (du) n est partout non nul. 

Scheme E.150 L’implication =4> est evidente. Pour l’autre implication, montrons d’abord 
le resultat au voisinage d’un point p arbitraire. Comme oj(p) 7 ^ 0, on peut le completer 
par u) 2 ,---,U! n en une base du dual de M n . Comme le fait d’etre une base est ouvert, 
(oj(x), oj 2 , ■ ■ ■, oj n ) reste une base pour x proche de p. Decomposons du sur la base des 
Ui A Uj (pour i < j. et en notant u\ = u). Comme du A u = 0, on obtient que les 
coefficients des Ui A Uj sont nuls pour i,j > 2, i.e. du = 0 A u pour un certain 9. 

Pour chaque point p, on a construit un ouvert U p voisinage de p sur lequel du = 9 p A u 
pour une certaine 1-forme 9 p . La theorie des partitions de l’unite assure qu’il existe des 
fonctions (j) p de classe C°° a support dans U p telles que, au voisinage de chaque point, seul 
un nombre fini de ces fonctions soit non nul, et avec ^ <f> p = 1. Posons alors 9 = ^ 4> p 0 p , 
il verifie bien du = 9 Au. 

Remarque. La fin de l’argument est si classique qu’elle s’abrege souvent par “on conclut 
en prenant des partitions de l’unite”. 

Scheme E.151 (1) Meme s’il existe des methodes plus intrinseques, un calcul en co¬ 

ordonnees est toujours sur d’aboutir. En decomposant composante par composante, on 
peut supposer que u(x) = f{x)dx Alors u(Y) = f(x)Y\(x), si bien que X ■ u(Y) = 
(X ■ f)Yi + f.(X • Y\). De meme, Y ■ u(X) = (Y ■ f)X 1 + f.(Y ■ X ± ). Finalement, 
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u(\X, y]) = f(X ■ Y — Y ■ X)\ = f(X ■ Y\ — Y ■ X\). En reunissant ces formules, on 
trouve que 

X • u(Y) - Y • u{X) - u([X, Y]) = (X ■ f)Yi - (Y • /)*!. 

De plus, du = — -§£-dxi A dxj, si bien que 

MX, Y) = -J2 ^-(XiYj - XjYi) = -X \{Y • /) + Y(x • /). 

Les deux expressions coincident bien. 

(2) On peut ecrire da\ = Acq A a 2 , puisque en chaque point a± A a 2 forme une base 
de A 2 (E)*. Pour identifier la fonction A, on applique l’egalite aux vecteurs (Xj, X 2 ), et on 
obtient : 

A = da 1 (X 1 ,X 2 ) = X 1 • ai (X 2 ) - X 2 • a\(Xi) - a 1 ([X 1 ,X 2 ]). 

Comme ai(X 2 ) et ai(Xi) sont des constantes, on obtient 0 en les derivant suivant X\ ou 
X 2 , si bien qu’il reste juste — ai([Xi, X 2 ]) = —a\(fXi + gX 2 ) = —/. 

On precede de meme pour 02 - 

(3) La methode est exactement la meme que dans la question precedente, sauf qu’on 
decompose dai sur la base des a{ A aj ( i < j), et qu’on obtient le coefficient de a* A a 3 en 
l’appliquant aux vecteurs ( Xi,Xj ). 

Remarque. II est beaucoup plus agreable de calculer des produits exterieurs de formes 
differentielles que des crochets de Lie de champs de vecteurs. Cet exercice montre cepen- 
dant que les deux points de vue sont completement equivalents. Ainsi, des que l’on a des 
calculs a faire en geometrie, il est souvent profitable de prendre un point de vue “formes 
differentielles”. 


Scheme E.155 D’apres la formule de Stokes sur les paves, on a f dp oj = f p du:. 
Completons v\,...,v p +\ en une base vi,...,v n de l’espace. On peut alors ecrire du = 
5^|j| =p+1 fidvj. Si I / Jo = {1,... ,p + 1}, la restriction de dvj a P est nulle. On obtient 
done 


J P e Jt\= 0 J tr 




fi 0 {t 1V1 H-h t p+ iv p+1 )dvi ... dv p+ 1 . 


Cette integrate est equivalente a // 0 (0)e p+1 . Autrement dit, 


lin lXXT u = du(0).(vi,...,v p+1 ) 
e^o eP +i J 9Pe 


Scheme E.156 L’application ( x,y,z ) i-A (x,y + cosx,z + sin a;) est un diffeomorphisme 
de R X (M 2 — {0}) sur M 3 — 7 (M). Ainsi, ces deux varietes ont meme cohomologie. Comme 
M x (R 2 — {0}) se retracte par deformation forte sur Si, cette cohomologie vaut done R en 
degres 0 et 1, et 0 ailleurs, et la structure d’algebre graduee est celle de Si, voir le corollaire 
6.25. 

Scheme E.157 (1) L’espace R x U se retracte par deformation forte sur U. Comme 

la cohomologie de de Rham est invariante par equivalence d’homotopie, cela demontre le 
result at. 
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(2) Soient U = R n+1 - (Ax [0,oo[) et V = R n+1 — (Ax] — oo,0]). Calculons la 
cohomologie de U (et de V). L’identite de U est homotope a 1’application (x, z ) i—>■ (x, — 1) 
(par F(x,z,t) = (x, — l+t(z—1))), elle-meme homotope a (x, z) e-x (0,-1) (par G(x, z, t) = 
(tx, —1)). Ainsi, la cohomologie de U est egale a celle du point. 

Connne U n V = R n+1 -Axl, l’identite de U n V est homotope a l’application 
(x,z) i->- (x, 0). Ainsi, le plongement de R n — A dans U n V est un isomorphisme en 
cohomologie. 

Finalement, U U V = R n+1 — A. On ecrit alors la suite exacte de Mayer-Vietoris. 
Pour p > 1, comme H P (U) © H P (V) = 0 et H P+1 (U ) © H P+1 (V) = 0, on trouve que 
H p (U Oh)~ H p+1 (U U V), i.e. H p (R n - A) ~ H p+1 (R n+1 - A). En petit degre, la suite 
exacte donne 

0 -> H°(R n+1 — A) -> R 2 -> H°(R n - A) -> H\R n+1 — A) -> 0 . 

Mais M n+1 — A est connexe, done H°(R n+1 — A) ~ K. La suite exacte ci-dessus donne done 
H l (R n+l - A) ~ H°(R n - A)/R. 

(3) Si V est de dimension s, alors R n — V est diffeomorphe a M n — (M s x {0} n_s ) = 
M s x (M n_i5 — {0}). Par consequent, il se retracte par deformation sur la sphere de dimension 
n — s — 1. Si s < n — 1, on a done H l (R n — V) = M si i = 0 ou n — s — 1, et 0 sinon. Pour 
s = n — 1, on a H°(R n — V) = M 2 , et H l (R n — V) = 0 sinon. 

(4) Si A = M n —14 et B = M n — (V\ U • • • U 14_i), on a AUB = M n , qui a la cohomologie 
du point. La suite exacte de Mayer-Vietoris donne alors H l (AnB) ~ H l (A)®H l (B ) pour 
i > 0, et H°(A n B) ~ H°(A) © H°(B)/R. On en deduit immediatement par recurrence 
que, si i > 0, 

dim H l {R n — (Vi U • • • U 14)) = Card{ 1 < j < k : dim Vj = n — 1 — i} 
tandis que 

dim H°(R n — (V\ U • • • U 14)) = 1 + Cardjl < j < k : dim Vj = n — 1}. 

(5) L’ensemble V 0 S est soit vide, soit un point, soit une sphere de V (suivant que 
la distance de V a {0} est > 1, = 1 ou < 1). Dans le premier cas, la cohomologie de 
R n — (S n V) est celle de M n . Dans le deuxieme cas, e’est celle de § n _i. 

II reste a traiter le cas ou 5nL est une sphere de dimension s — 1 (ou s = dim V). On 
peut sans perte de generality supposer que V est le sous-espace vectoriel standard M s X {0}, 
auquel cas V O S = x {0}. 

Calculons la cohomologie de — § s _i. Si s > 2, cet ensemble a deux composantes 
connexes. La premiere est contractile (et a done l’homologie du point), tandis que la seconde 
est diffeomorphe a M s — {0} (il manque le point a l’infini) et a la cohomologie de § s _i. 
Ainsi, H l (R s — § s _i) = M 2 si i = 0, M si % = s — 1, et 0 sinon. La question 2 donne alors 
H l (R s+l — § s _i) = M si i = 0,1 ou s et 0 sinon. Par recurrence, on obtient H' l (R s+p — § s ) = 
M si i = 0,p ou s + p — 1, et 0 sinon. Finalement, H l (R n — (S' O V )) = R si i = 0, n — s ou 
n — 1, et 0 sinon. 

Supposons finalement que s = 1. Alors H l (R s — § s _i) = R 3 si i = 0, et 0 sinon. En 
remontant la dimension grace a la question 2, on obtient H l (R n — (S H V )) = R si i = 0, 
R 2 si i = n — 1, et 0 sinon. 

Scheme E.158 (1) On a d(f*uj) = f*(dco ) = 0. Ainsi, f*uj est fermee sur § 2 n-i- Mais 
H n (^ 2 n-i) = 0. Elle est done exacte. Il existe done /3 de degre n — 1 telle que f*uj = d/3. 
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(2) Soit f3' une autre forme differentielle telle que d/3' = d/3. Alors (3 — /3' est fermee. 
C’est une forme differentielle de degre n— 1, etO<n — l<2n— 1 puisque n > 1. Comme 
H n ~ 1 (§ 2 n—l) = 0, elle est done exacte : on peut ecrire ft = ft + du. Alors 


/ /3 Ad(3 + j du A d/3. 


II faut done verifier que J du A d/3 = 0. Mais du A d/3 = d(u A d/3). Ainsi, 


/ du A d/3 

JS,2n-l 



d(u A d/3 ) 



i 


u A d/3 = 0, 


puisque <9§2n-i = 0 - 

(3) Soit u/ une autre forme volume sur S n avec f u/ = 1. Alors J (u/ — co) =0. Mais 
l’application “integrale” est un isomorphisme entre H n (S n ) et M, done u/ — u est exacte : 
il existe une forme differentielle 7 telle que u/ = w + dj. 

Soit /3 telle que f*oj = d/3. Alors f*u/ = d/3 + d(f* r y). Par consequent, 

= J ^ + f* 1 )Ad{f3 + f* 1 ) = H(f,u>) + J riAdP + J /V(/*7) + J /3A d(/* 7 ). 

De plus, 

J flAd(3= J f* 1 Af*u J = J /*(7 Aw). 

Comme 7 A cu = 0 car c’est une forme differentielle de degre 2 n — 1 sur § n , cette integrale 
est nulle. De meme, f * 7 A d(f* 7) = /*(7 A d'y) = 0 . 

Finalement, d(/3Af*j) = d/3 A /*7 + (—l) n-1 /3 A d(f*'y). Comme d/3 A f *7 = 0, comme 
ci-dessus, on obtient 

P A d(f* 7) = (-1)”" 1 / d(/3 A r 7 ) = [ P A /* 7 = 0. 

J Jd§2n-l 

Cela montre que H{f,u) = 


Scheme E.159 Si (j) est un diffeomorphisme local, on sait que 

4>*{fu o)(®) = J<t>(x)f((/)(x))uj 0 , 

oil Jcj) est le jacobien de (/>, e’est-a-dure le determinant de sa differentielle. 

Ici, c/> est la multiplication a gauche par une matrice M. qui est lineaire done egale a sa 
differentielle (le cas de la multiplication a droite est identique). Notons que le determinant 
de c/> est polynomial en les coefficients de la matrice M. Ainsi, il suffit de le determiner sur 
un ouvert non vide pour le determiner partout. 

Soit Eij la matrice elementaire qui a un 1 en position (i,j) et des 0 ailleurs. Quand M 
est diagonale, MEij = si bien que dans la base des E la multiplication par M 

est diagonale, et son determinant est \\{Mn) n = det(M) n . On en deduit le meme resultat 
quand M est diagonalisable. Les matrices diagonalisables contenant un ouvert non vide 
(l’ensemble des matrices a valeurs propres reelles deux a deux disjointes), on obtient la 
meme formule pour M quelconque. Ainsi, Jc/>(A ) = det(M) n , puis 


4>*uj(A) = det(M) n det(AM) u ujq = det(A) n wo = w(A) 
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i.e. oj est invariante. 

Pour l’unicite, si uj(A) = f(A)uJo est invariante, on peut supposer que f(I n ) = 1. En 
ecrivant la meme equation d’invariance que ci-dessus, on en deduit f(A) = det(A) _Tl . 

Remarque. Des qu’un groupe agit transitivement (i.e. Vx,y,3g,g(x) = y ) par diffeomor- 
phismes sur une variete, il y a de meme au plus vine forme volume invariante par le groupe 
sur cette variete, pour les memes raisons. 

Scheme E.160 (1) Notons U = M — { P) et V une petite boule autour de P. On va 

appliquer la suite exacte de Mayer-Vietoris (en cohomologie a support compact) a U et V. 
Notons que H k (V) — H n ~ k (V) = K si k = n et 0 sinon. De meme, en utilisant d’abord la 
dualite de Poincare, puis le fait que 1/nPse retracte par deformation forte sur § n _i, on 
a H k (U n V) ~ H n ~ k (U n V) = M si k = 1 ou n et 0 sinon. 

Le debut de la suite exacte donne 

0 -> H®(U flL)-> H° C {U) © H° C (V) -> H° C (U U V) -»• Hl{U 0 V) ->• .... 

Mais H°(U 0 V) = H Q C (V) = 0. II reste 0 -> H°(U) -)• H° C {U Ub) ->M-> _La fleche 

H®(U) —>• H®(U U V) n’est pas surjective puisqu’une fonction constante sur un voisinage 
de P et a support compact est nulle. Ainsi, on a une suite exacte courte 0 —>• H®(U) —>• 
H®(U U L) ^ M -> 0. 

La fin de la suite exacte est 


H™{U 0 V) —> H£(U) © H™(V) —> H?(U U V) —» 0. 

Comme la fleche H™(U(IV) —>• H™(V) est un isomorphisme (dans les deux cas, ces espaces 
sont identifies avec M par 1 ’integration des formes differentielles), on en deduit que j* : 
H™(U) —>• H™(M) est un isomorphisme. 

Finalement, dans les degres intermediaires (et compte tenu de ce qui se passe en degre 
0 et n), on a une suite exacte courte 

0 —> H k (U ) —> H k (U U V) —> 0. 


Autrement dit, j* est un isomorphisme en degre k. 

( 2 ) On peut utiliser la question precedente pour calculer la cohomologie a support 
compact du tore prive d’un point. Cependant, il est plus rapide de remarquer que le tore 
prive d’un point se retracte sur un bouquet de deux cercles, et qu’il en va de meme de M 2 
prive de deux points. Ainsi, ces deux espaces ont meme type d’homotopie. Ils ont done 
meme cohomologie de de Rham. Par dualite de Poincare, ils ont meme cohomologie a 
support compact. 

Cependant, ils ne sont pas diffeomorphes. Par exemple, on peut regarder le nombre de 
"bouts" (le nombre minimum de composantes connexes non compactes dans le comple- 
mentaire d’un ouvert d’adherence compact) : il y en a 1 pour le tore prive d’un point, et 
3 pour le plan prive de deux points. 


Scheme E.164 Partie I (1) L’application / : E — {0} — » K, restriction de Q, est C°° 
car polynomial, et sa differentielle en un point x = (aq,. .., x p , y ±,..., y q ) est l’application 
lineaire 

p q 

(X u ...,X p ,Y u ...,Y q )^ 2^ x,X t - 2 VjYj , 

i= 1 j= 1 
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qui est non nnlle, car r / 0, done surjective car M est de dimension 1. Done / est une sub¬ 
mersion, et comme p est non nul, 1 est dans 1 ’image de / (on n’oubliera pas de verifier cette 
condition, sinon M serait vide, et la formule de la codimension ne serait pas satisfaite ). 
Done par le theoreme des submersions, M = / -1 ( 1) est une sous-variete C°° de E — {0}, 
done de E, de codimension 1, done de dimension p + q — 1. 

(2) II est immediat que M est l’ensemble des [xq : x\ : ... : x p : y\ : ... : y q ] dans P tels 
que 

2 , ,2 2 2 2 
x i H-t - x p - y l - y q =x o, 

car cet ensemble est ferme, et contient de maniere dense M. Pour montrer que M est une 
sous-variete C°° de dimension p + q — 1, il suffit de montrer, par localite, que l’intersection 
de M avec le domaine des cartes affines usuelles de P est une sous-variete C°° de dimension 
p + q — 1. Notons Ui l’ouvert de P defini par X{ 0 pour 0 < i < p et, si q > 1, Vj celui 
defini par yj 0 pour 1 < j < q. Pour 1 < i < p, soit <p l : U l —» E 9 + i )P _i la carte locale 
C°° definie par 


[xq \ xi x p : yi \ 


■ Vq] 


(xo m 

\ ’ ’ 
\Xi Xi 



X\ 

Xi 

Xp 

xfi 

Xi" 

• 1 1 • • 

Xi 

' ’ Xi 


avec la notation usuelle du chapeau signifiant l’omission du terme. Alors pfiUi n M ) = 
qui est une sous-variete C°° de dimension p + q — 1 par ( 1 ). Si 1 < j < q, soit 
fij : Vj —> E Pi q la carte locale C°° definie par 


[x 0 : xi : : Xpiyi : 



Xp m vi yq 

yj yj vj vj yjJ 


Alors i/jjiVj n M) = Mp q , qui est une sous-variete C°° de dimension p + q — 1 par ( 1 ). 
Enfin, si po : U$ —>• E Pig est la carte locale C°° definie par 


[x 0 : xi : ... : x p : yi 


■ y q ] 



Xp m yq_ 
Xo ’ Xo ’ ’ Xo 


alors de meme, ipo(Uo H M) = M est une sous-variete C°° de dimension p + q — 1 de E. 

(3) Si q = 0, alors M — M est vide, done une sous-variete de dimension — oo. Sinon, 
M P} q — Adp q est l’image par le C°°-plongement de P p ,<j-i dans P Pi(J defini par 


[x 0 : xi : ... : x p : yi : ... : y q - 1] i->- [0 : xi : ... : x p : yi : ... : y q -1 : x 0 ] 

de M Pt q-i, done M Pj(J — M p ^ q est une sous-variete de P Pj(? de codimension 2, done de 
dimension p + q — 2. 


Partie II (1) Par I (1), l’espace tangent en x = (xi,..., x p , yi ,..., y q ) a M est 


T X M = Ker dQ x = {(Xi,..., X p , Y\,..., Y q ) € E : ^ x,X t - ^ yjYj = 0} . 

3=1 


2—1 


Done A(x), B(x), C(x) appartiennent a T X M. De plus, les applications x i— > A(x),x i— > 
B(x),x i —> C(x) de M dans E sont C°°, done A, B, C sont des champs de vecteurs C°° sur 
la sous-variete M de E. Soit ipt 1’application, clairement de M dans M, definie par 


(xi,.. .,x p ,yi, ...,y q )^f (xi cosht + y 1 sinh t,x 2 ... ,x p ,xi sinh t + y 1 cosht,y 2 , ...,y q ). 
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Alors <po(x ) = x et facilement ^ip t (x) = C(ipt(x)). Par unicite, (<y9 t ) t£ R est done le flot de 
C. De meme, les dots de A et B sont respect ivement 

(xi, ... ,x p ,yi,... ,y q ) !-)• (x'i cost + x 2 sin t, -xisinf + x 2 cos t,x 3 . .., x p , yi,. .. ,y q ) 


et 


(xi, ...,x p ,yi,...,y q )^ (xi, ...,x p ,yi cos t + y 2 sin t, -y± sin t + y 2 cos t, y 3 ,..., y q ) . 


Les trois dots sont definis sur M, done A, B, C sont complets. 

Comme C ne depend pas de x 2 , et A ne depend pas de y i, on a 

r . / \ d d x 2 . ui . , . 

(x) = x 2 ^-byi-*— = — C(x) - —A(x) , 

ayi ax 2 xi xi 

la derniere egalite etant veridee si xi est non nul. 

(2) On se place dans l’ouvert considere. Comme sont lineairement inde¬ 

pendants, il est immediat de voir que si la combinaison lineaire aA(x) + /3B(x) + 7 D(x) 
est nude, alors, puisque xi 7 ^ 0 et y\ 7 ^ 0, on a a = /3 = 0, et done 7 = 0 . Done par (1), 
A est un champ de 3-plans sur M. Puisqu’il est engendre (en tant que C°° (M, M)-module) 
par des champs de vecteurs C°°, il est de classe C°°. Comme ci-dessus, on veride que 

[B,C](x) = V2-S~ = —C(x) - —B(x) . 

5xi dy 2 yi y 1 

Clairement [A, B] est le champ de vecteurs nuls. Done A est stable par crochets de champs 
de vecteurs, et par le theoreme de Frobenius, A est integrable dans l’ouvert considere. 


Partie III 


(1) Posons 




j-p 

0 



avec I n la matrice unite n-n. Matriciellement, 0(p,q ) est le sous-groupe de GL P+(? (M) 
des matrices inversibles x telles que t x I Ptq x = I p ^ q . Pour montrer que 0(p,q ) est un 
sous-groupe de Lie, au moins trois solutions sont possibles : 

1. il sufdt de remarquer que 0(p, q) est le stabilisateur de Q pour Faction (polynomiale, 
done C°°) du groupe de Lie GL(E) sur l’espace vectoriel (done la variete C°°) des 
formes quadratiques sur E, done est un sous-groupe de Lie par un resultat de cours; 

2. on peut utiliser le theoreme de Cartan, en remarquant que 0(p,q ) est ferme, par 
continuity de Fapplication de GL P+(? (M) dans l’espace vectoriel de dimension finie 
Sym p+(J des matrices carrees symetriques reelles de taille p + q definie par x 1 —> 

t /yi T /yi • 

^ ± Pi c L ^ ’ 

3. par le theoreme des submersions, il suffit aussi de remarquer que cette application, qui 
est C°° car polynomiale, est une submersion : sa differentielle en x est Fapplication 
de 0 [ p+g (M) dans Sym p+g definie par y ^ t x I Ptq y + t y I Ptq x, et toute matrice 
symetrique z de Sym p+f/ s’ecrit de la forme t x I Ptq y + t y I P)q x avec y = ^x I p ^ q z € 
g[ p+g (M) par exemple. 
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Les premiere et troisieme methodes donnent de plus que la dimension de 0(p, q ) est (p + 

q ) 2 - (p + q)(p + q +1)/2 = (p + q){p + g - i)/2. 

De meme, O(p) x 0(q), comme sous-groupe ferme de 0(p,q), est un sous-groupe de 
Lie de 0(p,q). Mais, matriciellement, c’est le sous-ensemble des matrices diagonales par 
blocs p-p et q-q, de premier bloc diagonal dans 0(p), et de second bloc diagonal dans 0(q), 
c’est done une sous-variete de .Mp_|_ g (M), contenue dans 0(p,q), done une sous-variete de 
0(p,q ) qui est un sous-groupe, done c’est un sous-groupe de Lie de 0(p,q). 

(2) L’action lineaire de 0(p, q) sur E preserve chaque ligne de niveau de Q, par definition, 
done preserve M. Par restriction a une sous-variete C°°, l’action de 0(p,q) sur M est 
encore C°°. Montrons qu’elle est transitive. 

On peut simplement utiliser le theoreme de Witt, en disant que si x,y sont dans M, 
comme Q est non degenere et que Q(x) = Q(y) 7^ 0, alors il existe un element de 0(p,q ) 
envoyant x sur y. On peut aussi raisonner plus explicitement, comme suit. Comme le 
groupe orthogonal 0(n ) agit transitivement sur chaque sphere de rayon r dans M n , tout 
element de M peut etre envoye, par un element de 0{p) x 0(q), sur un element de M de 
la forme (xi, 0,..., 0, yi, 0,..., 0) avec x± > 0, y\ > 0. Ecrivons x\ = cosht, y\ = sinh t. ce 
qui est possible car x\ — yf = 1 et xi, y\ > 0. Alors, avec les notations de la question II 
(1), l’element ip-t, qui est dans 0(p, q), envoie (xi, 0 ,..., 0 , yi, 0 ,..., 0 ) sur ( 1 , 0 ..., 0), ce 
qui montre la transitivite. 

Soit H le stabilisateur du point (1,0... , 0). Alors un resultat du cours montre que H 
est un sous-groupe de Lie de 0(p, q), et que M est C°°-diffeomorphe a la variete homogene 
0(p, q)/H. 


Partie IV (1) a) Pour x = (xi,..., x p , yi ,..., y q ) dans M et t dans [0,1], posons 

1 


h(t, x) = 


y/(xl + • • • + x 2 p ) - (1 - t) 2 {yl + • • • + y 2 q ) 


(xi,..., x p , (1 - t)yi, • • ■, (1 - t)y q ) 


u > 


qui est bien defini, car le terme sous la racine carree est strictement positif, et h(t, x) 
appartient a M. 

[Pour une formule plus compliquee, on pouvait aussi prendre la suivante. Pour x = 
(xi, ..., Xp, yi, ..., y q ) dans M, posons 

t(x) = argcosh(xf + • • • + x^) , 

qui existe car x\ + • • • + x^ > 1, et est continu en x. Pour s € [0,1], posons h(x,s ) = 
(xi(s),..., Xp(s), yi(s),..., y q (s)) avec 


Xi(s) = 


xf + 


+ x 2 p 


: cosh((l — s)t(x)) et yj(s) = 


Vi 


\jv\ + ••• + ?/, 


; sinh((l — s)t(x)) 


si y\ + • • • + y 2 / 0, et yj(s) = 0 sinon, pour 1 < i < p, 1 < j < y.] 

Alors h : M x [0, 1] —> M est continue (car < 1), et h(x,0) = x,h(x, 1) € 

M n (M p x {0}) et h(x,s ) = x si x € M n (M p x {0}). Done h est une retraction par 
deformation forte cherchee. 
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Xi 



b) Par invariance par equivalence d’homotopie de la cohomologie de de Rham, la variete 
M admet done la meme cohomologie de de Rham que la sous-variete M n (M p x {0}) de 
M, qui est C°°-diffeomorphe a la sphere de dimension p — 1. Done, par le corns, 


^dr(M) ~ 



si 

0 

= 

k 

= 

P~ 

- 1 

si 

0 

= 

k 

< 

P~ 

- 1 

si 

0 

< 

k 

< 

P~ 

- 1 

si 

0 

< 

k 

= 

P~ 

- 1 

si 

k 

> 

n 





(2) a) Methode 1 : Si G preserve l’orientation, alors l’atlas de cartes construit pour 
dehnir la structure de variete C°° de G\N a partir de cartes orientees de N est un atlas 
de cartes oriente, car obtenu en composant des cartes orientees de N avec des restrictions 
d’elements de G. 

Reciproquement, en notant ^r la projection canonique, si G\N est orientable, hxons 
l’une de ses orientations. Alors N admet une orientation, en prenant pour cartes les (U, ipo 
7 r), ou (V, (p) est une carte orientee de N, et 7 r : U —> V un C°°-diffeomorphisme. Et G 
preserve par construction cette orientation, car it o g = ir pour tout g dans G. Comme N 
est connexe, elle n’admet que deux orientations possibles, et si G preserve l’une, alors G 
preserve l’autre. Done G agit en preservant l’orientation. 

Methode 2 : Si en est une forme volume de N, si G preserve l’orientation, alors la 
somme hnie es ^ encore une forme volume (car dans chaque carte locale, le jacobien 

des g dans G sont de meme signe). Cette forme volume est G-invariante par construction, 
done dehnit une forme volume sur G\N, et cette variete quotient est par consequent 
orientable. 

Reciproquement, si G\N est orientable, soit uj une forme volume sur G\N et 7 r : N —» 
G\N la projection canonique, alors uj' = tt*lu est G-invariante, car it o g = it pour tout 
g dans G. Comme 7 r est un C°°-diffeomorphisme local, uj' est une forme volume. Puisque 
g*uj' = uj' pour tout g dans G, le groupe G preserve l’orientation. 

b) Considerons l’application C°° de § p _i x S q dans M, definie par 

7 T : ((xi,.. .,x p ), (yi ,.. .,y q ,x 0 )) [x 0 : xi : ... : x p : y 1 : ... : y q \ . 

Cette application est bien dehnie, par exemple parce que les Xi ne sont pas tous mils. 
L’image de 7 r est formee des [xq : x\ : ... : x p : y\ : ... : y q ] tels que x\ + • • • + x\ = 
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Vi + ■ ■ ■ + Vq + Xq = 1, done en particular est contenue dans M. Reciproquement, pour 
tout element [xq : x\ : ... : x p : y\ : ... : y q \ de M, en posant t = x 2 + • • • + x 2 = 
yf + ■ ■ ■ + Uq+ Xq > 0 , en multipliant les coordonnees homogenes par t -1 / 2 , on obtient que 
cet element est bien dans l’image de n. L’image reciproque d’un point [xq : x\ : ... : x p : 
y\ : ... : y q \ de M, ecrit de sorte que x 2 + • • • + x 2 = y\ + • • • + y q + Xq = 1, est exactement 
{±((xi,..., x p ), (y i,..., y q , Xo))}. Comme n est clairement un C°°-diffeomorphisme local 
(par exemple par le theoreme d’inversion locale en prenant des cartes locales de P), de 
cardinal des fibres egal a 2 , e’est done un revetement a deux feuillets. Le groupe G = TL^TL 
agit librement par x H > ±x sur N = § p _i x § g , et ir induit un C°°-diffeomorphisme de 
G\N sur M. 

c) Si q = 0, alors M est C°°-diffeomorphe a § p _i, done est orientable. Si p = 1, alors 
en prenant pour hyperplan a l’infini celui d’equation x\ = 0, qui ne rencontre pas M, 
on obtient que M est C°°-diffeomorphe a E> q , done est orientable. Si (p — 1 )q ^ 0, alors 
N = §p_i x §> q est connexe, et par ce qui precede, M est done orientable si et seulement 
si l’application t : x i->- — x de N dans N preserve l’orientation. Or, pour tout (x, y) dans 
N, l’application T/ x ^t est diagonale par blocs de T x S p _i x T y S> q dans T_ x Sip_i x T_ y S q , 
et lorsque ces espaces sont munis de bases positives, produits de bases positives, le signe 
du determinant de T^ x ^t vaut le produit des signes des determinants des applications 
tangentes des antipodies des spheres S p _i et S ? , done vaut (—l) p ( —l ) 9 ^ 1 = (— l) p+q ~ l . 

Done si (p — 1 )q ^ 0, alors M p ^ q est orientable si et seulement si p + q est impair. 

(3) a) Soit V = M — M O (M p x {0}). Pour x = [xo : x\ : ... : x p : y\ : ... : y g \ dans V et t 
dans [ 0 , 1 ], posons 


h(x,t ) = 


tx o : x\ 


. Vy 2 i+-+y%+0--t 2 K 

.xp.yi ^ 


"{ + - + yq 


yq 


yj yl+---+yl+(X-t 2 )xl 

y/y'i+~+y% 


qui est bien defini et appartient a V. 

[Pour une formule plus compliquee, on pouvait aussi prendre la suivante. Soit x = [xo : 
x\ : ... : x p : yi : ... : y q \ dans V, ou nous supposerons que xq = 1 si Xo 7 ^ 0. Remarquons 
que y\ + • • • + y q 7 ^ 0 , et posons 

t(x) = argcosh(x 2 + • • • + x y ) , 

si xo / 0 , qui existe alors car x 2 + • • • + x 2 > 1 , et est continu en x tant que xo / 0 . 
Pour s € [0,1], posons h(x,s) = [xo(s) : xi(s) : ... : x p (s) : yi(s) : ... : y q (s)] ou, pour 
1 < i < p, 1 < j < q, on a Xj( 1 ) = Xi,yj( 1 ) = yj et xo(l) = 0, et si s / 0, alors xo(s) = 1 
et 

Xi(s) = — = cosh(- t(x)) et y-j(s) = — = sinh(- t(x)) 

<Jx\ + - + xl 1 - 5 ^ + '"+9 , 2 1 - 5 


si xo / 0, et Xo(s) = 0, Xj(s) = Xj, Vj(s) = yj si xo = 0. Remarquons que si x 2 + • • • + x 2 = 
1 + y\ + ''' + Uq tend vers + 00 , alors cosh y^t(x) ~ sinh j^t(x) uniformement pour s 

dans [ 0 , 1 [, et x\ H-h x 2 ~ y\ H-b y q \ 

Alors h : V x [0,1] —> V est continue, et h(x, 0) = x, h(x, 1) € M — M et h(x, s) = x si 
x € M — M. Done h est une retraction par deformation forte cherchee. 

b) Supposons que g / 1. En posant U = M, qui est un ouvert de M, alors l’ouvert 
U n V de M se retracte par deformation forte sur la sous-variete S de M formee des 
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points x = (xi,...,x p ,yi,...,y q ) tels que y\ +-b y 2 = 1 (et done x\ + • • • + x 2 = 2). 

II suffit comme precedemment de considerer l’application h : (U n V) x [0,1] —>• (U fl V), 
ou, pour s 6 [0,1] et x dans U C V, on a h(x, s ) = (xi(s),..., x p (s),yi(s ),..., y q (s)) avec 
t(x) = argcosh(x 2 + • • • + x 2 ) et 

Xi(s) = — = cosh((l — s)t(x) + s argeosh V2) 

y x \ + ■ ■ • + 
et 

yj(s) = — =' sinh((l — s)t(x) + s argsinh 1) . 

s/vl + - + vl 

On remarque que S est C°°-diffeomorphe a la variete C°° produit § p _i x §q_i 


Vi 



c) Par ce qui precede, M 21 est connexe (car M 21 I’est, ceci parce que = M, 

mais e’est immediat sur le dessin, car M 2 1 est l’hyperboloide a une nappe), orientable, de 
dimension 2 . Done H°(M2,1) — M, M 2 (M 2 ,i) ~ R et H k {M2 y i) = 0 si k > 2 . 

La suite exacte de Mayer-Vietoris donne une suite exacte 

0 —■» H°(M 2 , 1 ) —> H°(U) x H°(V) —> H°{U 0 V) —> 

H X (M2,1) —> H x {TJ) x H l {V) —> H l (U 0 V) —> H 2 (M 2 , r) —> H 2 {U) x H 2 (V) . 

Comme U a le type d’homotopie de § 1 , V le type d’homotopie de § 1 , et U n V le type 
d’homotopie de §1 x §q> 011 a done une suite exacte 

O-fK^Mxl^MxM^ H 1 (M 2) 1 ) 4MxM4lx84K->0. 

Comme la somme alternee des dimensions d’une suite exacte finie d’espaces vectoriels de 
dimension finie est nulle, on a done M 1 (M 2 j i) — M 2 (en fait, M 2,1 est C°°-diffeomorphe au 
tore T 2 ). 

Maintenant, par ce qui precede, M 2t2 est connexe (car M 2 ^ 2 l’est, par exemple parce que 
H°(M 2)2 ) = M), non-orient able, de dimension 3. Done H°(M 2)2 ) ~ M, et H k (M 2j2 ) = 0 si 
k > 3. La suite exacte de Mayer-Vietoris donne une suite exacte 

H q (M 2)2 ) —>• H°(U) x H°(V) —»• H°{UCV) —> H l {M 2 , 2 ) —> H l (U) x H l (V) —»• 
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if 1 (17 nl^)^ H 2 (M 2)2 ) —> H 2 {U) x i7 2 (P) —> i7 2 (U n D) —> h 3 (m 2}2 ) . 

Comme U a le type d’homotopie de Si, 1/ le type d’homotopie de M 2 \. et U PI V le type 
d’homotopie de Si x Si, 1’application H°(U ) x H°(V) —> H°(U n V ) est surjective, et on 
a done une suite exacte 


0 -> H 1 (M 2 , 2 ) ^KxM 2 ^M 2 -^ H 2 (M 2}2 ) -> M 2 -► 0 . 

II n’est pas difficile de voir que 1’application i7 1 (C/) x H 1 ( V) — > H l (JJ n V) est surjective, 
done par exactitude H l {M 2>2 ) ~ M et H 2 (M 2>2 ) ~ M 2 . 


Partie V (1) L’algebre de Lie 5(2 (M) est l’algebre de Lie des matrices reelles 2-2 de trace 


nulle. Posons 


X = 


Alors tr X 2 = 2a 2 + 2 be. L’application 




a b 
c —a 

b — c b + c 


,y/2 1 


convient. Si O' est un autre tel isomorphisme lineaire, alors O' o 0 1 est un automorphisme 
lineaire de Ei 2 , qui preserve Qi, 2 ) done est dans 0(1,2). 


(2) Comme Ad : g ^ {X i-» gXg ~ 1 }, on a (Ad g)*Q' = Q' car tr ( gXg~ 1 ) 2 = tr X 2 . Si g S 
Ker Ad, alors g commute avec toute matrice de trace nulle, en particulier avec toute matrice 
diagonale non nulle de trace nulle, done g est diagonalisable sur M, et puisqu’elle commute 

avec f q 0 ) ’ S6S coe ® c ^ en ^ s diagonaux sont egaux, et puisque g est de determinant 


1, on a g = ±Id. Done le morphisme de groupes de Lie Ad induit un morphisme de 
groupes de Lie injectif de PSL 2 (M) dans GL(sl 2 (M)), qui, quand on le conjugue par 0, est 
un morphisme de groupes de Lie injectif de PSL 2 (M) dans 0(1,2). Comme PSL 2 (M) est 
connexe, son image est contenue dans la composante neutre Oo(l,2) de 0(1,2). Comme 
Oo(l, 2) et PSL 2 (M) sont de dimension 3 (par la question III (1)), et puisqu’un morphisme 
de groupes de Lie est une application de rang constant, on deduit du theoreme de forme 
normale des applications de rang constant que l’image de PSL 2 (M) contient un voisinage 
de l’identite, mais comme l’image est un sous-groupe et que tout voisinage de l’identite 
d’un groupe de Lie connexe engendre ce groupe de Lie, l’application g i->- 0 o (Ad g) o 6~ 2 
est done un isomorphisme de PSL 2 (M) dans Oq(1,2). 


X\ 
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(3) Soit 1-L+ la composante connexe de l’hyperbolo'ide a deux nappes M\p contenant le 
point (1,0,0). Alors Oo(l,2), qui preserve 7-L+, agit transitivement sur W+, car 0(2,1) 
agit transitivement sur M 12 , et l’espace homogene 0(2, l)/Oo(2,1) est discret, car son 
espace tangent est de dimension nulle, car 0(2,1) et Oo(2,1) ont meme algebre de Lie. 
Le stabilisateur du point (1,0,0) dans Oq(1,2) est, comme le montre un petit calcul, le 


sous-groupe de Lie H forme des matrices 


1 0 
0 A 


avec A £ S0(2), done est un groupe 


de Lie abelien compact. Done p _1 (iL) est aussi un sous-groupe de Lie abelien compact de 
PSL 2 (M). Notons encore SO(2) le sous-groupe de PSL 2 (M) image (injective) de SO(2) par 
la projection canonique SL 2 (M) —>• PSL 2 (M). Par compacite et un argument de frome de 
Jordan, tout element de p _1 (iL) est de valeurs propres de module 1, et de determinant 1, 
done conjugue a un element de SO(2). Comme p~ l {H) est abelien, quitte a conjuger p, 
nous pouvons done supposer que p _1 (iL) C SO(2), et il y a egalite par un argument de 
dimension. 

Done p induit une bijection, evidemment />equivariante, entre les varietes homogenes 
PSL2(M)/SO(2) et Oo(l,2)/iL. Par les applications orbitales en i et en (1,0,0), ces espaces 
homogenes sont, de maniere equivariante, C°°-diffeomorphes a H et T-L+ respectivement. 
Le resultat en decoule. 


Partie VI (1) Par le theoreme de changement de variable des formes differentielles, l’en¬ 


semble cherche est celui des elements g de GL(IE) dont le jacobien (dans la base canonique 
de E) est egal a 1. Comme la differentielle d’une application lineaire est egale a elle-meme, 
l’ensemble cherche est SL(E). 


(2) Posons X(x) = x. Alors X est un champ de vecteurs C°° sur E. Son hot est defini par 
<Pt(x) = e t x pour tout t dans M et x dans E, par unicite. En particular, X est complet. 
Nous avons vu dans I (1) que T X M est l’orthogonal de x pour la forme bilineaire associee 
a Q. Done X convient. 


(3) II suffit par linearite de le montrer si a est une /c-forme differentielle. Le calcul est alors 
sans surprise. Pour tout x dans N et X ±,..., X^-i dans T X N, on a 


{g*(izot)) x (X 1 ,... ,X k _i) = (i z a) g ^(T x gXi, ... ,T x gX k _i) = 
a g ( x )(Z(g(x)),T x gX 1,..., T x gX k _ x ) = 
°‘ 9 (x)( T xg(T x gy 1 (Z(g(x))),T x gX 1 ,... ,T x gX k _ 1) = 

{g*a)x(g*z(x),x 1 ,... ,x k _ x ) = ( i g *z(g*u)) x (x ± ,..., x k _ x ). 


(4) En notant encore x z la restriction a M de la i-eme fonction coordonnee de E, on a par 
linearite et puisque i_a_(dxi A a) = a, 

dx t 

p _ 

uj' = (—1 ) l ~ 1 Xi dx 1 A ... dxi A • • • A dx p A dyi A • • • A dy q — 

i=l 

Q _ 

(—1 ) p+ j~ 1 yi dx 1 A • • • A dx p A dy\ A ... dyj A • • • A dy q . 

3 =l 
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Comme x = (aq,..., x p , yi ,..., y q ) ne s’annule pas si x est dans M, la forme differentielle 
de degre maximal uj' ne s’annule pas sur M, done uj' est une forme volume sur M. 

Comme g est lineaire, sa differentielle en tout point est egale a elle-meme, done g*X = 
X. Comme Oo (p,q) est contenu dans SL(IE) (il est en fait egal a SOo (p,q)), on a par (1) 
que g*uj = uj. Enfin, Oo(p, q) preserve M. done g* commute avec /*. Done par la question 
precedente, Oo (p,q) preserve uj'. 

Par transitivite de Oo(p, q) sur chaque composante connexe de M, et le fait que l’espace 
vectoriel des p-formes alternees sur un espace vectoriel de dimension p soit de dimension 
1, le resultat en decoule. 

Scheme E.165 Posons G = SL n (R). 

(1) Soit x € £ n . L’application / : _M ni i(R) — {0} —t R, definie par X i —> t XxX, est C°° 
car polynomiale, et sa differentielle en un point X est l’application lineaire de _A/f ni i(R) dans 
R definie par Y H > t YxX+ t XxY qui est non nulle (en prenant Y = X 0, car x est definie 
positive), done surjective car R est de dimension 1. Done / est une submersion, et comme 
/ est non nulle et quadratique, 1 est dans l’image de / (on n’oubliera pas de verifier cette 
condition, sinon la formule de la codimension ne serait pas satisfaite ). Done par le theoreme 
des submersions, E x = /” 1 (1) est une sous-variete C°° de A / ( n) i(R) — {0}, done de .M n) i(R), 
de codimension 1. L’espace tangent en X est le noyau de Y i —> 'YxX + t XxY = 2'XxY 
car x est symetrique. C’est done l’orthogonal de X pour le produit scalaire defini par x. 

(2) a) Soit S le sous-espace vectoriel de dimension n(n + l)/2 de Af n (M) forme des matrices 
symetriques. La restriction / a S de l’application determinant est C°° (car polynomiale) 
et, par multilinearite, sa differentielle en un point x de S de vecteurs colonnes x\,...,x n 
est l’application lineaire de S dans R definie par 

n 

H E det(aq, • • •, x^—i , Hj~, x^+x ..., x n ) , 

i= 1 

ou H i,..., H n sont les vecteurs colonnes de H. Si x appartient a £ n . alors cette differentielle 
est non nulle, car en H = x € S, elle prend la valeur n. Comme I n appartient a £ n . le sous- 
ensemble non vide £ n = /^ 1 ( 1) est done une sous-variete C°° de S , done de _Ad n (R), de 
dimension n(n + l)/2 — 1. La connexite (par arcs) de £ n decoule du fait que tout element de 
£ n est diagonalisable en base orthonormee, a valeurs propres reelles strictement positives, 
et par connexite par arc de l’ensemble des re-uplets d’elements de R^ de produit un. 

[On pourrait aussi montrer que l’application exponentielle de l’espace des matrices 
de trace nulle dans _M n (R) est un C°°-plongement (au sens de la definition precedent la 
proposition 2.17), d’image £ n , ce qui entraine par le cours que £ n est une sous-variete C°°.] 

b) Pour tout g dans G, l’application g est C°° (car restriction a sous-variete de Ad n (R) 
d’une application lineaire), d’inverse g~ 1 a valeurs dans £ n car det (gx'g) = 1 si det(g r ) = 
det(x) = 1, done est un C°°-diffeomorpliisme. 

c) L’application G x £ n £ n definie par (g, x) i —> gx l g est une action (a gauche) C°° de 
G sur £ n , transitive (car par un argument de diagonalisation dans une base orthonormee, 
tout element de £ n peut s’ecrire sous la forme g l g avec g dans G ), de stabilisateur du point 
I n egal a SO(n). Done par le theoreme 5.38, l’application orbitale g i—)• g'g en I n induit un 
C°°-diffeomorphisme de SL n (R)/SO(n) dans £ n . 

d) L’application / : £ n x (A / ( rij i(R) —{0}) —> R, definie par (x,X) i->- t XxX, est C°° car 
restriction d’application polynomiale, et sa differentielle en un point {x, X) est l’application 


307 


lineaire de T x £ n x dans M definie par (Y, Y') i —> t Y'xX + t XxY' + t XYX qui est 

non nulle (en prenant Y' = X ^ 0 et Y' = 0), done surjective car M est de dimension 1. 
Done / est une submersion, et 1 est dans l’image de /. L’ensemble £ n s’identifie a /par 
lapplication ( X € E x ) H > (x,X). Done par le theoreme des submersions, £ n = / -1 ( 1) est 
une sous-variete C°° de £ n x (A / i n ,i(M) — {0}). Par restriction, l’application ir : (x,X) i->- x 
de £ n dans £ n est C°°, et les deux structures de sous-varietes sur les fibres coincident bien. 
Pour tout x dans £ n , il existe un voisinage ouvert U de x dans £ n , et une section cr : £ n —>• G 
de classe C°° de la fibration G —> SL n (M)/SO(n) ~ £ n . L’application (x,X) H)■ (x, a(x)X) 
de 7r ~ 1 (U) dans U x § n _i est une trivialisation locale au-dessus de U de £ n £ n . 

[Autre methode : l’application (f> : £ n x § n _i —> £ n definie par 

{x ' X) ^ {x ’^kx x) 

est une bijection, d’inverse (x,X) i->- (x, - 7 =^ A). On munit £ n x § n -i de sa structure 

de variete C°° produit, que l’on transporte par cj) sur £ n . La premiere projection ir : £ n x 
§ n _i —> £ n est un fibre trivial sur £ n , conjugue par 0 a la projection canonique de £ n dans 
£ n . Done celle-ci est un fibre C°° de fibre § n _i. Comme 0, en restriction a la fibre de x, 
est un C°°-diffeomorphisme sur E x , le resultat s’en deduit.] 

(3) a) Comme (g o g')* = {g')* o g* et id* = id, le sous-ensemble G a est un sous-groupe. 
Montrons que G a est ferme. II suffit de le faire lorsque a est une p-forme differentielle, car g* 
est graduee, et par consideration des diverses composantes de a dans S2(G) = £l p (G). 

Pour tout x dans £ n et X\,... ,X p dans T x £ n , l’application g 1 —)■ (g*a) x (X i,...,X p ) = 
a g ( x )(T x g(X 1 ),... ,T x g(X p )) de G dans M est C°°, car a et faction de G sur £ n le sont. 
Done 

G a = fl {geG : (g*a) x (X 1 ,...,X p ) = a x (X 1 ,...,X p )} 

X(z£ri, Xi ,...,Xp(z.T x £n 

est ferme. Par le theoreme de Cartan, e’est done un sous-groupe de Lie de G. 

b) Comme la trace est une application C°° sur £ n , sa differentielle a est une 1-forme 
differentielle exacte. De plus, comme g*(d tr ) = d(tr o < 7 ), et que la differentielle d’une 
application sur la variete connexe £ n est nulle si et seulement si l’application est constante, 
un element g de G appartient a G a si et seulement s’il existe une constante c telle que, 
pour tout x dans £ n , on a 

tr gx 1 g — tr x = c . 

On en deduit, par les proprietes de la trace, que tr (g t g) n — tr ( g t g) n ~ 1 = c pour tout 
entier n > 1. Par sommation alternee, on en deduit que la trace de (g t g) n grandit au plus 
lineairement. Comme g t g est symetrique definie positive, ceci n’est possible que si g *g est 
l’identite. Le resultat s’en deduit. 

(4) a) L’application s, qui est bien a valeurs dans £ n car l’inverse d’une matrice sy- 
metrique definie positive l’est encore, est C°°, comme restriction, a la sous-variete £ n du 
groupe de Lie G, de l’application inverse (on peut aussi invoquer la formule donnant l’in¬ 
verse d’une matrice a l’aide de la matrice des cofacteurs). Comme elle est involutive, e’est 
done un C°°-diffeomorphisme. Sa differentielle en I n est la restriction a £ n de la differentielle 
en I n de l’application inverse de G, e’est done X 1 —>• —X. 
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b) Ceci decoule du fait que la differentielle des formes differentielles commute avec 
les images reciproques, du fait que t gos = s o g car pour tout x dans £ n , on a 
t (g _1 ) x~ x g~ 1 = (gx t g)~ 1 , et du fait que le groupe G soit stable par la transposition 
des matrices. En effet, soit a une forme differentielle invariante. Alors pour tout g dans G, 
on a g*(da ) = d(g*a ) = da et, comme t g £ G, 

gsa = (sog)a = (g o s) a = s [ g ) a = s a . 

c) Soit a une forme differentielle invariante. Comme la differentielle est graduee de 

degre +1 et qu’une forme differentielle est invariante si et seulement si chacune de ses 
composantes dans Q(G) = l’est (car les images reciproques sont graduees 

de degre 0), on peut supposer que a est une p-forme differentielle. Comme s(I n ) = I n et 
dsi n est l’application —id, on a (. s*a)j n = (— l) p aj n . Done par invariance et transitivite de 
l’action de G sur £ n , on a (s*a) = (—l) p o:. Comme da est aussi invariante, de degre p+ 1 , 
on a (—1 ) p da = d{s*a) = s*(da ) = (—l) p+ 1 d<x D’ou da = 0 et a est fermee. 

(5) a) II s’agit clairement d’actions a gauche par C°°-diffeomorphismes. Comme Paction 
par translation de Z fc sur le facteur est propre et libre, il en est de meme pour ces actions. 

b) Considerons l’application de x SL n (M) dans x £ n definie par (t,g) ^ ( t,g t g), 
qui est une fibration C°° de fibre SO(n). Elle passe au quotient en une application C°° de 
M dans N, qui est encore une fibration de fibre SO(n), car pour tout representant (t,x) 
d’un point de N, si U est la boule ouverte de centre t et de rayon 1/2, si V est un voisinage 
distingue de x pour la fibration SL n (M) —>• £ n , alors l’image dans N de U x V est un 
voisinage distingue de (t, x) pour la fibration de M dans N. 

Scheme E.166 (1) Les varietes M\ = Si x §4 et M 2 = §2 x § 4 ) comme produits de varietes 
compactes connexes orientables, sont compactes connexes orientables, de dimension 5 et 
6 respectivement. Done Hk(M\) est nul pour k > 6 , Hk(M 2 ) est nul pour k > 7, et, par 
connexite et dualite de Poincare, Hq(Mi), Hq(M 2 ), Hq(M 2 ) sont isomorphes a M. 

Toujours par dualite de Poincare, on a 

Hi(Mi) ~ fr 4 (Mi), ~ LT 3 (Mi), H 1 {M 2 ) ~ H 5 (M 2 ), H 2 (M 2 ) ~ H A {M 2 ) . 

Pour tout k dans N, on identifie §k avec son image dans Sfc+i par le plongement 
(xo, • ■ ■ 1 Xk) '“t (xo, ■ ■ ■ , Xfe, 0) qui est C°°. On note N = (1,0, ..., 0) et S = (—1,0,... , 0). 
Pour tout k dans N, soit Uk (resp. 14) le complementaire de N (resp. S) dans S^, qui sont 
des ouverts contractiles, car homeomorphes a M fc , qui recouvrent E>k- 

Notons U = U\ x § 4 , V = Vj X § 4 , qui sont des diverts de Mi, qui la recouvrent, 
et se retractent par deformation forte sur {*} x § 4 , done ont meme type d’homotopie 
que § 4 . De plus, U 11 V a meme type d’homotopie que §0 x § 4 ) qui est une variete ayant 
deux composantes connexes toutes deux C°°-diffeomorplies a § 4 . La suite exacte de Mayer- 
Vietoris donne done une suite exacte 

M 2 —> M 2 —> iLi(HLi) —> 0 —y 0 —> H 2 (M\') —> 0 , 

ou la premiere fleche est l’application (x,y) 1 —> (x — y,x — y). Done ~ M pour 

k = 0,1,4, 5 et Hk(Mi) = 0 sinon. 

De la meme maniere, en considerant les ouverts U = U 2 x S 4 , V = V 2 X §4 recouvrant 
M 2 , dont l’intersection a maintenant le meme type d’homotopie que Mi, la suite exacte de 
Mayer-Vietoris donne done une suite exacte 

M 2 -> M ->• Hi{M 2 ) ->• 0 —> M -> H 2 (M 2 ) ^0^0^- H 3 (M 2 ) ->• 0 , 
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on la premiere fleche M 2 —> K est surjective (de la forme (x, y) e- x—y ). Done H^Mz) — M 
pour k = 0, 2,4, 6 et = 0 sinon. 

(2) a) On rappelle que les applications u p : U p —>• C” definies par 
u p . z i y {u p p{z ),..., u PtP {z ),..., u p ^ n {z)) 

sont des cartes locales de la variete P n (C), done elles sont C°°, et par composition, leurs 
coordonnees aussi. Comme l’application (u>o,..., w n ) i—?> wqWq + • • • + w n wJJ de C n+1 dans 
M est C°°, par composition par u p , l’application ip p est C°°. 

b) Tout d’abord, u p est bien une forme differentielle (a priori a valeurs complexes, car 
les u p j sont des fonctions C°° sur U p , et toute combinaison lineaire de produits exterieurs 
de differentielles de fonctions C°° est une forme differentielle), en fait a valeurs reelles sur 
U p (e’est pour cela que l’on a multiplie par i : si x et y sont les parties reelle et imaginaire 
d’une application z de classe C°° a valeurs complexes, alors dz = dx + idy et 


dz Adz = —2 i dx Ady . 


Par la propriety de localite (de faisceaux) des formes differentielles, il suffit alors de montrer 
que u p et u q coincident sur U p nU q . Ceci decoule du fait que sur U p (lU q , on a du p j = du q> j 
et ip p = ip q |^| 2 - 

c) II suffit de montrer que u p est fermee sur U p , par les proprietes de localite de la dif¬ 
ferentielle. Pour simplifier les notations, posons Uj = u p j et ip = (p p . On a ip = jy! =0 UkUjJ, 
done 

d (^) = = E ( du £> + u * dw e ■ 

Done, apres permutations et renumerotation, on a 


n /jn n 1 

d i — ) A duj A duj = — d (Uj uj) A duk A d 

j= 0 j,k=0 ^ 


u 


J ■ 


Comme d{ujUk/ip 2 ) = d{ujUk)/p> 2 — 2 UjUkdip/ip 6 , il suffit done de montrer que 


n 

yy Uj Uk dip A duk A duj = 0 . 
j,k =o 


Or cette somme vaut 

n n 

yy Uj ujuj du£ A duk A duj + y^ Uj ujju^ duj A duk A duj . 

j,k,£=0 j,k,l =0 

La premiere somme est nulle par permutation de k et l. La seconde est nulle par permu¬ 
tation de j et t. 

e) Par le theoreme de Stokes, si u n est exacte, alors f p ^ u n = 0, ce qui n’est pas 
possible pour une forme volume. Soit 1 < k < n, alors u k n’est pas exacte non plus, car si 
u k = duj alors puisque u est fermee, et par la formule de derivation, on a 

u n = {du') A u n ~ k = d{u' A u n ~ k ) , 
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et oj n serait exacte. Par la proposition 6.31, on sait que H k (F n (<C)) vaut M si k est pair, 
avec 0 < k < 2n, et vaut 0 sinon. Done la classe de cohomologie de uo k dans H 2k (F n ( C)), 
qui est non nulle, engendre H 2k (F n ( C)). Done l’algebre graduee LP(IP n (C)) est isomorphe 
a l’algebre de polynome tronquee A = M[Al]/(X n+ 1 M[A]) de graduation A = 
avec Ak = FX k si k est pair et au plus 2 n, et 0 sinon. 

(3) Les espaces vectoriels reels gradues PP(§2 x §4) et H* (F^(C)) sont done isomorphes 
par ce qui precede, mais les algebres graduees H*(§> 2 x § 4 ) et H*(F 3 (C)) ne sont pas 
isomorphes, car si oj est un element non nul de H 2 (§> 2 x § 4 ), alors oj 2 est nul, tandis 
que si oj est un element non nul de H 2 (F 3 (C)), alors uj 2 est non nul. Par invariance par 
homeomorphisme de l’algebre de cohomologie de de Rham, les varietes 82 X §4 et ^(C) 
ne sont done pas homeomorphes. 

(4) c) Soient A (resp. B) les ouverts de P n (C) formes des [z\ : Z 2 ] tels que \zi\ < |^ 2 1 

(resp. |^i | > | ^ 2 1) 5 dont la reunion est de complementaire de mesure de Lebesgue nulle dans 
P n (C) (une partie d’une variete C°° est dite de mesure de Lebesgue nulle si son image dans 
toute carte locale C°° est nulle, ce qui est bien dehni, car les applications C°° preservent les 
ensembles de mesure nulle de M n ; l’integrale d’une forme differentielle de degre maximum 
sur une partie de mesure nulle d’une variete compacte orientee est nulle). Sur un voisinage 
de A (resp. B ), l’application u\ : A —>• C (resp. U 2 : B —>• C) dehnie par [z± : Z 2 ] z\/z 2 

(resp. [zi : 22 ] H► 22 / 21 ) est une carte locale, et la forme differentielle i*u coincide avec 
1 + l^ i p du\ A dui (resp. du 2 A dzFz) sur les ouverts A et B. De plus, le jacobien 

du changement de carte, qui est 2 1 —y /, sur le complement aire de A U B est 1. Comrne 
dz Adz = —2 i dx A dy, on a done 




1 

I + I2I 2 


2 dxdy = 47t 



2 r dr 
1 + r 2 


47 rlog 2 . 


Scheme E.167 (1) Ceci decoule du fait que X^(M) est ouvert dans M k (comme com- 
plementaire d’un ferme) et que l’application consideree est la restriction a cet ouvert de la 
i-eme projection de M k dans M, qui est une submersion C°°, par les proprietes des varietes 
produits. 


(2) L’application / : Xk(M) —> M dehnie par f(x\,... , Xk) = Yli j=i\\ x i ~ x j\\ 2 es * 
de classe C°°, et 1 est dans son image (car / est positive, n’est pas l’application nulle 
car k > 2, et est homogene : f(\x\,...,\xk) = X 2 f(x\,. .., Xk))- La i-eme differentielle 
partielle de / est 


d£ 

dxi 


- : h = (hi, ...,h k ) ^ 4 (hi,^2xi - Xj) . 


Si pour tout 1 < i < k on a ~ x j = 0’ a lors par difference, x\ = X 2 , ce qui est 

impossible dans Xfc(M n ). Soit done i tel que 1 < i < k et hi = y/ ? y ; - x t — Xj 7 ^ 0. Posons 
hj = 0 pour j 7 ^ i. Alors ^-(ho ..., hk) = 2||hj || 2 est non nul, et done la differentielle de / 
est surjective en tout point de l’ouvert Xfc(M n ). Par le theoreme des submersions, / _ 1 (1) 
est done une sous-variete C°° de Afc(R n ). 


(3) Le groupe symetrique (3/ c est hni, et Faction a gauche de &sur X^(M) dehnie 
par (a, (xi,... ,£&)) ^ ( x a ~ 1 ( 1 ), ■ ■ ■, x a -i^) est une action par C°°-diffeomorphismes, qui 
est libre car si (x^-i^,... ,x a -i^ k \) = (x±,... ,Xk), alors x a -i^ = Xi pour tout i, done 
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a _1 (i) = i pour tout i, car ou est dans Xfc(M), done a = id. Le resultat decoule alors 
de la construction des structures de variete quotient par une action libre et propre par 
C°°-diffeomorphismes d’un groupe discret. 

(4) Soient (a, b ) € X 2 (S n ), 6 € ]0, 7 r] Tangle de a a b, et O = G ■ (a, b). Si b = —a, alors 
O est l’image par le C°°-plongement x i->- (x,—x) de S n dans X 2 (S n ) (car C°°, injectif, 
immersif en regardant la premiere coordonnee, et de source compacte), done est une sous- 
variete. Supposons done 6 < ir. Comme G preserve les angles, et agit transitivement sur 
les couples de vecteurs unitaires faisant un angle donne, on a O = {( x,y ) € X 2 (S n ) : 
(x,y) = cos 9}. L’application / : X 2 (S n ) —> R definie par (x,y) i->- (x,y) est C°° (car 
restriction d’une application bilineaire a une sous-variete C°°), et cos 6 est dans son image. 
Son application tangente, qui est Tf^ x y ^ : (h,£) i->- (h,y) + {x,£), ou (h,£) parcourt x ± xy- L , 
est surjective pour (x, y) dans O. En effet, on a alors y ^ —x car 9 < tt, done a ; -1 ^ y ± 
(car x 7 ^ y), et si par exemple li £ i 1 - j/ 1 , alors Tft xjV )(h, 0) 7 ^ 0. Done par le theoreme 
des submersions, O = f~ 1 (cos9 ) est une sous-variete C°°. 

Le groupe de Lie G agit done transitivement, de maniere C°° par restriction, sur la 
variete O de classe C°°, done par le theoreme sur les espaces homogenes, si H = G^ a ^ est 
le stabilisateur de (a, b ) dans G, alors H est un sous-groupe de Lie de G et la bijection 
canonique GjH —>• O est un C°°-diffeomorphisme. 

(5) L’application a est C°°, injective, immersive, car s Test, done e’est un C°°-plonge- 
ment, car §1 est compacte. 

Soit A = {(x,y) € M n x M n : y = x} et A' = {(x,y) € M n x R n : y = —x}. Alors 
A et A' sont deux sous-espaces vectoriels supplement air es de E = K n x R”. Si u + v est 
l’ecriture d’un vecteur de E dans la decomposition en somme directe E = A + A', alors 
l’application (t, u + v) >— > (1 — t)u + v de [0,1] x X 2 (R n ) = E — A dans A' — {0} est une 
retraction par deformation forte. Comme R n — {0} se retracte par deformation forte sur la 
sphere § n _i, la variete X 2 (R n ) a done le meme type d’homotopie que S n _i. Comme n > 2, 
on a alors, par invariance par homotopie de la cohomologie de de Rham et le calcul de la 
cohomologie des spheres, H P (X 2 (R n )) ~ R si p = 0, n — 1 et H P (X 2 (R n )) = 0 sinon. 

Pour e assez petit, soit V le e-voisinage ouvert de <r(§i), qui se retracte par deformation 
forte sur <r(§i), done a le meme type d’homotopie que le cercle. 

Soit U = X 2 (R n ) — <t(§i), qui est un ouvert, car u(Si) est compacte. Comme n > 2, 
l’ouvert U est connexe, done H°(U) = R. 

Alors U UV = X 2 (R n ), qui a le meme type d’homotopie que § n _i par ce qui precede. 

De plus, U n V = V — c(Si) a le meme type d’homotopie (par retraction radiale 
perpendiculaire a <r(§i)) que la variete produit Si x S 2 n- 2 - Un argument elementaire de 
suite exacte de Mayer-Vietoris, applique aux deux ouverts (Si — {(1, 0)}) x S 2 n -2 et (Si — 
{(— 1, 0)}) x S 2 n -2 dans la variete connexe orientable Si x S 2 n -2 montre que H p (Si x § 211 - 2 ) 
est isomorphe a R si p = 0,1,2n — 2,2n — 1, et vaut 0 sinon, car n > 2. 

Soit p un entier positif non nul. La suite exacte de Mayer-Vietoris fournit done une 
suite exacte 

-)■ H p {Si x § 2 „_ 2 ) -»■ H p {U) x H p { Si) -»■ H p (§ n _ 1) -»■ H p+1 {§ 1 x § 2 „_ 2 ) . 

Si p / 1, n — 1, 2n — 2, 2n — 1 alors les termes de part et d’autre de H P (U) x H p { Si) 
s’annulent, done H P {U) = 0 par exactitude. 

Si p = 2n — 1, comme n > 2, on a une suite exacte 0 —>• R —>• H P (U ) x {0} —>• 0, et 
H p (U) ~ R. 
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Si n = 2, remarquons tout d’abord que 1’inclusion de <r(§i) dans X 2 (M 2 ) est une 
equivalence d’homotopie, et on a une suite exacte 

H °{Si x S 2 ) -x H°(U) x £T°(Si) -s- H°{S i) -► H \Si x S 2 ) -)■ H\U) x H\S i) 

-x H\S i) ->• iJ 2 (§i x S 2 ) -x H 2 {U ) x iJ 2 (§i) -x i? 2 (§i) = 0 . 

La seconde fleche et la cinquieme sont surjectives (par la remarque preliminaire). D’ou 
deux suites exactes 0 —>• M —> H l (U) xR—>-M—>-0et0—>-M— H 2 {U) x {0} —> 0, done 
(par comptage de dimension) iL 1 (C/) ~ R et H 2 (U) — R. 

Nous pouvons done supposer n > 2. Si p = 2n — 2, comme n > 2, on a encore une suite 
exacte 0 —» R —>• H P (U) x {0} —» 0, et H P (U ) ~ R. Si p = n— 1, alors 1 < p < p +1 < 2n—2, 
done on a une suite exacte 0 —> H P {U) x {0} —>• M —>• 0, d’ou H P (U ) ~ M. Enfin, si p = 1, 
alors on a une suite exacte 0 —> M —> H P (U) X {M} —> 0, et done H P (U ) = 0. 

Pour resumer, H P (M) ~ M si p = 0, n — 1,2n — 2, 2n — 1, et H P (M ) = 0 sinon. 

(6) Pour tout u dans § n , notons H~ = {u; G S n : (w, u) < 0} (resp. H+ = {w £ S n : 
(w, u) < 0}) 1’hemispliere sud (resp. nord) ouvert de pole nord u dans § n , et f u : H~ —> H+ 
le diffeomorphisme C°° qui a un point x de H u associe le point y intersection avec 8 n de 
la droite affine passant par x de vecteur directeur u. 

Alors la fibre p~ l (u) est egale au graphe de l’application f u , e’est-a-dire a l’ensemble 
des couples (x,y) tels que x € H u et y = f u (x). Montrons que p n est une C°°-fibration de 
fibre la boule ouverte de dimension n. Soit uq dans § n , et D Uq la boule ouverte equatoriale 
de pole nord uq. Pour tout u dans . notons p u la rotation de M” -1-1 fixant le sous-espee 
vectoriel engendre par u et uq et envoyant u sur uq par une rotation d’angle strictement 
inferieure a 7 t/ 2. Alors l’application 

, N . , x-y ,a; + y^^ 

( ,!/) ( 

de Pn l (H+ 0 ) dans S„xD Uo est une trivialisation C°° locale de po au-dessus de H+ q . d’inverse 
(u,v) ^ (p^iv) - y 7 ! - ||u|| 2 u,p~ 1 {v) + y/\ ’HR! 5 '") • 

Scheme E.168 La 2-forme differentielle est constante sur M, done est C°°. Pour tout 
A = (xi, ...,x n ,yi,.. .,y n ) non nul dans R n x R n , si X' = (~y u -y n ,x i,.. .,x n ), 
alors par definition du produit exterieur, Q n (X,X') = J2?=i x f + yf ^ 0, done Q n est 
non degeneree. Enfin, si A = Xi dyi, alors dX = £l n , et done est exacte (si on 

ne veut pas expliciter A, on peut aussi dire que Q n est fermee (car constante), que M est 
contractile, done que H 2 (M ) = {0} et par consequent que fl n est exacte; mais e’est plus 
long). [On ne confondra pas exacte et fermee!] 

(2) Pour tout x dans M, puisque —df x est une forme lineaire sur T X M, et puisque 
u x est non degeneree, il existe un unique vecteur Xf(x) € T X M tel que pour tout X' 
dans T X M, on ait u x (Xf(x), X') = —df x (X'). Le champ de vecteurs x >—> Xf{x) sur M 
est C°° car le probeme est local, et par naturalite, il suffit de le montrer pour M = U 
un ouvert de E = R N , ou Q 2 (U) = C°°(U,A 2 E*). L’application de U x E dans U x E* 
definie par (x, u ) i —> (i,d4 oj x (u , v)) est C°° (car tu x l’est, et en prenant des coordonnees), 
bijective car u est non degeneree, et par calcul de differentielle par bloc, est un C°°- 
diffeomorphisme local par le theoreme d’inversion locale. Done e’est un diffeomorphisme, 
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et si (x,£) i —y ( x , 9(x,£)) est son inverse, alors Xf(x) = 9(x, —df x )), qui depend de maniere 
C°° de x. 

(3) Pour tout x = (cci, ..., x n , y\, ..., y n ) € M, posons 


X f (x) 


^ d d 
^ Xi d Vi Vi fl'r- 


Alors Xf est bien un champ de vecteurs C°° sur M, par ecriture 
Pour tout X' = (x' l5 ..., x' n , y\,..., y' n ) dans T X M, on a 


C°° dans la base canonique. 


(n n )x(Xf(x),X') = ^2(-yi)y'i - (xj)x- = - ^ x*x- + = -df x (X') , 

i —1 i= 1 

et le resultat en decoule par unicite. 

(4) Soit (4>t) le Hot local de Xf. Pour tout x dans M, on a, par derivation des fonctions 
composees, par definition du Hot, et par definition de Xf, 

= d /0t(x)(^t(^)) = df Mx ){X f {(j)t(x))) 


car u) est alternee, et le resultat en decoule. 

(5) Pour tout C°°-diffeomorphisme local (p entre deux varietes C°°, rappelons que ip* 
designe aussi bien l’image reciproque des champs de vecteurs que celle des formes differen- 
tielles. Pour tout g dans G, on a (L g )* f = f°L g = f + f(g ) puisque / est un morphisme de 
groupes. Done —d((L g )*f) = —df e . En appliquant successivement l’invariance de u, l’exer- 
cice E.137, la definition de Xf, la commutation des images reciproques et des differentielles 
exterieure, la formule juste obtenue et la definition de Xf, on a alors 


HL g )-x f u = HL a )-x f (( L 9 )*u) = (L g T(i X fU) = (L g )*(-df) = —d((L g )*f) = -df 
= ix f u ■ 

Par unicite, on a done ( L g )*Xf = Xf, e’est-a-dire que Xf est invariant par translations a 
gauche. 

(6) La premiere equation decoule du fait que uj x est alternee pour tout x dans M. 
Pour tout x dans M, on a oj x (Xf(x),X g (x)) = —u x (X g (x),Xf(x)) = dg x (Xf(x)) et 
c jj x (Xf(x), X g (x)) = —df x (X g (x)) = —Cx g {f)( x ) par definition de la derivee de Lie, ce 
qui montre la seconde equation. Enfin, par la seconde equation, 


{/, gh} = d(gh)(X f ) = dg(X f )h + dh(X f )g = {/, g}h + {/, h}g , 

ce qui montre la troisieme relation. 

(7) Soit ((fit) le hot local de Xf. Pour tout x dans M , on a 

^(go M x )) = = dg^ x )(X f (<fit(x))) 

= -UMx)( x 9(M x ))> x f(M x ))) = ~{gJ} ( x ) = {f,g} ( x ) ■ 
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Le resultat en decoule. 

(8) a) L’egalite i\x,Y] = est evidente sur les 0-formes differentielles (le 

produit interieur s’y annule et le produit de Lie preserve les degres). Pour une differentielle 
de fonction df , on a iz(df) = df(Z) = Cz(f), done, comme la derivee de Lie Cx et la 
differentielle exterieure d commutent, 

(Cx o % Y — lY o Cx)(df) = (Cx ° Cy - Cy o Cx)(f) = C[ X ,Y](f ) = i[x,Y](df) , 

ce qui montre la for mule sur les differentielles de fonctions. Comme une derivee de Lie Cz 
est une derivation preservant les degres, et un produit interieur iz une antiderivation, si la 
formule i[x,Y] = Cx ° iy — r W ° Cx est vraie sur des formes differentielles a et j3, alors elle 
est vraie sur a A Enfin, les deux membres de l’egalite i\x,Y] = Cx ° 'W -iy ° Cx etant 
locaux, et comme localement, toute forme differentielle est produit exterieur de fonctions 
et de differentielles de fonctions, le resultat en decoule. 

b) Comme u> est non degeneree, il suffit de montrer que iiXf.Xg] 1 ^ = P ar l a 

formule de Cartan, comme u> est fermee et d o d = 0 on a 

CxfU = (ix f o d + do i Xf )oj = ix f (du) — d o df = 0 . 

Or par a), comme la derivee de Lie C\ f et la differentielle exterieure d commutent, par la 
question (6), on a 


i[x f ,x g ]U = C Xf o ix g (u) - ix g ° C Xf (u) = C Xf (-dg ) = -dC Xf (g) 

= d{g,f} = —d{f, g} = i{ f , g }UJ . 

La premiere equation en decoule. 

Par utilisation multiple de la question (6), on a alors 

{f,{g,h}} = -C X{gM (f) = -C[ Xg ,x h ](f) = ~Cx g o C Xh (f) + C Xh o C Xg (f) 
= C Xg ({f, h}) - C Xh ({f,g}) = ~{{f,h},g} + {{f,g},h} . 

L’identite de Jacobi du crochet de Poisson en decoule, par anticomnrutativite. 
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A Annexes : rappels divers 

A.l Rappels de topologie 

Les references pour cette partie sont [Bou2, Dug, Per] et [Pau, Appendice]. Soit X un 
espace topologique. 

Rappelons qu’uu ensemble B de parties de X est vine base d’ouverts de la topologie de 
X si tout ouvert de X est reunion d’elements de B. Si E est un ensemble, un critere bien 
pratique pour qu’un ensemble B de parties de E soit une base d’ouverts d’une topologie 
sur E est que 


V A,B G B, Vx € AnB, 3 C G B, xeCcAnB. (*) 

Une famille {U a )a&A de parties de X est localement finie si pour tout x dans X, il 
existe un voisinage de x ne rencontrant qu’un nombre fini de U a . Un recouvrement ouvert 
m est plus fin qu’un recouvrement ouvert (Ug)/ 3 £B si pour tout a € A, il existe /3 € B 
tel que Vp contienne U a . 

On dit que X est 

• a base denombrable s’il admet une base d’ouverts denombrable, 

• separe (on dit Hausdorff e n langue anglaise) si deux points distincts admettent des 
voisinages disjoints, 

• separable s’il admet une partie denombrable dense, 

• localement compact s’il est separe et si tout point admet un voisinage compact (ces 
deux conditions impliquent que tout point admet alors un systeme fondamental de 
voisinages compacts, done fermes), 

• a-compact s’il est separe et union denombrable de compacts, 

• denombrable a I’infini s’il est separe et s’il existe une suite (dite exhaustive ) de com¬ 
pacts (iiQ)jgN de reunion X tels que LQ soit contenu dans l’interieur de Ki + 1 , 

• paracompact s’il est separe et si tout recouvrement ouvert admet un recouvrement 
ouvert localement fini plus fin. 

Attention a ne pas confondre la separation (i.e. le fait d’etre separe) et la separability (i.e. le 
fait d’etre separable). La separation est cruciale pour montrer qu’un sous-espace compact 
d’un espace topologique separe est ferme, ainsi que pour montrer qu’une application conti¬ 
nue bijective d’un espace compact dans un espace separe est un homeomorphisme. Certains 
ouvrages, surtout de langue anglaise, omettent, a tort, l’hypothese de separation dans la 
definition de la compacite, locale compacite, (T-compacite, denombrabilite a l’infini, para- 
compacite. 

Soient X, Y deux espaces topologiques localement compacts. Une application / : X — > 
Y est dite propre si l’image reciproque de tout compact est compacte. Par exemple, si X 
est compact, toute application continue / : X —>■ Y est propre. Une application continue 
injective propre entre espaces localement compacts est un homeomorphisme sur son image. 

Exercice E.169 Soient X un espace topologique localement compact, et oo un ensemble. 
Sur Vensemble somme disjointe X = X\J {oo}, on considere I’ensemble O de parties de X, 
forme des parties ouvertes U de X et des complementaires C K U { 00 } de parties compactes 
K de X. 
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(1) Montrer que (X,G) est un espace topologique compact dans lequel X est ouvert, 
et de plus dense si X est non compact. Cet espace topologique est appele le compactifie 
d’Alexandrov de X. 

(2) Pour tout n dans N, montrer que le compactifie d’Alexandrov de est homeo- 
morphe a la sphere § n . 

(3) Montrer qu’une application continue propre (resp. un homeomorphisme) f : X Y 
entre deux espaces topologiques localement compacts s’etend de maniere unique en une 
application continue (resp. un homeomorphisme) f : X —>• Y, de sorte que id = id et 

f °9 = f°9- 

Si V est une propriety d’espaces topologiques, on dit qu’un espace topologique X est 
localement V si tout point de X admet un systeme fondamental de voisinages qui possedent 
la propriete V (pour la topologie induite). Attention, cette terminologie n’est pas toujours 
consistante dans la litterature, voire dans ces notes : par exemple, la condition d’etre 
localement compact comporte la clause globale de separation. 

Exercice E.170 Soit A une partie d’un espace topologique X. Montrer que A est locale¬ 
ment fermee (i.e. tout point de A admet un voisinage U dans X tel que A HU soit ferme 
dans U) si et seulement si A est ouverte dans son adherence, et si et seulement si A est 
I’intersection d’un ouvert et d’un ferme. 

Notons £ 2 (M) l’espace de Hilbert reel des suites de reels de carres sommables 

£ 2 (M) = € M N : ^2 x i 2 < +oo}, 

is N 

muni du produit scalaire (fx-ifi \ (yi)i) = Notons que £ 2 (M) est metrisable sepa¬ 

rable (l’ensemble des suites presques nulles de rationnels est dense) et que tout espace 
metrisable separable admet un plongement topologique dans ^ 2 (M). En effet, si (X,d) est 
un espace metrique contenant une suite denombrable dense (xj)igN, alors l’application 
x i->- (—b. min{l, d(x, es t un homeomorphisme de X sur son image dans ^ 2 (M). 

Topologies initiales et finales 

Si E est un ensemble, et 0,0' deux topologies sur E , on dit que O' est plus fine que 
O si O' « possede plus d’ouverts que » O, i.e. si O C O'. 

Soit X un ensemble etlZdXxX une relation d’equivalence sur X. On note Y = X/1Z 
l’ensemble des classes d’equivalence de 1Z et 

7T : A -» X/n = Y 

la projection canonique, qui a x € X associe sa classe d’equivalence IZ(x), que l’on note 
souvent [cc] s’il n’y a pas d’ambiguite. On rappelle la propriete universelle des quotients : 
pour tout ensemble Z et pour toute application / : X —>• Z constante sur chaque classe 
d’equivalence de 1Z, il existe une et une seule application (dite induite par passage au 
quotient ) f : XjTZ—^ Z telle que le diagramme 


commute. 

Si X est un espace topologique, l’ensemble Y = X/1Z admet une unique topologie, 
appelee la topologie quotient , telle qu’une partie U de Y est ouverte si et seulement si 
7T _1 (C/) est ouvert dans X. Sauf mention contraire tout ensemble quotient d’un espace 
topologique sera muni de la topologie quotient. Celle-ci verifie les proprietes suivantes. 

- Une partie F de Y est fermee si et seulement si n~ 1 (F) est ferine dans X. 

La projection canonique n est continue, et la topologie quotient est la topologie la 
plus fine sur Y rendant continue ir. 

Pour tout espace topologique Z. une application g : Y —» Z est continue si et 
seulement si g o n : X —>• Z est continue. 

L’une des principales difficulties de la topologie quotient vient du fait qu’un espace to¬ 
pologique quotient d’un espace topologique separe n’est pas toujours separe (comme par 
exemple le quotient de M par la relation d’equivalence definie par x ~ y si et seulement 
si y — x € Z + \/2Z, voir aussi l’exercice E.3). Verifier la propriety de separation (ou de 
non-separation) d’un espace topologique quotient doit etre un reflexe! 

Si (X a ) ae: jy est une famille d’espaces topologiques et X = ]J X a est l’ensemble 
reunion disjointe de cette famille d’ensembles, alors la topologie somme disjointe sur X est 
la topologie la plus fine rendant continue les injections canoniques i a : X a —>• X (i.e. une 
partie U de X est ouverte si et seulement si i“ 1 (C/) est un ouvert de X a pour tout a). On 
identifie souvent X a avec son image dans X par i a . 

Si X, Y sont des espaces topologiques, A un sous-espace de X et / : A —>• Y une 
application continue, on appelle recollement de X sur Y par f l’espace topologique quotient 

XUfY = (X U Y)/~ 

oil ~ est la relation d’equivalence engendree par la relation x ~ y si x € A, y € Y et 
f(x) = y. De nombreux espaces topologiques usuels sont construits par recollements (voir 
par exemple [Pau]). 

Soit X un ensemble et (Xj)j g / une famille de parties de X. On suppose chaque Xj 
munie d’une topologie. L’ensemble X admet une unique topologie, appelee la topologie 
faible definie par (Xj)jgj, verifiant les proprietes suivantes (il suffit bien sur de verifier la 
premiere). 

- Une partie O de X est ouverte si et seulement si OnXj est ouverte dans Xi pour 
tout i dans I. 

- Une partie F de X est fermee si et seulement si FdXi est fermee dans Xi pour tout 
i dans I. 

Pour tout espace topologique Y. une application / : X —>• Y est continue si et 
seulement si sa restriction / |x ; : Xi ► Y & Xi est continue pour tout i dans I. 

Par exemple, un espace topologique X est discret si et seulement si la topologie de X est 
la topologie faible definie par la famille des singletons (un singleton possede une et une 
seule topologie). 

Exercice E.171 Soit X un ensemble, muni de la topologie faible definie par une famille 
(Xj)j g / de parties de X munies chacune d’une topologie. Montrer que si, pour tous i,j dans 
I, les topologies induites sur Xi n Xj par celles de Xi et de Xj coincident, et si Xi n Xj 
est ouvert dans Xi et dans Xj, alors 
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- la topologie de Xi coincide avec la topologie induite sur X % par la topologie de X; 

- Xi est ouvert dans X. 

Donner un exemple oil chaque Xi est separe, mais ou X ne Vest pas. 

Topologie de l’ordre 

Soit E un ensemble. Rappelons qu’un ordre sur E est une relation ^ qui est reflexive 
(V x € E, x <x), antisymetrique (V x, y E E, si x ^ y et y ^ x, alors x = y) et transitive 
(V x, y, z € E, si x ^ y et y -< z, alors x ^ z). On note x -< y si x ^ y et x 7 ^ y. Un ensemble 
muni d’un ordre est un ensemble ordonne. Un ordre total sur E est un ordre ^ tel que pour 
tous x, y dans E, on a x ^ y ou y < x. Un ensemble muni d’un ordre total est un ensemble 
totalement ordonne. Un ordre total sur E est un bon ordre si toute partie non vide de E 
admet un plus petit element (i.e. V A C E, si A 7 ^ 0 alors 3 x € A, V y € A, x ^ y). Un 
ensemble muni d’un bon ordre est un ensemble bien ordonne (par definition, ceci implique 
qu’il est totalement ordonne). 

Par exemple, l’ensemble N muni de son ordre usuel est bien ordonne. Par exemple, 
si E,F sont deux ensembles totalement ordonnes (resp. bien ordonnes), alors l’ensemble 
produit E x F muni de V ordre lexicographique 

(x,y) ^ ( x',y') si et seulement si (x r< x' ou (x = x' et y -< y')) 

est totalement ordonne (resp. bien ordonne). 

Une application / : E —>• F entre deux ensembles ordonnes E,F preserve Vordre si 
pour tous x,y dans E, si x ^ y alors f(x) ^ /(y). Deux ensembles ordonnes sont dit 
isomorphes s’il existe une bijection de l’un dans l’autre preservant l’ordre, ainsi que son 
inverse. Un ordinal est une classe d’isomorphisme d’ensembles bien ordonnes. Comme un 
cardinal est une classe d’equivalence d’ensembles pour la relation « etre en bijection », le 
cardinal d’un ordinal est bien defini. Un ordinal est dit denombrable si son cardinal l’est 
(i.e. si son cardinal est le cardinal d’une partie de N). Par un theoreme de Zermelo (voir 
[Kri]), tout ensemble admet un bon ordre, et done il existe un ordinal non denombrable 
(voir ci-dessous pour un exemple ne dependant pas de l’axiome du choix). 

Soit E un ensemble bien ordonne. Un segment initial de E est une partie de la forme 
{y € E : y x} pour un x dans E. Muni de l’ordre induit de celui de E, un segment 
initial de E est bien ordonne. Soit a, fd deux ordinaux, on dit que a -< (3 si a est isomorphe 
a un segment initial de j3 (ce qui ne depend pas des choix des represent ants). On note 
a -< fd si a -< fd ou a = /3. On montre que tout ensemble d’ordinaux, muni de cet ordre 
est bien ordonne. En particulier, la classe d’isomorphisme de l’ensemble (qui en est bien 
un) bien ordonne des ordinaux denombrables est un ordinal non denombrable, qui est le 
plus petit ordinal non denombrable. 

Soit E un ensemble totalement ordonne. La topologie de Vordre est la topologie dont 
une base d’ouverts est l’ensemble des 

]i,y[ = {z£fi : x -< z -< y} 

pour les x, y dans E (l’ensemble de ces parties verifie le critere pratique (*)). Cette topologie 
est separee. 

Exercice E.172 Montrer que Vensemble ordonne des ordinaux inferieurs ou egaux a un 
ordinal donne, muni de la topologie de Vordre, est compact. 
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A.2 Rappels sur les actions de groupes 

Soit G un groupe et X un ensemble. Sauf mention explicite du contraire, toutes les 
actions seront des actions a gauche. 

On considere une action (a gauche) de G sur X. Soit x dans X. On appelle stabilisateur 
(ou fixateur ) de x, et on note G x , le sous-groupe des elements de G fixant x : 

G x = {g G G : gx = x} . 

On appelle orbite de x, et on note G ■ x (ou Gx s’il n’y a pas de risque de confusion) le 
sous-ensemble de X defini par 


G ■ x = {y e X : 3 g <E G, y = gx} . 

La relation « etre dans la meme orbite » est une relation d’equivalence sur X. Done les 
orbites de l’action de G sur X forment une partition de X. L’ensemble des orbites est note 
G\X. La projection canonique tt : X — > G\X est l’application qui a un point de X associe 
son orbite. 

Une action de G sur X est dite libre (et on dit que G agit librement sur X) si le 
stabilisateur G x de chaque point x de X est trivial (i.e. vaut {e} ou e est l’identite de G). 
Ceci equivaut a 

V x € X, V g, g' € G, gx = g'x =>- g = g' . 

Une action de G sur X est dite transitive si elle n’a qu’une (ou aucune) orbite, i.e. si 
pour tous x , y dans X, il existe g dans G tel que y = gx. Une partie de X est dite saturee 
si elle contient l’orbite de chacun de ses points. 

Par exemple, si G est un groupe, si H est un sous-groupe de G, alors H agit sur G par 
translations a gauche 

( h,g ) hg , 

ainsi que par translations a droite 


( h,g ) gh 1 , 

ou h € H et g £ G. Ces actions sont libres. Dans le premier cas, les orbites sont les classes 
a gauche Hg pour g E G, et dans le second cas, les orbites sont les classes a droite gH pour 
g € G. L’ensemble des orbites se note H\G dans le premier cas, et G/H dans le second. 

Le groupe G (et done tout sous-groupe H' de G ) agit (a gauche) sur l’espace quotient 
H\G des classes a gauche, par (g,Hj) e- H^g^ 1 , et (a gauche) sur l’espace quotient 
G/H des classes a droite, par (g^H) >—>■ g'yH. La premiere action s’appelle Faction par 
translations a droite de G sur H\G, et la seconde Faction par translations a gauche de G 
sur G/H. Ces actions sont transitives. 

Pour tout sous-groupe H' de G , l’application ( H'g)H i —> H'(gH) est une bijection 
naturelle 

H'\(G/H) ~ ( H’\G)/H 

par laquelle on identihe ces ensembles, que l’on note alors H'\G/H. 

Pour tout x dans X, l’application orbitale en x de G dans X est l’application definie 
par p x : g e->• gx. Elle induit une bijection 0^, dite canonique, de G/G x dans G ■ x. Cette 
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bijection est G-equivariante pour les actions de G sur G/G x et sur G ■ x : pour tous g dans 
G et y dans G/G x , 

®x(gy) = g&x{y) ■ 

Soit X un espace topologique, et G un groupe. Une action de G sur l’ensemble X 
est dite par homeomorphismes si pour tout g dans G, l’application de X dans X definie 
par x i —> gx est continue. Cette application est alors un homeomorphisme (car d’inverse 
x i—^ g~ 1 x). En munissant G de la topologie discrete, une action de G sur X est par 
homeomorphismes si et seulement si Faction (G x X) —>• X est continue. 

Si G agit par homeomorphismes sur X, alors on munit G\X de la topologie quotient. 
La projection canonique 7r est alors continue par definition de la topologie quotient, mais 
elle est de plus ouverte. 

Proposition A.l Pour toute action par homeomorphismes d’un groupe G sur un espace 
topologique X, la projection canonique n : X —>• G\X est ouverte. 

Preuve. Pour tout ouvert U de X , son image tt(U) est un ouvert de G\X, car n~ l (n(U)) = 
U g e G gU, qui est une union d’ouverts, car G agit par homeomorphismes. □ 

Si G est discret (i.e. muni de la topologie discrete), et si X est un espace localement 
compact, alors une action continue de G sur X est dite proprement discontinue (ou propre, 
et on dit que G agit proprement sur X) si, pour tout compact K de X, la partie {g € 
G : K n gK 7 ^ 0} de G est bnie. Notons que si G est Lni, alors toute action continue est 
propre. 

Les actions continues/differentiables de groupes topologiques/differentiables sur des 
espaces topologiques/varietes differentiables seront etudiees dans la partie 5.8, car necessi- 
tant la notion de groupes topologiques/groupes differentiables (ces derniers etant appeles 
groupes de Lie). 
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A.3 Rappels de calcul differentiel 

Nous renvoyons par exemple a [Ave, CarH, Diel] pour des preuves et commentaires 
des resultats de cette partie, et en particulier [Diel] pour ce qui concerue les applications 
analytiques reelles (ou de classe C 1 ^) et analytiques complexes. 

Soient E , F deux espaces de Banach, U, V deux ouverts de E, F respectivement, / : 
U —» V une application de classe C 1 et x un point de U. 

On note df x : E —>• F (ou aussi f'(x) : E —» F) la differentielle de / en x. On note rk x f 
le rang de df x , i.e. rk x f = dim Im df x , appele rang de / en x. C’est aussi le rang de la 
matrice de df x dans des bases de E, F lorsque ceux-ci sont de dimension finie. Si F = M 9 , 
et si sont les composantes de /, alors le rang de / en x est le rang du systeme 

de formes lineaires ( d(f±) x ,... ,d(f q ) x ) dans le dual E* de E. Si E = M p , alors le rang de 

/ en x est le rang du systeme de vecteurs ..., de F. Si E = M p , F = M 9 

et les bases sont les bases canoniques, la matrice de df x , qui est, avec i l’indice de ligne et 
7 l’indice de colonne, 

(°Il) 

\dxj J i <i<q 
i < i < p 

est appelee la matrice jacobienne de / en x. Le rang de / en x est egal au rang de sa matrice 
jacobienne en x. L’application x H >■ rk x f est semi-continue inferieurement, i.e. pour tout 
x dans U, il existe un voisinage U' de x dans U tel que, pour tout y dans U', on ait 
rk y f > rk x f (car N est discret). Mais il ne faut pas croire que l’application x i—>■ rk x f soit 
localement constante! On a 


rk x f < minjdim Li, dim F} . 

Si E = F sont de meme dimension finie, on note j x f : E —>• M le determinant de l’appli¬ 
cation lineaire df x (ou, ce qui revient au meme, de la matrice jacobienne de / en x quand 
E = F = M p ), que l’on appelle le jacobien de / en x. 

On dit que / est une immersion en x si la differentielle df x : E —>• F de / en x est 
injective. Si E est de dimension finie, ceci equivaut a dire que rk x f = dim E. On dit que 
/ est uue immersion si / est une immersion en tout point de U. 

On dit que / est uue submersion en x si la differentielle df x : E —» F de / en x est 
surjective. Si F est de dimension finie, ceci equivaut a dire que rk x f = dim F. On dit que 
/ est une submersion si / est une submersion en tout point de U. 

On dit que / est une application de rang constant au voisinage de x (on dit aussi une 
subimmersion en x) si la differentielle df y : E —>• F est de rang constant pour tout y dans 
un voisinage de x dans U. Par exemple, par semi-continuite du rang, une immersion ou 
submersion en x est une application de rang constant au voisinage de x. 

Soit k un element de (N — {0}) U {oo,u;}. On dit qu’une application / : U —>• V de 
classe C k est un C k -diffeomorphisme (ou diffeomorphisme lorsque k est sous-entendu, par 
exemple k = oo, ce qui sera souvent le cas dans les exercices) si / est bijective et si son 
inverse est de classe C k . On dit aussi que / est de classe C° si elle est continue, et que / 
est un C °-diffeomorphisme si / est un homeomorphisme. 

Theoreme A.2 (Theoreme d’inversion locale) Soient E et F deux espaces de Banach, 
U un ouvert de E, k un element de (N — {0}) U {oo,w} et f : U —>• F une application de 
classe C k . Si, en un point x de U, la differentielle df x : E —>• F est bijective, alors il existe 
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un voisinage ouvert V de x contenu dans U, et un voisinage ouvert W de f(x), tels que 
f : V —» W soit un C k -diffeomorphisme. 

Notons que si E = F = W 1 (muni de n’importe quelle norme), alors on peut bien 
sur remplacer « bijective » par « injective » dans ce resultat. Le corollaire suivant est une 
application immediate. 

Porisme A.3 Une application bijective entre deux ouverts de M n , differentiable de classe 
C k , dont le jacobien ne s’annule pas, est un C k -diffeomorphisme entre ces ouverts. □ 

Le resultat suivant est essentiellement equivalent au precedent (voir l’exercice E.175). 

Theoreme A.4 (Theoreme des fonctions implicites) Soient E, F, G trois espaces de 
Banach, U un ouvert de E x F, k un element de (N — {0}) U {oo,w} ; et f : U —>• G une 
application de classe C k . Si, en un point (a, b ) de U, la differentielle partielle par rapport a 
la seconde variable 82 /(a, b) : F —>• G est bijective, alors il existe un voisinage ouvert V de 
a dans E et un voisinage ouvert W de b dans F tels que V x W C U, et une application 
g : V —>• W de classe C k tels que Vassertion 

(x,y) € V x W et f(x,y) = 0 


soit equivalente a Uassertion 

x € V et y = g(x) . 

Comme precedemment, si F = G = M n , alors on peut remplacer « bijective » par 
« surjective » dans cet enonce. 

Voici quelques applications classiques des theoremes precedents. On fixe p,q < n dans 
N et k un element de (N — {0}) U { 00 , w}. Rappelons qu’un diffeomorphisme local de M n en 
un point xq est un diffeomorphisme d’un voisinage ouvert de Xo sur un voisinage ouvert de 
xq, qui envoie xq sur xq- Les applications (x\, ..., x p ) i->- (xi,..., x p , 0,..., 0) de M p dans 
M n , (xi,...,x n ) i->- (xi,...,x ? ) de M n dans M 9 , et (xi,...,x p ) e-)- (xi,..., x r , 0,..., 0) 
de W dans M 9 oil r < min{p, q}, sont respectivement une immersion, une submersion, 
une application de rang constant r. Les resultats suivants disent que ces exemples sont, 
localement et modulo diffeomorphismes locaux, les seuls. 

Porisme A. 5 (Theoreme de forme normale locale des immersions) Soient U un 
ouvert de W contenant 0 et f : U —» M n une application de classe C k , qui est une immersion 
en 0 avec /(0) = 0. Alors il existe un C k -diffeomorphisme local if de M n en 0 tel que, au 
voisinage de 0, on ait 


i>o f (xi, ...,Xp) = (xi,..., x p , 0,..., 0) . □ 

Porisme A.6 (Theoreme de forme normale locale des submersions) Soient U 
un ouvert de M n contenant 0 et f : U M 9 une application de classe C k , qui est une 
submersion en 0 avec /(0) = 0. Alors il existe un C k -diffeomorphisme local ip de M n en 0, 
tel que, au voisinage de 0, on ait 

foip (xi,...,x n ) = (xi,...,x q ) . □ 
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Porisme A.7 (Theoreme de forme normale locale des applications de rang cons¬ 
tant) Soient U un ouvert de M p contenant 0 et f : U —>• M 9 une application de classe C k , 
qui est une application de rang constant r < min{p, q} sur un voisinage de 0 avec /(0) = 0. 
Alors, il existe un C k -diffeomorphisme local if de M 9 en 0 et un C k -diffeomorphisme local 
(p de en 0, tels que, au voisinage de 0 ; on ait 

tjjo f o ip (xi,... ,x p ) = (xi,..., x r , 0,..., 0) . □ 


• Exercices de revision. 

Exercice E.173 Montrer que le sous-ensemble A = {(x, |x|) : x £ M} de M 2 n’est pas 
l’image de M par une immersion C 1 . 

Donner un exemple d’une application de classe C 1 de M dans M 2 dont l’image est A. 


Exercice E.174 Soient U,V,W des ouverts d’espaces de Banach E . F, G respectivement, 
et /:£/—» V, g ■ V —>■ W deux applications. Si / et g sont des immersions, submersions 
ou applications de rang constant, que peut-on dire de g o / ? 


Exercice E.175 Montrer, en dimension finie et en classe de differentiabilite C 1 , l’equiva- 
lence entre le theoreme A.2 d’inversion locale et le theoreme A.4 des fonctions implicites. 


Exercice E.176 Soit n £ N avec n > 2. On considere l’application determinant det definie 
sur l’espace vectoriel de dimension finie Af n (M) des matrices reelles de taille n x n; elle 
est de classe C°° car polynomiale. 

1. Caracteriser les matrices en lesquelles la differentielle de det est non nulle. Montrer 
que si A est inversible, alors 

d(det)yi : H i->- det A tr A~ l H . 

2. Soit X = SL n (M) = {A £ At n (M) : det (A) = 1}. Montrer que, pour tout A £ X, 
il existe un voisinage ouvert V de A dans A4 n (M), un voisinage ouvert U de 0 dans 
M n ~ l et une application / : U —>■ V de classe C°° qui est un homeomorphisme sur son 
image et possede une differentielle injective en 0, telle que /(0) = A et f(U) = V(lX. 

3. Montrer le meme resultat pour X l’ensemble des matrices de rang n — 1. 

4. Montrer que ce resultat n’est pas valable pour l’ensemble des matrices de rang < n— 1. 
On pourra par exemple considerer la matrice nulle. 


Exercice E.177 1. Soit / : K — > une application de classe C°°. Notons 

X = {x(z, 6) = (f{z) cos 6 , f(z) sin0, z) : z € M, 0 G E} 

la surface de revolution autour de l’axe Oz engendree par /. Pour tout x = x(z,6) 
dans X , montrer qu’il existe un voisinage ouvert U de x dans X et un voisinage 
ouvert V de (0,0, z) dans le plan K(— sin 9 , cos 9, 0) + R(0,0,1) tels que la projection 
orthogonale sur V soit un homeomorphisme de U dans V, dont la reciproque soit 
une immersion. 
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2. Soit / : W 1 —>• une fonction de classe C°°. Notons 

X = {(f(z)x i,.. ■ ,f(z)x p ,z) : x\,... ,x p £R, ^ xf = 1, z € M n } 

(une « surface de revolution en dimension n+p»). Enoncer et demontrer un resultat 
analogue a celui de la premiere question. 


Exercice E.178 Demontrer les corollaires A.5, A.6, A.7 a partir des theoremes A.2 et 
A.4. 


Exercice E.179 Soient n, m € N — {0} et / une application de classe C 1 d’un ouvert V 
non vide de M n dans M m , injective. Montrer que n < m et que df x est injective sur un 
ouvert dense de V. L’application df x est-elle necessairement injective partout ? 


Exercice E.180 Soient n € N et / : M n —>• M une fonction de classe C 1 propre, i.e. telle 
que 


lim 

11 a: 11 —>--(-oo 


1/0*01 = +oo . 


On suppose que / possede (au moins) deux minima stricts (distincts) a et b. Le but de 
l’exercice est de montrer que / possede un troisieme point critique. 

1. Montrer que le resultat est evident si n = 1, ou si n > 2 et f(x) —>• —oo quand ||x|| —>• 
+oo. Dans la suite, on supposera done n > 2 et f(x) —>■ +oo quand ||x|| —>• +oo. On 
va supposer que / n’admet pas d’autre point critique et aboutir a une contradiction. 

2. Pour tout m dans M, soit K m la reunion des compacts connexes contenant a et b sur 
lesquels / est majoree par m. Montrer que K m est ferme. Montrer qu’il existe M 
dans M tel que Km ^ 0 et K m = 0 pour tout m < M. 

3. Montrer en utilisant le theoreme des fonctions implicites que l’interieur de Km est 
connexe. 

4. Conclure. 


Exercice E.181 Dans cet exercice, on fixe un element n de N — {0}. 

1. Montrer que l’application exponentielle des matrices exp : A4 n (R) —>• GL n (M) C 
A4 n (M) est une application C°°, et calculer sa differentielle. Verifier en particulier 
que d exp 0 = Id. 

2. On note sl„(M) le sous-espace vectoriel des matrices de trace nulle de A4 n (M), et 
so(n) le sous-espace vectoriel des matrices antisymetriques de A4 n (M). Montrer que 
l’application exponentielle envoie sl n (M) dans SL n (M) et so(n) dans SO(n). 

3. Montrer que exp : so(n) —>• SO(n) est surjective, mais que exp : sl 2 (M) —>• SL 2 (M) 
ne l’est pas (on pourra verifier qu’une matrice dans l’image de 1’exponentielle est de 
trace au moins —2). 
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4. Montrer que l’exponentielle est un C°°-diffeomorphisme entre l’espace vectoriel des 
matrices symetriques reelles et l’ouvert dans cet espace forme des matrices syme- 
triques reelles definies positives. 

5. Pour M € _A4 n (M), notons Lm et Rm les operateurs de multiplication a gauche et 

a droite par M, agissant sur A4 n (M), et ad M = Lm — Rm- Montrer que dexp M = 
L p R q 

E Pl9 > o (p+ q+ i)\ > P uis en deduire que 

exp(-M) dexp M = . 

fc=o ' + '' 

6. Montrer que dex p M '■ -M n (M) —> _M n (M) est inversible si et seulement si ad M n’a 
pas de valeur propre complexe de la forme 2ifcvr avec k € Z — {0}. 
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A.4 Rappels sur les revetements 

Nous renvoyons par exemple a [God, Hat, Spa, Pau] pour les rappels contenus dans 
cette section. 


• Revetements. 

Soient X et B deux espaces topologiques, et / : X — > B une application continue. On 
dit que / est un revetement si pour tout y € B, il existe un voisinage V de y, un espace 
discret D non vide et h : V x D —>• / _1 (U) un homeomorphisme tel que le diagramme 
suivant commute : 

V x D A f~\V) 

pri f 

V 



Ui 






f-\V) Cl 


V C B 


On dit que B est la base , X V espace total , f~ 1 (y) 
la fibre au-dessus de y, V un voisinage distingue de 
y, et h une trivialisation locale de / au-dessus de V. 

II est facile de montrer que l’application / est 
un revetement si et seulement si tout point y de B 
admet un voisinage V tel que / -1 (H) = [j iGl Ui, ou 
les Ui sont des ouverts deux a deux disjoints de X, 
et / \ui'- Ui —> V est un homeomorphisme. Notons 
qu’un revetement est surjectif. 


Exercice E.182 Montrer que I’application de la 
droite M dans le cercle Si definie par t i— e lt est 
un revetement. 



Soient / : X —>• B et f : X' —>• B deux revetements ayant meme base. Un isomorphisme 
de revetements de / sur /' est un homeomorphisme (f) : X X' tel que le diagramme 
suivant commute 


X 



X' 


f \ >//' 

B 


Si / = f , alors un isomorphisme de revetements de / sur f est appele un automorphisme 
de revetements. 

Un revetement / : X —>• B est dit trivial s’il est isomorphe au revetement pr\ : Bx D —>• 
B, avec D un espace discret non vide. 
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Soient X, Y deux espaces topologiques. Un homeomorphisme local est vine application 
continue / : X —» Y telle que pour tout x dans X, il existe un voisinage ouvert U de 
x tel que f(U) soit ouvert et f\u : U —>• f(U) soit un homeomorphisme. Un revetement 
/ : X —>• B est un revetement fini si pour tout y dans B, le cardinal de / _1 (y) est hni. 
Soit n € N — {0}. Un revetement / : X —» B est un revetement a n feuillets si pour tout y 
dans B , le cardinal de f~ 1 (y) est n. 

Exercice E.183 Soient f : X —>• Y une application continue et n dans N —{0}. Supposons 
que X soit separe. Montrer que f est un revetement a n feuillets si et seulement si f est 
un homeomorphisme local et le cardinal de chaque fibre f~ 1 (y) est fini constant egal a n. 

Nous renvoyons a l’appendice A.2 pour des rappels sur les actions de groupes. 

Theoreme A.8 Soit G un groupe discret agissant (continument) librement et proprement 
sur un espace topologique localement compact X. Alors 

1. pour tout x dans X, il existe un voisinage V de x tel que gV D V = 0 pour tout g 
dans G — {e} ; 

2. chaque orbite de G est discrete; 

3. I ’espace topologique quotient G\X est separe, done localement compact; 

4- la projection canonique X —>• G\X est un revetement. 

Preuve. (1) Pour tout x dans X, soit U un voisinage compact de x. Comme Faction est 
propre, il existe g\,.... g k dans G tels que 

{g <E G - {e} : gU C U / 0} = {gi,.. .,g k } . 

Pour tout i € comme Taction est libre, on a giX x. Comme X est separe, 

et Faction continue, il existe done un voisinage ouvert Ui de x, contenu dans U, tel que 
giUi PI Ui = 0. Alors V = Cii<i<kUi est un ouvert qui convient. 

(2) Ceci decoule immediatement de (1) par continuity de Faction. 

(3) Soient x et y deux points de X qui ne sont pas dans une meme orbite. Soient U 
et V des voisinages compacts de x et y respectivement. Comme U L)V est compact dans 
l’espace separe X, et puisque Faction est propre, il existe gi,...,g k dans G tels que 

{g e G : gun V + 0} = {gi,... ,g k } • 

Pour tout i € {l,...,fc}, on a g^x y. Comme X est separe, et Faction continue, il 
existe done des voisinages ouverts Ui,Vi de x,y contenus dans U,V respectivement, tels 
que giUi n Vi = 0. Comme ir est ouverte (voir la proposition A.l de Fappendice A.2), on a 
deux diverts 7r(Di <i<kUi) et vr(rii <i<kVi), contenant respectivement n(x) et ir(y), et qui 
sont disjoints par construction. Done G\X est separe. 

Comme ir est ouverte et G\X est separe, l’image d’un voisinage compact d’un point x 
de X est un voisinage compact de vr(x), done G\X est localement compact. 

(4) Pour tout x dans X, soit V un voisinage compact de x, d'interieur U, tel que 

gV PI V = 0 pour tout g dans G — {e}. Remarquons que Fapplication ir\ g y : gV —>• 7r(V) est 
une application continue injective, avec gV compact et 7r(V) separe, done est un homeo¬ 
morphisme. Alors 7 t(U) est un voisinage ouvert de 7r(x), et 7r^ 1 (7r (U)) = U es ^ une 
union disjointe d’ouverts de X , et Fapplication Tf\ g u '■ gU —>• tt(U) est un homeomorphisme. 
Done 7r est un revetement. □ 
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Porisme A.9 (1) Soit G un groupe fini (discret) agissant librement (par homeomorphis- 
mes) sur un espace localement compact X. Alors G\X est separe (done localement com¬ 
pact), et la projection canonique X —>• G\X est un revetement. 

(2) Soit H un sous-groupe discret d’un groupe localement compact G, alors H est ferme, 
H\G est separe (done localement compact) et la projection canonique G —>• H\G est un 
revetement. □ 

Exemples. 

1. Pour tout n dans N, si le groupe {±1} agit sur la sphere par x H)■ ±x, alors 
P n (R) = {±l}\§ n est un espace topologique compact, et l’application canonique 
§ n —>• P n (R) est un revetement a deux feuillets. 

2. Soient n£Netp€N - {0}. Le groupe U p = {A € C : \ p = 1} des racines p-emes 
de l’unite agit (continument) sur la sphere de dimension impaire 

§2n+l = {(^0, ■■■) z n) € C" +1 : \z 0 \ 2 + + \ z n\ 2 = 1} 

par A - (zo, ..., z n ) = (A^o, A z n ). Cette action est libre, done L U}P = U p \E>2n+i est un 
espace topologique compact, appele un espace lenticulaire, et l’application canonique 
§ 2 n+i —> Ln )P est un revetement a p feuillets. 

3. Soit n € N. L’application canonique W 1 —>• M n /Z n est un revetement. 

• Homotopie. 

Soient X et Y deux espaces topologiques, et / et g deux applications continues de 
X dans Y. Une homotopie entre f et g est une application continue h : X x [0,1] —>• Y 
telle que h(x, 0) = f(x) et h(x, 1) = g(x) pour tout x dans X. Si h est une homotopie 
entre / et g, et h! une homotopie entre g et une application continue g' : X —>• Y , alors 
(x,t) i->- h(x, 1 — t) est une homotopie entre g et /, et 

(x t ) ^ si t < i 

\ h'(x , 2t — 1) si t > 2 

est une homotopie entre / et g'. Les applications f et g sont dites homotopes s’il existe une 
homotopie entre / et g. La relation « etre homotope a » est une relation d’equivalence. 

Si X et Y sont localement compacts, les applications f et g sont dites proprement 
homotopes s’il existe une homotopie h : X X [0, 1] —> Y de / a g, qui est propre. La relation 
« etre proprement homotopes » est une relation d’equivalence. 

Un espace topologique X est dit simplement connexe s’il est connexe par arcs, et si 
toute application continue du cercle §i dans X se prolonge en une application continue du 
disque (ferme) ©2 dans A. Un espace topologique X est contractile s’il existe xq dans X et 
une homotopie entre l’application identite de X et l’application constante en xq, i.e. une 
application continue h : X x [0,1] — >• X telle que h(x, 0) = x et h(x, 1) = xq pour tout x 
dans X. Un espace topologique X se retracte par deformation forte sur une partie A s’il 
existe une application continue h : X x [0, 1] —> X telle que h(x, 0) = x, h[x, 1) € A, et 
h(a,t ) = a, pour tous t dans [0,1], x dans A et a dans A. 

Une equivalence d’homotopie entre A et 7 est une application continue / : A —>■ Y 
ayant la propriety qu’il existe une application continue g : Y ^ X telle que f o g et 
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g o / soient homotopes a l’identite. Deux espaces topologiques X et Y ont meme type 
d’homotopie s’il existe une equivalence d’homotopie de X dans Y. La relation « avoir meme 
type d’homotopie » est une relation d’equivalence. Par exemple, un espace topologique est 
contractile si et seulement s’il a le meme type d’homotopie qu’un espace reduit a un point. 
Plus generalement, si un espace topologique X se retracte par deformation forte sur un 
sous-espace Y, alors X et Y ont le meme type d’homotopie. 

Exercice E.184 (1) Montrer que toute partie convexe non vide de M n (et en particulier 
M n lui meme) est contractile. 

(2) Montrer qu’un espace topologique qui se retracte par deformation forte sur un sous- 
espace connexe par arcs (resp. simplement connexe) Vest encore. En deduire qu’un espace 
contractile est simplement connexe. 

(3) Soit X un espace topologique. On suppose que X = U UP, ouU,V sont deux ouverts 
simplement connexes de X, tels que U n V soit non vide et connexe par arcs. Montrer que 
X est simplement connexe. 

(4) Montrer que pour n > 2, la sphere § n est simplement connexe. 

(5) Montrer que pour n > 1, I’espace projectif complexe P n (C) est simplement connexe. 

(6) Montrer que le produit de deux espaces topologiques simplement connexes est sim¬ 
plement connexe. 

Soit X un espace topologique. Appelons chemin dans X une application continue a de 
[0,1] dans X. Appelons lacet en x dans X un chemin a tel que a(0) = a(l) = x. Si a est 
un chemin, on appelle chemin inverse de a le chemin a tel que a(t) = a(l — t) pour tout 
t dans [0,1]. Soient a et f3 deux chemins dans X tels que a(l) = /?(0). On appelle chemin 
compose (ou concatene ) de a et j3, et on note a ■ /3, le chemin 

, f a(21) si t € [ 0 , i] 

0 ( 2 i-l) si t€[±, 1 ]. 

Deux lacets a, fd : [0,1] —>• X en x sont homotopes s’il existe une application continue 
h : [0,1] x [0,1] —>• X telle que h(0,s) = h(l,s) = x, h(t, 0) = aft) et h(t, 1) = /3(t), pour 
tous s,t dans [0,1]. Notons que si a est un chemin, alors le lacet a ■ a est homotope a 
un chemin constant, que si a,/3, 7 sont trois chemins, alors (a ■ (5) ■ 7 et a ■ (j3 ■ 7 ) sont 
homotopes (ce qui, lorsque l’on considere les chemins a homotopie pres, permet de noter 
ce chemin a ■ f3 ■ 7 ), et que si fd' est homotope a /?, alors a- f3 ■ 7 et a- (3' -7 sont homotopes. 

• Revetements universels. 

Le resultat suivant est un cas particulier du theoreme du relevement d’applications 
par un revetement (voir [God, Hat, Spa, Pau]). Si p : X —>• B est un revetement, et 
/ : Y —>• B est une application continue, on appelle relevement de / toute application 
continue / : Y X telle que po / = /, i.e. telle que le diagramme suivant soit commutatif 

A 

l p 

B . 

Proposition A. 10 (Theoreme du relevement) Soient p : X —>• B un revetement et 
Y un espace topologique localement connexe par arcs et simplement connexe. Pour tous x 
dans X et y dans Y tels que p(x) = f(y), pour toute application continue f : Y —>• B, il 
existe un et un seul relevement f : Y —>• X de f tel que f(y)=x. □ 
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Porisme A. 11 Deux revetements p : X —>• B et p' : X' —»• B, oil X et X' sont localement 
connexes par arcs et simplement connexes, sont isomorphes. Plus precisement, si x € X 
et x' € X' verifient p(x) = p'{x'), alors il existe un unique isomorphisme de revetements 
cf) : X —)• X' envoy ant x sur x'. 

Preuve. Soit / : X —» X' le relevement de l’application p par le revetement p' tel que 
f(x) = x', et g le relevement de l’application p' par le revetement p tel que g(x') = x. Alors 
g o f et idx sont deux relevements de l’application p par le revetement p (car p o [g o /) = 
(po g) o f = p' o / = p). qui coincident en x , done coincident. De meme, / o g = idx r done 
/ est un isomorphisme de revetements cherche. L’unicite se montre de meme. □ 

Si B est une variete topologique (voir le paragraphe 2.1) connexe, alors un revetement 
tt : B —>• B oil B est une variete topologique simplement connexe est appele un revetement 
universel de B (cette definition n’est pas la plus intrinseque, ni la bonne pour les espaces 
topologiques plus generaux, voir par exemple [Spa, Hat, Pau]). Par le corollaire ci-dessus, 
il est unique a isomorphisme pres (et a unique isomorphisme pres si l’on se fixe des points 
bases dans les espaces, en demandant aux applications de preserver ces points bases). 

Par exemple, l’application M —>• §1 avec t i— > e 2l7Tt , les projections canoniques M n —>• 
T n = M n /Z n , S n —> P n (R) pour n > 2, et § 2 n+i —> L n ^ p pour n > 1 (avec L n)P l’espace 
lenticulaire), sont des revetements universels, par l’exercice E.184. 

Un espace topologique Y est semilocalement simplement connexe si tout point y de Y 
admet un voisinage U tel que tout lacet en y contenu dans U est homotope dans Y an 
lacet constant en y. 

Si Y est localement contractile, par exemple si Y est une variete topologique, alors Y 
est semilocalement simplement connexe. 

Theoreme A. 12 Soit B un espace topologique separe, connexe et localement connexe par 
arcs. Alors B admet un revetement simplement connexe si et seulement si B est semiloca¬ 
lement simplement connexe. □ 

En particulier, toute variete topologique connexe M admet un revetement universel 
7 T : M —>• M, unique a isomorphisme de revetements pres. De plus, on a une classification 
des revetements (connexes) d’une variete topologique (voir [God, Hat, Spa, Pau]), a l’aide 
du groupe des automorphismes de revetements de n (aussi appele groupe fondamental). 

Theoreme A. 13 Soit M une variete topologique connexe, tt : M —>• M un revetement 
universel, et T le groupe des automorphismes de revetements de n. Alors T agit librement 
et proprement sur M. Pour tout sous-groupe T' de T, I’application n induit par passage 
au quotient un revetement 7Tr' : T'\M —>• M. Pour tout revetement p : N —>• M avec N 
connexe, il existe un sous-groupe T' de T tel que les revetements p et 7rp/ soient isomorphes. 
□ 
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A.5 Rappels d’algebre multilineaire 

Nous renvoyons par exemple a [Boul, AB] pour des complements sur cette partie. 

Soit I\ un corps (commutatif). To us les espaces vectoriels et applications lineaires et 
multilineaires de cette partie seront definis sur K. On note A* ou A l’espace vectoriel dual 
d’un espace vectoriel E. On identifie dans la suite un espace vectoriel E de dimension finie 
avec son bidual E** = ( E *)* par l’application canonique E —>• E** definie par 

x ^ {/ f(x)} . 

• Produit tensoriel. Soient E\,... ,E r des espaces vectoriels de dimension finie, ou 
r > 2. Si F est un espace vectoriel, on note C(E \,..., A r ; F) l’espace vectoriel des appli¬ 
cations multilineaires de E\ x ■ ■ ■ x E r dans F. On appelle produit tensoriel de E\,... ,E r , 
et on note E\ © ■ ■ ■ © E r . l’espace vectoriel £(A*,..., E*;K) des formes multilineaires sur 
A* x • • • x A*. Si (ei,..., e r ) € E\ x • • • x E r , on note ei © • • • ©e r l’element de Ai © • • • © A r 
defini par 

r 

(/l) • • • > fr) . 

i=l 

Le produit tensoriel verifie les proprietes suivantes, pour Ei des espaces vectoriels de di¬ 
mension finie. 

1. (Propriete universelle) Pour toute application multilineaire / de E\ X • • • xE r dans 
un espace vectoriel F, il existe une unique application lineaire g : E\® ■ ■ ■ (g) E r —>• F 
telle que ^(ei ( 8 > ■ ■ ■ e r ) = f(e i,... ,e r ) pour tous les dans E^. En particulier, 
l’application / i—)• g est un isomorphisme lineaire de C(E \,..., E r \ F) dans C{E\ <S> 
• • • < 8 ) E r ,F). 

2. (Associativite) II existe un unique isomorphisme (E\ E 2 )EE^ dans Ei®E 2 ® E 3 , 
qui envoie (ei (g> 62 ) <S> e% sur ei <S> e 2 < 8 > e% pour tous les e* dans E{. On identifie par 
la suite ces deux espaces vectoriels par cet isomorphisme. 

3. (Distributivite) II existe un unique isomorphisme (E\ © E 2 ) < 8 ) E 3 dans (E\ © E 3 ) © 
(E 2 © E 3 ), qui envoie (ei © 62 ) © e 3 sur (ei © 63 ) © [e .2 © 63 ) pour tous les e* dans Ej t . 

4. (Bases) Si {E,j)\<j< ni est une base de Ei , alors (ei© ■ • • © erj r )i<ji<m,i<i<r est 
une base de E\ © • • • © E r . En particulier, dim(A] © • • • © E r ) = nj=i dim(Eij). 

5. (Isomorphismes) Les applications lineaires E\ —> K © E\ et E\ E\ © K definies 
par x >-> 1 © 1 et 1 i-> 1 © 1 sont des isomorphismes. En particulier, l’application 
lineaire K —>• K © K induite par 1 1 —1 © 1 est un isomorphisme. 

On a un isomorphisme canonique de C(E\, -E^)©/^-^, E 4 ) dans E(E\ ©A 2 , A 3 ©£ 4 ) 
qui a un couple (u, v ) associe l’unique application lineaire de E\ © E 2 dans A 3 © A 4 
associee par la propriete universelle a l’application bilineaire (x, y ) i->- u(x) © v(y) de 
Ai x A 2 dans A 3 © A 4 . En particulier, on a un isomorphisme canonique 

El ®E* 2 ^ (Ai © A 2 )*, 

et un isomorphisme canonique 

A 3 © A 2 —)• £(Ai, A 2 ) , 

qui a / © y, pour / € El et y € A 2 associe l’application lineaire x 1 —> f(x)y. 
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Soit E un espace vectoriel de dimension finie. On convient d’appeler puissance ten- 
sorielle n-eme, et de noter E® n , le produit tensoriel de n > 2 copies de E, ainsi que 
E® 1 = E, E®° = K. Un element de E® p <g) ( E*)® q , pour p, q dans N, est appele un tenseur 
p fois contravariant et q fois covariant de E. 

Rappelons que, pour tout n dans N, le groupe symetrique & n est le groupe (d’ordre n !) 
des bijections de {1 ,... ,n}. II est engendre par les transpositions ( i,j ) pour i ^ j dans 
{1,..., n}, et meme par les (i, i + 1) pour i dans {1,... , n — 1}. La signature est l’unique 
morphisme cr i—^ de 6 n dans {±1} valant —1 sur les transpositions, done verifiant 

£ „= n ff(i) - a{i) . 

J - A l ~ ) 

l<i<j<n 


Le groupe symetrique & n agit sur l’espace vectoriel E® n de la fagon suivante. Pour 
tout cr dans <3 n , l’action de a sur E &n est l’unique automorphisme lineaire tel que 

Vaq,..., x n € E, a • (aq < 8 ) • • • <S> x n ) = x a -i^ <S> ■ ■ ■ <S> vi(JV) • 

Un tenseur t de E® n est dit symetrique s’il est invariant par <5 n , i.e. si cr • t = t pour tout cr 
dans & n . Un tenseur t de E® n est dit antisymetrique si a ■ t = e a t pour toute permutation 
cr dans 6 n de signature e a . Dans les deux cas, il suffit evidemment de verifier ces proprietes 
pour les transpositions. On note Sym n (Ll) le sous-espace des tenseurs symetriques de E® n , 
et Asym n (£') celui des tenseurs antisymetriques. 

• Algebre exterieure. 

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et p un element de N. Une forme p- 
lineaire to : E p —>• K est dite alternee si, pour tout (aq,..., x p ) dans E p , s’il existe i,j 
dans {1,... ,p} tels que i / j et Xi = Xj. alors to(x i,... ,x p ) = 0. On note APE* ou A V E 
l’espace vectoriel des formes p-lineaires alternees sur E , et on a A °E = K (par convention) 
et A 1 ^ = E. On note 

A *E = © peN A p E . 

Soient F un espace vectoriel de dimension finie et / : E —» F une application lineaire. 
Si to € A P F, alors l’application f*to : E p K definie par 

f*u{x i, ...,x p )= to(f(x i),..., f(x p )) 

est p-lineaire alternee. L’application f* : to i-q f*to de A P F dans A P E (aussi notee A p f 
lorsque l’on veut preciser p) est lineaire. Elle s’etend par linearite en une application lineaire 
f* (aussi notee A*/) de A *F dans A *E. Si G est un espace vectoriel de dimension finie, et 
si g : F —>• G est une application lineaire, alors 

{gofY = f*og* . 

Lemme A.14 Une forme p-lineaire alternee to sur E est antisymetrique, i.e. pour tout 
(aq,..., x p ) dans E p et tout cr dans & p , on a 

w(x CT —i(i) , • • • , X a —l(jpj ) £ a Uj(x 1 , • • • , Xp) . 
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Preuve. Comme les transpositions engendrent & p , et que la signature est un morphisme 
de groupes, il suffit de verifier le resultat pour a vine transposition. On se ramene done an 
cas p = 2. Dans ce cas, pour tous x , y dans E et uj dans A 2 E, comme 

u(x + y, x + y) = uj(x, x) + uj(y, y) + u(x, y) + uj(y , x) , 

on a co(y,x) = —uj(x,y), ce qu’il fallait demontrer. □ 

Remarque. On a done line inclusion A P E C Asym p (A). Lorsque la caracteristique de K 
est differente de 2, line forme p-lineaire antisymetrique est alternee, et cette inclusion est 
une egalite. 

Exemples. (1) Si la dimension de E est n et si B est une base de E, alors l’application 
detg : E n —>• K, determinant d’un n-uplet de vecteurs de E dans la base B , est un 
element non nul de A n E*. Si B = (ei,..., e n ), pour tout uj dans A n E*, par multilinearite 
et antisymetrie, on a 

u(xi, ...,x n ) = det B (xi, ...,x n ) w(ei, ...,e n ), 
done A n E* est de dimension 1, engendre par l’element non nul detg : 

A n E* = K detg . 

(2) Si la dimension de E est strictement inferieure a p, alors 

A P E* = 0 . 

En effet, si (ei,...,e n ) est une base de E, alors pour tout uj dans A P E* et pour tout 
(x\,... ,x p ) dans E p , le scalaire uj(x\, ... ,x p ) est une combinaison lineaire des scalaires 
w(e n ,..., ei ) avec i \,..., i p dans {1 ,..., n}, qui sont nuls, car, comme p > n, au moins 
deux des vecteurs eq,..., ei v doivent etre egaux. 

En particulier, si la dimension de E est n, alors A *E = © 0 <p<n En particulier, 
la dimension de A *E est finie. 

Munissons maintenant l’espace vectoriel A *E d’une structure d’algebre (unitaire, asso¬ 
ciative) naturelle. 

Pour p,q deux entiers superieurs ou egaux a 1, notons &{p,q) l’ensemble des a dans 
& p +q tels que 

cr(l) < ■ ■ ■ < a(p) et a(p + 1) < ■ ■ ■ < a(p + q) . 

Une telle bijection a est obtenue en prenant un paquet de p + q cartes, en coupant ce 
paquet en un premier paquet de p cartes, et un second paquet de q cartes, puis en battant 
une fois ces paquets de cartes, intercalant ainsi les cartes du premier paquet dans le second. 
L’application a i —> <t({1, ... ,p }) est une bijection de <3{p,q) dans l’ensemble des parties a 
p elements de {1 ,... ,p + q}, done le cardinal de <5(p, q ) vaut . 

Soient uj dans A P E et rj dans A q E. On appelle produit exterieur de uj et de y la forme 
(p + (/)-lineaire uj A rj : E p+q —>• K definie par 

UJ A T) (x\ , . . . , X p -\-q) ^ ^ £cr bj(% 0 -( 1); • • • i ^o-(p) ) V{ x cr( P - (-1) 5 • • • > x a(p+q )) ) 

ae 6 (p,q) 
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si p, q > 1, et si p = 0 on q = 0, alors wA rj = unq ou u A 77 = 170 ;. On etend cette definition 
par bilinearite a A* E : si uq, 77 * € A*I? pour i = 1,..., n, on pose 



Remarque. Lorsque la caracteristique de K est nulle, on a 



il est alors immediat de voir que uj A 77 est antisymetrique, done alternee. 

Proposition A .15 Si uj € A P E et 77 G A q E, alors uj A rj € A p+q E. 

Preuve. Soient (xi,..., Xp+g) dans £ ,p+,? et i,j dans { 1 ,... ,p + (7}, tels que x* = xq. On 
partionne & (p, q ) en quatre parties : 

1. &(p, q) _, l’ensemble des a dans &{p, q) tels que i et j appartiennent a er({1,... ,p}), 

2. &(p,q)++, l’ensemble des a dans < 3 {p,q) tels que i et j appartiennent a l’ensemble 
cr({p+l,...,p + q}), 

3 . &(p,q) _l’ensemble des a dans 6 (p,q) tels que i appartienne a <t({ 1 , ... ,p}), et j 

appartienne a a({p + 1 ,p + q}), 

4 . < 5 (p, q).\ _, l’ensemble des a dans &(p, q) tels que i appartienne a cr({p+ 1 ,... ,p + q}) 

et j appartienne a cr({ 1,... ,p}). 

Comme uj et 77 sont alternees, le terme de la somme definissant uj A rj (xi ,... ,x p + q ) qui 

porte sur un a dans &(p, q) _U 6 (p, q)++ est nul. Soit t la transposition echangeant i et 

j. Alors la multiplication a gauche par r induit une bijection de < 3 {p,q) _sur &(p,q)^ _ 

Done uj A 77 (xi,..., Xp+q) est la somme sur tous les cr dans < 3 {p, q) _de 

£(j Uj(x t r(l) j • ■ * ; x u(p) ) V(. x a(p-\-l) ) ‘ * * 5 x cr(p+q) ) ^(7 Uj(x Tt j(i), ■ ■ • , Xtct(p )) g{x rr j^pj r \^, , X Ta (^p^.q ^) 

Ce terme est nul, car comme x, = Xj, on a (x^m,... ,x a (p+q)) = ( x t<t( i)j • • ■ i x T<j(p+q))- ^ 

Theoreme A. 16 Muni du produit exterieur A, I’espace vectoriel A *E = © pg ^ A P E est 
une algebre (associative, unitaire) graduee anticommutative, i.e. 

1 . (Associativite) (uq A uq) A W3 = uq A (uq A uq) pour tous uq, uq, uq dans A *E; 

2 . Si 1 € K = A °E, alors pour tout uj dans A *E, on a 1 Auj = ujA 1 =uj; 

3 . (Graduation) (A P E) A (A q E) C A p+q E; 

4 . (Anticommutativite) si uj € A P E et 77 € A q E, alors uj A 77 = (— l) pq rj A uj. 

De plus, si F est un espace vectoriel de dimension finie, et f : E —» F une application 
lineaire, alors l’application lineaire uj i-q f*uj de A *F dans A *E est un morphisme d’algebres 


graduees de degre 0, i.e. f* 1 = 1. f*(ui A 77 ) = A (/*? 7 ) et f*(A p F) C A P E. 
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Preuve. (1) Notons <5(p,q,r) l’ensemble des a dans & p+q+r tels que 

cr(l) < • • • < a(p) et cr(p + 1) < • • • < er(p + q ) et a(p + q + 1) < ■ ■ ■ < a(p + q + r) . 

Notons (5(p, q, r ) l’ensemble des a dans (5(p, q, r) tels que a vaille l’identite sur {1,... ,p}, 
et de meme pour (5(p, q , r). II est facile de verifier que la composition (a, a') i —> croa' induit 
des bijections (5(p, q + r) x (5(p, q, r) —>• &(p, q, r ) et <3{p + q,r) x &(p, q, r) —>• 6 (p, q, r). 
Soient uq € A P E, uq € A q E, W 3 € A r E. Alors 


(wi A (w 2 Aw 3 ))(ii,. .. ,x p+q+r ) = 

^ kq (*C<t( 1) ; ■ ■ ■ ) x(p)) (^2 A W3) (x 0 r(p_j_ 3 j; • • • j ®o-(p+g+r)) 

o-S6(p,(j+r) 

E ^1 (^ctot(I) j • ■ ■ j *^£tot(p) ) ^2 (*^(j or(p+l)i • * ■ ) ; r<TO'r(p+q)) ^3 (^crorfp+q'+l) ? ■ • • 5 ; r<XO'r(p+q-|-r') ) 

cr G 6(p, g + r) 

T G S(p, q, r) 

^ j £(T ^l( 3 'cr(l)> • • • )"®cr(p)) ^2(•^(r(p+l) j ■ ■ ■ j-£cr(p+q)) ^ 3 (^'crfp+g+l)> ■ ■ ■ i ®cr(p+g+r) ) 
(xG6(p,q,r) 

((wi Aw 2 )Aw 3 )(ii, . . . ,Xp+g +r ) . 


(4) Soit r l’element de &{p + ( 7 ) tel que r(i) = i + p mod (p + q) pour tout i dans 
{1,... ,p + q}. Alors e r = (— l) pq , et la composition a 1 —> a o r est une bijection de <5(p, g) 
sur <5(g,p). Done pour cu € A p E,r) € A 9 .E, on a 

(*) Aw) (xi, . . . , Xp-|_q) ^ ) £(T ^?(®cr(l) j • • • j ^a(q )) ^ , (^'(x(g+l) j ■ ■ ■ j ®cr(p+g)) 

o-ee (q,p) 

^ ^ £<tot V(^'(Tot(1) i • • • i^aoT{q)) ^(^trorfq+l) > • • • !®iror(p+q)) 
a£6(p,q) 

e T (oj A 77 ) (aq,... ,x p+9 ) . 

Les autres affirmations sont immediates. □ 

Proposition A.17 Pour tons les uj±, ... ,uj p dans E et tous les x\,... ,x p dans E, on a 
(uq A ■ ■ ■ A w p ) (aq ,x p ) =det ))].<< j<p) ■ 

Preuve. On raisonne par recurrence sur p. La formule est immediate pour p = 1. On a 

p 

(uq A (w 2 A • • • A Wp))(aq,... ,x p ) = ^ (-1 ) J+1 Wi(aq )(<*>2 A • • • A w p )(aq,... ,f x p ) . 

3 =1 

En utilisant l’hypothese de recurrence au rang p — 1, on trouve le developpement du 
determinant de la matrice (uq(xj)) 1<; . . <p par rapport a sa premiere ligne, ce qui montre 
le result at. □ 

Porisme A.18 Des formes lineaires fi,...,fk dans E* sont lineairement independantes 
si et seulement si leur produit exterieur /1 A • • • A fk est non nul. 
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Preuve. Si /i, • • •, fk sont lineairement independantes, alors il existe x\,... dans E 
tels que fi(xj) = 1 si i = j et fi(xj) = 0 sinon. Done, par la proposition precedente, 
(/l A • • • A fk)(xi, ..., Xk) = 1 et /i A • • • A /fc / 0. La reciproque est evidente. □ 

Remarque. II decoule de la propriety d’anticommutativite que si uj est une forme p-lineaire 
alternee avec p impair, alors uo A uo = 0. Mais pour E = R 4 , si ( 61 , 62 , 63 , 64 ) est la base 
duale de la base canonique, et si uo = ei A 62 + 63 A 64 , alors uj A uo = 2 ei A 62 A 63 A 64 / 0. 

Proposition A.19 Si (f\,..., f n ) est une base de E, alors (/^ A • • • A /j p )i<i 1 <...<j p <n est 
une base de APE. 


Preuve. Soit (ei,..., e n ) la base de E, dont la base duale est (/ 1 ,..., f n ). Pour uj dans 
APE et x\,... ,x p dans E , par p-linearite de uo, on a 

u(x i,...,x p )= fii(xi)---fi P (x p )uj(ei 1 ,...,ei p ). 

ip <n 

Comme uo est alternee, les termes ^(eq,..., ei p ) sont nuls sauf peut-etre si les indices 
il ,..., i p sont deux a deux distincts. En utilisant une permutation pour mettre ces indices 
dans l’ordre croissant, en utilisant la formule d’un determinant et en utilisant que (f tl A 
■ ■ ■ A fi p )(x 1 ,... ,x p ) = det(/j(xj)) 1<i . <k par la proposition A.17, on obtient que 

w ^ w ( e n> ■ ■ ■ > e ip )f n A • • • A f ip . 

Cette ecriture est unique, car pour tous i\ < ■ ■ ■ < i p et j\ < ■ ■ ■ < j p , l’expression 
(fh A • • • A f ip ){e h ,. ..,e jp ) = det (/i a (e J - /J )) 1 < a ^< p 

est non nulle si et seulement si i\ = j \,..., i p = j p . Ceci montre le resultat. □ 

Remarque. Soit (/ 1 ,..., f n ) une base de E. Pour toute partie / de cardinal p de {1,... , n}, 
notons 

fl = fh A • • • A f ip 

ou / = {ii,..., i p } avec i\ < • • • < i p . Le resultat ci-dessus dit que (//)/, pour I de cardinal 
p, est une base de A P E. La table de multiplication de cette base est la suivante : 


fl A fj 


±fiuj si I PI J = 0 
0 sinon 


011 ± = (—l) fc pour k le nombre de couples (i,j) dans I x J tels que i > j. 

On en deduit que la dimension de A P E est Cn = ( U ), pour n la dimension de E. 

V P J 

Done la dimension de l’espace vectoriel APE est Cn = 2 n . En particulier, pour n la 

dimension de E, l’espace vectoriel A n E est de dimension 1, engendre par f\ A • • • A f n , qui 
est l’application determinant de n vecteurs dans la base (ei,..., e n ). 

Tout element w de A *E s’ecrit de maniere unique 


w = Y WI f 1 ' 

I 
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avec wj dans K. De plus, w appartient a A P E si et seulement si wj = 0 pour tout I de 
cardinal different de p. Plus precisement, si (e\,... ,e n ) est la base de E, dont la base 
duale est (/i,..., f n ), notons de meme e 1 le p-uplet (eq,..., e% ). Alors la preuve ci-dessus 
montre que pour tout to dans A P E, on a 

u = 5^w(e J )/r • 

i 

Exercice E.185 Soient f : E —>• F une application lineaire entre deux espaces vectoriels 
E et F de dimension finie n et m respectivement, (ei,... ,e n ) une base de E, de base duale 
(ei,..., e n ), et (/i,..., f m ) une base de F, de base duale (/i,..., f m ). Si A est la matrice 
de f dans ces bases, calculer la matrice de l’application lineaire lo h)■ f*uj de A *F dans 
A *E, dans les bases (//)/ et (ej)j. 


Soient X un element de E et cj € A P E. On appelle produit interieur de u par X, et 
on note la forme (p — l)-lineaire alternee (par convention, A ~ 1 E = {0}), definie par 
ixu = 0 si p = 0, et sinon, pour tous ,..., dans E, 

(ixv)(€l, ■ ■ ■ iip~ l) = w(X,£i,... ,C P -i) • 

On etend additivement l’application ix a A *E. 

Proposition A .20 L’application ix '■ A *E —>• A *E est une antiderivation de degre —1 de 
I’algebre graduee A *E, i.e. 

(1) ix ■ A *E —> A *E est lineaire et ix(A p E) C A p ~ l E pour tout p dans N. 

(2) pour tout a dans A P E et tout j3 dans A *E, on a 

ix(a A f3) = (ixa) A (3 + (— l) p a A (ixP) ■ 


Preuve. L’assertion (1) est immediate par definition. Pour montrer la seconde assertion, 
on raisonne par recurrence sur p. Le cas p = 0 est immediat par linearite. Si p = 1, alors, 
en posant Xq = X , pour tous X \,..., X q dans E, on a 


i x (a A P){X i, 


...,X q ) 

(a A (5){Xq,X\, ..., X q ) 

i 

Y J {-V) i+1 <*(xmx Q ,...,x i ,...,x q ) 

i =0 

Q 

a(X oMXu ...,X q )- ^(-1 YaiXiXixPMXi., ...,X it 

i= 1 

(ixot A j3)(X \, • • •, X q ) — (a A ixP) (All,..., X q ) , 


■■iX q ) 


ce qui montre le cas p = 1. Supposons maintenant p > 2, et supposons le resultat vrai au 
rang p — 1. Par linearite, on se ramene au cas ou a = a' f\ a", avec a' de degre 1. Par 
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l’associativite et la distributeivite du produit exterieur, on conclut alors par les cas p = 1 
et p — 1 : 


i x (a A /3) 


ix(oi' A ( a " A j3)) = {ixo/) A ( a " A /3) — a' A ixW A /3) 

[ixot') A (a ,/ A ( 3 ) — a' A ({ixot") A /3 + (— l) 1 ’" 1 a w A {ixP)) 

((ixol') A — a' A {ixOi")) A /? + (— l) p a' A (a" A (ix/3)) 

(Oca) A /? + (-l) p a A (ix/3) ■ 

□ 


Remarque. Le groupe GL(E') des automorphismes lineaires de E agit (a gauche) natu- 
rellement sur l’ensemble A *E. En effet, posons 

g-uj : (xi,...,x p ) i-A ((p _1 )* w ) (xi,...,x p ) = w(p _ 1 (xi),..., cT^Xp)) 

si g € GL(E') et w G APE. Cette action de GL(E') sur APE est lineaire, et s’etend par 
linearite en une action de GL(£') sur A *E, qui preserve la structure d’algebre graduee de 
A *E, i.e. pour tout g dans GL(E 1 ), l’application oj i —> g ■ u est lineaire, envoie A V E dans 
lui-meme, et g • (u A r/) = (g • u) A (g • rj) pour tous les uj,rj dans A*E. 

Remarque. On note A*E = A *E, que l’on appelle l’algebre des multi-vecteurs de E. 
Par 1’identification deE et de E, tout element de A P E (appele p-vecteur) est combinaison 
lineaire de v\ A ■ ■ ■ A v p pour des v\,... ,v p dans E. Si (ei,..., e n ) est une base de E, 
alors est une base de A *E, avec comme ci-dessus ej = A • • • A ej p on 

/ = {h,..., i p } avec i\ < ■ ■ ■ < i p . Si (/i,..., f n ) est la base duale de (ei,..., e n ), alors 
pour tout p-vecteur v, on a comme ci-dessus 

v = '^2 v (f I ) e l ) 

I 

ou la sommation porte sur toutes les parties de cardinal p de {1,... ,ro}. L’espace A P E 
verifie la propriete universelle suivante : pour toute application p-lineaire alternee u de E p 
dans un espace vectoriel F. il existe une et une seule application lineaire / de A P E dans 
F telle que pour tous x \,..., x p dans E, 

u(x 1, ...,x p ) = f(x 1 A • • • A x p ) . 

En effet, comme (e/)j est une base de APE, il suffit de definir / en demandant que /(ej) = 
u(e T ). 

En particulier, le corollaire A. 18 implique que des vecteurs v\,...,Vk dans E sont 
lineairement independants si et seulement si leur produit exterieur v\ A ■ ■ ■ A Vk est un 
p-vecteur non nul. 

On verifie aisement qu’il existe une et une seule application bilineaire (•, •) de APE x 
A P E —>• K, telle que, pour x\,... ,x p dans E et /i,..., f p dans E, on ait 

(/i A ■ ■ ■ A f p ,X! A ■ ■ ■ A x p ) = det(f i (x j )) 1 ^ i j ^ p . 

Cet accouplement induit un isomorphisme canonique de A *E sur le dual de A *E. De plus, 
si (ei,..., e n ) est une base de E, et si [e \,..., e n ) est sa base duale, alors les bases (e/)/ 
de A *E et (e/)/ de A *E sont duales. 
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Si A est un espace vectoriel sur K muni d’une application bilineaire $ : A x A —>• A, par 
exemple si A est une algebre sur K avec sa multiplication, et en particulier si A est l’algebre 
des matrices Ai n (K), alors on definit de la meme maniere l’espace, note A P (E,A ) (respec- 
tivement A*(E,A)) des applications p-lineaires (respectivement multilineaires) alternees a 
valeurs dans A. On definit de meme le produit exterieur de deux elements de A *(E, A) (en 
remplagant le produit de deux elements de K par revaluation de <f> sur deux elements de 
A). Si A est une algebre associative unitaire, alors A *(E, A) est encore une algebre graduee 
associative unitaire. Mais elle n’est plus forcement anticommutative (par exemple si A est 
l’algebre Ai n (K) avec n > 2). Si A est de plus commutative (par exemple si K = M et 
A = C), l’algebre graduee associative unitaire A*(E,A) est par contre anticommutative. 

• Exercice de revision. 

Exercice E.186 Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps K, et / 6 
C(E) une application lineaire de E dans E. Pour preciser, on note A p f : A P E —> A P E 
l’application definie par uj i->- f*u. 

- Montrer que l’application A n f : A n E —>• A n E est la multiplication par det /. 

- Montrer que 

n 

det(/ - A idy) = (—l)*tr(A n -*/) A* . 

1=1 

- En deduire que 

det(idy + /) = tr(A*/ : A*E -»■ A *E) . 
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A.6 Rappels d’algebre homologique 


• Categories, foncteurs. 

Une categorie C est la donnee 

• d’une collection Obj = Obj c , dont les elements sont appeles les objets de C, 

• d’un ensemble Mor(X, Y) = More (X, Y) pour tous les X,Y dans Obj, dont les 
elements sont appeles les morphismes (ou fleches ) de X dans Y dans la categorie C, 

• d’un element Id = Idjy[or c (X,X) (appele (morphisme) identite de X dans X) dans 
Mor c(X,X) pour tout X dans Obj, et 

• d’une application o (appelee composition ) de Mor(X, Y) xMor(F, Z ) dans Mor(X, Z) 
pour tous X, Y, Z dans Obj, 

telle que 


f old = ldo f = f 


et 

(/ o g) o h = f O (g o h) . 

Soient C et C deux categories. Un foncteur (covariant) T de C dans C est la donnee 

• pour tout objet X de C , d’un objet T(X) de C ', 

• pour tout morphisme / dans l’ensemble Morc(X, Y). d’un morphisme J-(f) dans 
l’ensemble Morc^J 7 ^), X(Y)), 

telle que 

J'(Id) = Id 
et 

Hf ° 9 ) = Hf) ° Hg) • 

Un foncteur contravariant de C dans C est une telle donnee, sauf que maintenant J-(f) € 
Mor c(J'(Y),J-(X)), et qui au lieu de la derniere condition verifie la condition 


Hf°g) = Hg)°Hf)- 

Une sous-categorie C d’une categorie C est la donnee d’une sous-collection Obj C / de 
Obj c , et d’un sous-ensemble Mor c(X, Y) de Morc(X, Y) pour tous X, Y dans Obj C /, telle 
que Mor^(X, A) contienne IdM orc (x,X) e t c[ ue composition preserve les Mor£'(A, Y). 
Une sous-categorie de C, munie des identites et des compositions de C, est une categorie. 

Par exemple, la categorie des ensembles a pour objets les ensembles, pour morphismes 
les applications entre ensembles, pour identites les applications identites, et pour compo¬ 
sitions les compositions d’applications. 

Beaucoup des categories que nous rencontrerons sont des categories, dites d’ensembles 
decores, dont les objets sont des ensembles munis de structures additionnelles, et dont 
les morphismes sont certaines applications entre ces ensembles, et oil les identites sont 
les applications identites, et la composition est la composition des applications. Une telle 
categorie est muni d’un foncteur evident, dit foncteur oubli, a valeurs dans la categorie 
des ensembles, qui associe a un ensemble muni de structures additionnelles cet ensemble 
lui-meme. 

Par exemple, la categorie des espaces topologiques est une categorie d’ensembles decores, 
dont les objets sont les espaces topologiques et les morphismes sont les applications conti¬ 
nues, et dont le foncteur oubli est 1’association a un espace topologique de son ensemble 
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sous-jacent. On definit de meme la categorie TOP des varietes topologiques , celle TOP n 
des varietes topologiques de dimension n, qui sont des sous-categories de la categorie des 
espaces topologiques. 

La categorie DIFF^ des varietes differentielles de classe C k est aussi une categorie 
d’ensembles decores, dont les objets sont les varietes differentielles de classe C k et les 
morphismes sont les applications de classe C k , et dont le foncteur oubli est 1’association 
a une variete differentielle de son ensemble sous-jacent (on oublie a la fois la topologie et 
l’atlas maximal de cartes). 

De nombreuses categories seront definies dans ce cours. 

• La categorie DIFF*, des varietes differentielles de classe C k (paragraphe 2.3). 

• La categorie DIFF*.(n) des varietes differentielles de classe C k et de dimension n 
(paragraphe 2.3). 

• La categorie des fibrations de classe C k (paragraphe 3.6). 

• La categorie des fibres vectoriels de classe C k (paragraphe 3.2). 

• La categorie des fibres vectoriels de classe C k et de rang n (paragraphe 3.2). 

• La categorie des revetements (paragraphe A.4). 

• La categorie des groupes topologiques (paragraphe 5.1). 

• La categorie des groupes de Lie (paragraphe 5.1). 

• La categorie des algebres de Lie (paragraphe 5.2). 

De nombreux foncteurs seront definis dans ce cours. 

• Le foncteur P de la categorie dont les objets sont les espaces vectoriels de dimension 
finie sur K = M ou K = C et les fleches les applications lineaires injectives, dans 
la categorie des varietes differentielles JF-analytiques, qui a un espace vectoriel V 
associe l’espace projectif P(V) (paragraphe 2.4.3). 

• Le foncteur Gk de la categorie dont les objets sont les espaces vectoriels de dimension 
finie sur K = M ou K = C et les fleches les applications lineaires injectives, dans 
la categorie des varietes differentielles JF-analytiques, qui a un espace vectoriel V 
associe la variete grassmannienne Gk(V) (paragraphe 2.4.3). 

• Le foncteur Gk de la categorie des fibres vectoriels de classe C k et des morphismes de 
fibres vectoriels injectifs sur les fibres dans la categorie des fibrations de classe C fc , 
qui a un fibre vectoriel associe sa fibration grassmannienne (paragraphe 3.6). 

• Le foncteur T, de la categorie DIFFfc + i(n) des varietes differentielles de classe C fc+1 
et de dimension n, dans la categorie des fibres vectoriels de classe C k et de rang n, 
qui a une variete associe son fibre tangent (paragraphes 3.3 et 3.4). 

• Le foncteur contravariant de la sous-categorie de la categorie DIFF^+i, formee des 
varietes differentielles de classe C fc+1 et des morphismes etales entre ces varietes, a 

valeur dans la categorie des espaces vectoriels reels, qui a une variete M de classe 
C k+i 

associe l’espace vectoriel reel T^{TM) des champs de vecteurs C k sur M, et 
a un morphisme etale / associe l’application lineaire X H > f*X (paragraphes 4.1 et 
4.2). 

• Le foncteur de la categorie des groupes de Lie dans celle des algebres de Lie, qui a 
un groupe de Lie associe son algebre de Lie (paragraphe 5.3). 

• Le foncteur contravariant de la categorie des espaces vectoriels de dimension finie sur 
un corps donne K, dans la categorie des algebres (associatives unitaires) graduees 
anti-commutatives sur K, qui a un tel espace vectoriel E associe A *E, et a une 
application lineaire / associe le morphisme f* (gradue de degre 0) (paragraphe A.5). 
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• Le foncteur contravariant de la categorie DIFFoo(n) des varietes differentielles de 
classe C°° et de dimension n, dans la categorie des fibres vectoriels de classe C°° et 
de rang 2 n , qui a une variete associe son fibre des formes alternees (voir paragraphe 
3.7). On peut definir aussi le foncteur contravariant de la categorie des fibres vectoriels 
C k dans elle-meme, qui a un fibre vectoriel E associe le fibre vectoriel A *E. 

• Le foncteur contravariant de la categorie des varietes C°° et des applications C°°, 
dans la categorie des algebres graduees (associatives unitaires) anticommutatives, 
et des morphismes d’algebres graduees unitaires, qui a une variete M associe son 
algebre des formes differentielles O(M) et a une application / : M —» N associe 
f* : f l(N) —> fi(M) (paragraphe 6.1). 

• Le foncteur contravariant cohomologie de de Rham iL* R , de la categorie des varietes 
C°° et des applications continues entre ces varietes, dans la categorie des algebres 
graduees (associatives unitaires) anticommutatives, et des morphismes d’algebres 
graduees unitaires, qui a une variete M associe 1’algebre H^ R (M) et a une application 
/ : M —» N associe le morphisme f* : H^ R (N) —>• iL* R (M) (paragraphe 6.2). 

• Le foncteur contravariant cohomologie de de Rham a support compact if£ R c , de 
la categorie des varietes C°° et des applications continues propres entre ces varie¬ 
tes, dans la categorie des algebres graduees (associatives pas forcement unitaires) 
anticommutatives, et des morphismes d’algebres graduees, qui a une variete M as¬ 
socie 1’algebre C (M) et a une application / : M —>• N associe le morphisme 
f* ■ H un,c( N ) H *m,c( M ) (paragraphe 6.4). 

• Le foncteur compactification d’Alexandrov de la categorie des espaces topologiques 
localement compacts et des applications continues propres, a valeurs dans la categorie 
des espaces topologiques compacts et des applications continues, qui a un espace 
topologique localement compact X associe son compactifie d’Alexandrov X, et a une 
application continue propre / entre deux espaces topologiques localement compacts 
associe son unique extension / aux compactifies d’Alexandrov de ces espaces (voir 
l’exercice E.169 dans l’appendice A.l). 


• Complexes de cochaines. 

On renvoie par exemple a [Spa, ES, CE] pour des complements d’algebre homologique. 

Soit A un anneau commutatif unitaire. Par module, on entend module sur A. On 
rappelle que les modules sur l’anneau Z sont les groupes abeliens, et les modules sur un 
corps sont les espaces vectoriels. On rappelle qu’une suite hnie ou inhnie de morphismes 
de modules 

... —> M n M n+ \ —4 M n .|_2 —> ... 

est exacte si ker / n +i = im f n pour tout n tel que f n+ \ et f n soient definis. 

Un complexe de cochaines C = (C*,d*) est une suite de modules (C' n ) ne pj et de mor¬ 
phismes de modules ( d n : C n —> C n+1 ) rie N 


c° A c 1 


c 1 


c r 


c n+1 


tels que 

d n+1 o 8 n = 0 

pour tout entier re. Les d n sont appeles les morphismes de cobord (ou differentielles), et 
notes d quand re est sous-entendu. On pose par convention C~ l = 0 et d~ l = 0. 

On definit les objets suivants. 
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• Un morphisme de complexes de cochaines f : C —y D est une suite de morphismes 
de modules ( f n : C n — y D n ) n& ^ tels que f n+1 o d n = d n o f n pour tout entier n. 


C° 


d° 


C 1 


c r 


C n +1 


fO I 

D° 



i / 1 

D 1 




Jn +1 

D n+1 


• L’espace des n-cocycles est Z n [C ) = ker(<9 : C* n —>• C n+1 ). L’espace des n-cobords 
est B n {C) = im(<9 : C n ~ l —> C n ), qui est un sous-module de Z n (C). Le n-eme 
groupe de cohomologie de C (qui est un module) est le module quotient H n {C) = 
Z n (C)/B n (C), et le module (gradue) de cohomologie de C est 


H*(C) = ®ff n (C) . 

nG N 


• L’application induite en cohomologie par un morphisme de complexes de cochaines 

/ : C D est le morphisme de modules f* : H n {C) —> H n {D) defini par = 

[f n (z)\ si 2 est un n-cocycle de D. 

• Si A est un corps, la caracteristique d’Euler-Poincare d’un complexes de cochaines C 
tel que l’espace vectoriel C n sur A soit de dimension finie pour tout n, et nulle pour 
tout n assez grand, est definie par 


ieN 


Une suite exacte (courte) de complexes de chaines est la donnee notee 

0 —s> C ^4 D E —^0 


de complexes de cochaines C,D,E et de morphismes de complexes de cochaines 
/ : C —>• D, g : D E tels que, pour tout n, la suite de morphismes de modules 

0 — >C n -A D n -A E n —y 0 


soit exacte. 

• Un morphisme de suites exactes (courtes) de complexes de cochaines est un triplet 
(a, /3, 7 ) de morphismes de complexes de cochaines tel que le diagramme suivant soit 
commutatif en tout degre n : 


0 — 

y C 

f 

D -A 

E - 

-y 0 


~i a 


4 - 0 

4- 7 


0 — 

> a 

r 

D' A, 

E' - 

-y 0 


Remarques (1) Le module H n (C) mesure l’obstruction d’un cocycle a etre un cobord 
(un n-cocycle etant un cobord si et seulement si son image dans H n {C ) est nulle), ainsi 
que l’obstruction de la suite 


c°Aci Ac 2 


c r 


c n+1 
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a etre exacte (i.e. a verifier ker d n = irn <9 n_1 pour tout n.) 

(2) Uu morphisme de complexes de cochaines </> : C —>• D envoie cocycles sur cocycles 
et cobords sur cobords en chaque degre, ce qui montre que l’application induite en coho- 
mologie par un morphisme de complexes de cochaines est bien definie. 

(3) On definit une categorie des complexes de cochaines sur l’anneau A, dont les objets 

sont les complexes de cochaines et les morphismes les morphismes de cochaines. Le mor¬ 
phisme identite, note id, d’un complexe de cochaines C est la suite (id : C n —>• C^neN- 
Si / :C-)-L?et sont des morphismes de cochaines, alors le morphisme de 

cochaines g o f : C —>• £ defini par ( g o f) n = g n o f n est la composition de / et de g. 

Pour les applications induites en cohomologie, on a (g o /)* = g* o f* et id* = id. 
Ainsi C i—>- H*(C) et / i—>• /* est un foncteur (covariant) de la categorie des complexes de 
cochaines sur A dans la categorie des A-modules gradues. 

De meme, les suites exactes (courtes) de complexes de cochaines et les morphismes de 
suites exactes (courtes) de complexes de cochaines forment une categorie, pour la compo¬ 
sition et les morphismes identite evidents. 


Proposition A.21 Si 0 —> C — D —4 E —> 0 est une suite exacte courte de com¬ 
plexes de cochaines, il existe une suite exacte longue de modules 


H n ~\E) ^4 H n (C) H n (D) H n {E ) ^4 H n+1 {C ) 


telle que si (a, /3, 7 ) est un morphisme de suites exactes de complexes de cochaines, alors 
le diagramme suivant est commutatif : 


H n (C) -A H n (D) H n (E) H n+1 (C) 

a* 

-4 H n+l {C') 


a* 

H n (C') 


r 


1 0* 

H n (D') 


H n (E') 


Preuve. (1) Construisons tout d’abord 

le morphisme 

<5 : H n \E) 

-»• H n+1 (C). Le dia- 

gramme suivant est commutatif : 





la 

la 

la 


0 - 

xn 

C n 

n 

D n 

E n — *• 

0 


1 a 

1 a 

1 a 


0 - 

X71+1 

y 1 J_ _ y 

~n-1-1 

D n +i 9 - _ ). 

E n+1 — > 

0 


la 

la 

la 



Soit z un n-cocycle de E. II s’agit de lui associer un (n + l)-cocycle x de C (bien defini 
modulo un cobord). Comme g n est surjective, il existe y G D n tel que g n (y) = z. On 
considere dy G D n+1 . Comme g n+1 {dy ) = dg n (y ) = dz = 0, par exactitude, il existe 
x G C n+1 tel que f n+1 (x ) = dy. On pose done 


6[z] = In¬ 


ventions que 5 est bien defini. Tout d’abord, x est bien un cocycle, car 

f n+2 (dx ) = df n+1 (x) = ddy = 0, 
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et comme f n+ 2 est injective, on en deduit que dx = 0 . 

De plus, [x] ne depend pas des choix du representant z de [ 2 ] et des elements y , x comme 
ci-dessus. En effet, si (z' , y' , x') est un autre choix, alors comme [ z' } = [ z ], onaz ( -z = dz" 
avec z" G E n ~ l . Soit y" G D n ~ l tel que z" = g n ^ 1 (y"), qui existe par surjectivite de g n_1 . 
Alors 

g n {y' -y- dy") = z' - z - dz" = 0, 

done par exactitude, il existe x" G C n tel que y' — y — dy" = f n (x"). Comme 
f n+1 (x' — x — dx") = dy' — dy — df n (x") = ddy" = 0, 
par injectivite de f n+1 , on a x 1 = x + dx ", done [ x’\ = [x]. 

(2) Verifions l’exactitude an niveau de H n (D). 

Comme g* o f* = (g o /)* = 0, on a im f* C ker g*. 

Reciproquement, soit [y] G ker g*. Comme 0 = g*([y]) = [g n (y)\, il existe 2 : G E 71-1 tel 
que g n (y ) = dz. Par surjectivite de g ” , il existe y' G D n “ 1 tel que z = g n ~ 1 {y')- Comme 

g n (y — dy') = 0, par exactitude, il existe x G C n tel que y — dy' = f n (x). De plus, x est 
un cocycle, car f n+1 est injective et 

f n+1 (dx) = df n (x) = dy — ddy' = 0 
car y est un cocycle. Enfin, /*([x]) = [f n (x)\ = [y], done [y] G im f*. 

(3) Verifions l’exactitude au niveau de H n (E). 

Montrons que im g* C ker <5. Si y est un n-cocycle de D , par construction de 5, on a 
S([g n {y)]) = [x] oil / n+1 (x) = dy. Comme y est un cocycle et / n+1 est injective, on a done 
5 o g* = 0 , ce qui prouve le resultat. 

Reciproquement, montrons que ker 5 C im g*. Soit z un n-cocycle de E tel que 
<5([z]) = 0. Par construction, il existe y G D n et x G C n+l tels que z = g n (y ), / n+ 1 (x) = dy 
et [x] = 5([ 2 ]) = 0. Soit x' G C n tel que x = dx'. On pose y' = y — f n (x'), qui est un 
n-cocycle de D. Alors g n {y') = z. done g*([y']) = [z], ce qui montre le resultat. 

Les autres verifications sont laissees en exercice. □ 

La seule classe d’exemples de complexes de cochaines qui apparait dans ce cours est 
la suivante. Soient M et N deux varietes C°°, et / : M —>• N une application C°° 
(respectivement C°° et propre). Soient Q P (M) (respectivement f)c(M)) l’espace vecto- 
riel reel des p-formes differentielles C°° (respectivement C°° et a support compact) sur M 
et d = d|Qp(M) : D P (M) —>• D P+ 1 (M) la differentielle exterieure des formes differentielles 
(respectivement sa restriction d = <^|(A-f) : D(?(M) —> Dc + 1 (M)). Alors 

(!!>■( M),d lnt (M)) rm et (f ^ 

sont des complexes de cochaines. De plus, si f* : fl p (N) —>• O p (M) (respectivement f* : 
Q%(N) —>• Oc(M)) est l’application image reciproque par / des formes differentielles, qui 
commute avec la differentielle exterieure, alors 
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et 

f* : (n p (N),d ]nP ( N) ) p£N ^ (Q p (M),dp P{M) ) pen 
sont des morphismes de complexes de cochaines. 

On termine cet appendice par un exercice d’algebre lineaire. 

Exercice E.187 (Lemme des cinq) On considere le diagramme commutatif suivant de 
modules, dont les fleches sont des morphismes de modules, et dont les lignes sont exactes : 

A —> B —> C —> D —> E 

A' —> B' — > C' — > D' —> E' . 

Si les premiere, seconde, quatrieme et cinquieme fleches verticales sont des isomorphismes, 
alors la troisieme aussi. 
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A.7 Indications pour la resolution des exercices 

Exercice E.170 Si A est l’intersection d’un ouvert U et d’un ferme F. alors U est un 
voisinage de tout point de A, tel que U n A = F n U, qui est ferme dans U. Si tout point 
admet un voisinage ouvert U dans X tel que AnU soit ferme dans U, alors AnU = FnU 
pour F un ferme de A, et AnU C AnU C FflfJ = AnU, done AnU = AnU et A 
est ouvert dans A. Enfin, si A est ouvert dans A, alors il existe un ouvert U de X tel que 
A = AnU, done A est 1’intersection d’un ouvert et d’un ferme. 

Exercice E.171 Soit U un ouvert de X, alors U n Xi est un ouvert de X{. Done tout 
ouvert de Xi pour la topologie induite est un ouvert de Xi pour la topologie originelle. 
Reciproquement, si U est un ouvert de Xj pour la topologie originelle (par exemple U = 
Xi), alors pour tout j , la partie U n Xj = U n (Xi n Xj) est un ouvert de Xi, done de Xj, 
done U est un ouvert de X. Ceci montre le resultat. 

Exercice E.173 Supposons que / : M —>• R 2 possede une differentielle partout non nulle, 
et que son image soit {(x, |x|) : x £ M} C M 2 . Notons f(x) = (a(x),b(x)). On peut 

supposer sans perte de generalite que /(0) = 0. 

La fonction b atteint un minimum en 0, done b'(0) = 0. Ainsi, |6(x)| = o(x) au voisinage 
de 0. Comme |a(x)| = |6(x)|, on en deduit a(x) = o(x), puis a^O) = 0. Ainsi, /'(0) = 0, ce 
qui est absurde. 

Si on retire la condition de non-nullite de f, on peut par exemple prendre f(x) = 
(x 3 , |x 3 |) (et on peut meme prendre un exemple C°° avec (xe~ l ^ x , |ar|e —1 / a; )). 

Exercice E.175 On peut supposer sans perte de generalite que E = F = M n , pour un 
n dans N, dans l’enonce du theoreme d’inversion locale, que E = M n et F = G = M m , 
pour des n, m dans N, dans celui des fonctions implicites, et que tous les points particuliers 
(x et f(x) dans l’enonce du theoreme d’inversion locale, a et b dans celui des fonctions 
implicites) sont egaux a 0. 

Montrons que le theoreme d’inversion locale implique celui des fonctions implicites. Soit 
h(x,y) = (x, f(x, y)). Alors h est definie sur un voisinage de 0 dans M n x M m , de classe C 1 
et sa differentielle est inversible. On peut done trouver un voisinage ouvert V x W de 0 
sur lequel h et h _1 sont definies, de classe C 1 et injectives. Notons g : x i —> pr 2 o /i _1 (x,0), 
qui est de classe C 1 et definie sur V. On prend V' C V tel que g(V') C W. On a alors 

{(x,y) £ V' x W : f(x,y) = 0} = {(x,g(x)) : x € V 7 }. 

Montrons l’inclusion du membre de droite dans celui de gauche : (x,0) = h(x,g(x)) = 
(x, f(x, g(x))) done f(x,g(x)) = 0. Montrons l’inclusion opposee : si f(x,y) = 0, alors 
h(x,g(x)) = (x,0) = (x,f(x,y)) = h(x,y), done y = g(x), par injectivite de h sur V' x W. 

Montrons que le theoreme des fonctions implicites implique celui d’inversion locale. Soit 
h l’application definie sur un voisinage de (0,0) dans R n x par h(x , y) = f(y) — x. Alors 
d y h(0 ,0) = dfo est inversible, done le theoreme des fonctions implicites donne l’existence 
d’un voisinage V X W de (0,0) et d’une fonction g : V —>• W de classe C 1 tels que 

{(x,y) £V xW : f(y) = x} = {(x,g(x)) : x£V}. 

Pour y assez proche de 0, on a f(y) £ V et y £ W, si bien que, en posant x = f(y), on a 
y = g(x ), puis y = go f(y). Ainsi, g o f = id au voisinage de 0, et on montre de meme que 
/ o g = id au voisinage de 0. 
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Exercice E.176 (1) Notons ai,...,a n les colonnes de la matrice A et h±,... ,h n celles 
de H. En utilisant la multilinearite du determinant, on verifie que 

n 

det (A + H) = det(oi, ...,a n ) + ^det(ai,..., a k -i, h k , a k +i, ■ ■ ■ ,a n ) + 0(\\H\\ 2 ). 

k =i 

Ainsi, la differentielle du determinant est donnee par 

n 

d(det)^ 4 (i^) — N ' det(ai,..., &k—i > hk ■ ®fc+i j • • • > ®n) ■ 
k=l 

En particular, si A est inversible, alors on verifie que 

d(det)A : H >-)■ det A tr A _1 iL , 

en montrant, en utilisant la formule de l’inverse d’une matrice, que les applications lineaires 
d(det)yi et H i —y det A tr A _1 iL coincident sur la base de A4 n (M) formee des matrices 
elementaires E^g pour 1 < k,£ < n, oil les coefficients de E\~_g sont nuls sauf celui en 
position (k,£), qui vaut 1 . 

Supposons que ^(det)^ = 0. Pour 1 < k,£ < n, l’equation d(det)A(Ek/) = 0 montre 
que le mineur de taille n — 1 de A obtenu en supprimant la fc-eme ligne et la /-erne colonne 
de A est nul. Ainsi, d(det)yi = 0 si et seulement si tous les mineurs de taille n — 1 de A 
sont nuls, i.e. si et seulement si le rang de A est strictement inferieur a n — 1. 

(2) Soient A un element de X, E une droite vectorielle dans A4 n (M) telle que ^(det)^ 
ne soit pas nul sur E, et F un supplementaire de E, si bien que ,M n (M) est canoniquement 
identifie a E X F. On va appliquer le theoreme des fonctions implicites a la fonction 4> 
donnee sur E x F par = det(M) — 1. Comme dc^A est non nul sur E, il existe un 

ouvert U de F et un ouvert V de E tels que A G U x V, et une application : U V de 
classe C°° telle que 


{BGUxV : <j>(B) = 0} = {(C,V’(C)) : C € U}. 

Pour conclure, on prend /(C) = (C, ip(C)), qui est manifestement un homeomorphisme 
sur son image dont l’inverse est donne par la premiere projection, et dont la differentielle 
est partout injective. 

(3) Les arguments sont les memes que dans la question precedente, a ceci pres que, 
si on part de A E X, il faudra se restreindre a un voisinage W de A sur lequel {B € 
W : det (B) = 0} C X. Cela ne pose pas de probleme puisque le rang est semi-continu 
inferieurement. 

(4) Soit X l’ensemble des matrices de rang au plus n — 1. Supposons qu’il existe une 

application / definie sur un voisinage U de 0 dans R""^ 1 verifiant les proprietes indiquees, 
avec /(0) = 0. Comme n > 2, la matrice E^j appartient a X. Pour t assez petit, il existe 
done un element ek,i(t) de U tel que )) = tEkj- Comme / est un homeomorphisme 

sur son image, ek,i(t) tend vers 0 quand t tend vers 0. La suite ||efc’;(i/p)|| a PP ar ti en t a la 
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sphere unite compacte de M 71-2 1 . on peut done supposer qu’elle converge vers un vecteur 
v k i de norme 1. Alors 


dfo(vk,i) = dm 


f(e k ,i(l/p)) 

iK/(i/p)ir 


Comme f(e k ,i(l/p)) est proportionnel a la matrice E k: i, on obtient en passant a la limite 
que dfo{y k i) = A E k j avec A € M. Comme dfo est injective, A / 0. Ainsi, l’image de 
l’application lineaire dfo contient toutes les matrices E k j. C’est absurde puisque dfo est 
definie sur un espace de dimension n 2 — 1 . 


Exercice E.178 

(Preuve du corollaire A.5) Quitte a appliquer un isomorphisme lineaire de M 71 , on peut 
supposer que l’image de dfo soit engendree par les p premiers vecteurs de base de ML Soit 
alors 

g(x i, ...,x n ) = f(x i,.. • ,x p ) + (0,... ,0,x p+1 ,...,x n ) . 

La differentielle de g en 0 est inversible, done i/j = g est bien definie au voisinage de 0. 
Ainsi, au voisinage de 0, 

(xi ,..., x p , 0 ,..., 0 ) = ip o g(x i,..., x p , 0 , ..., 0 ) = ip o f(x i,..., x p ). 


(Preuve du corollaire A. 6 ) Quitte a appliquer un isomorphisme lineaire de M 71 , on peut 
supposer que les images par dfo des q premiers vecteurs de la base canonique de M™ forment 
une base de ML Soit alors 

g : (xi, ...,x n )*-+ (f( x i,.. .,x n ),x q+ i, ...,x n ). 

L’application g est de classe C k au voisinage de 0, envoie 0 sur 0, et sa differentielle en 0 
est inversible. Par le theoreme A.2 d’inversion locale, p = g~ l est un C fc -diffeomorphisme 
local de M n en 0, et, en considerant les q premieres coordonnees de g o ip = id, on a, au 
voisinage de 0 , 

fop(xi, ...,x n ) = (xi, ... ,x q ) . 


(Preuve du corollaire A.7) Notons (ei,..., e p ) la base canonique de M p et (/i,..., f q ) 
celle de M 9 . Nous pouvons supposer, quitte a appliquer un isomorphisme lineaire a la source 
et au but, que dfo(ei ) = fi pour % = 1,..., r, et d/o(ej) = 0 pour % = r + 1,... ,p. 

Soit 7 r la projection sur les r premieres composantes dans M 9 , et 

F : (xi, ...,x p )t-^ (7 r(/(xi,... ,x p )),x r+1 , ...,x p ). 

Comme F est est de classe C k et dFo = id, l’application F admet un inverse local G , qui 
verifie ir o f o G(x i,..., x n ) = (x \,..., x r ). Autrement dit, en faisant un changement de 
coordonnees a la source, on s’est ramene au cas ou 

f{x l, ...,x p ) = (xi,.. .,x r ,g(x i,... ,x p )) . 

Soient i,j > r. Pour x proche de 0, considerons le mineur de Jf x , obtenu en ne gardant 
que les r premieres lignes et colonnes, la i-eme ligne et la j-eme colonne. Ce mineur est 
nul, puisque df x est de rang r. 
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dfH 

dxj 


Done §^L(x) = 0. Ainsi, g^x i ,... ,x p ) = gi{x i,..., x r , 0,..., 0). Done 

fix 1,.. •, Xp) = f{x 1,... ,x r ,0,. .. ,0) . 

Considerons maintenant / restreinte al r x {0} : elle est immersive en 0, si bien qu’on 
peut la transformer au voisinage de 0 en (aq,..., x r ) eq (aq,..., x r , 0,..., 0) par un C k - 
diffeomorphisme local au but. Ceci conclut. 

Remarque. Ce resultat est moins anodin qu’il n’y parait. Essayez par exemple de montrer 
le resultat suivant : soit / : M 2 —>• M 2 dont la differentielle est partout de rang 1, egale a 
l’identite sur M x {0}. Alors l’image de / est incluse dans M x {0}. Directement, ce n’est 
pas evident que / ne va pas s’ecarter de la droite des abscisses, et que la condition de rang 
de la differentielle est une contrainte suffisante. 

Exercice E.179 On montre que l’ouvert de V sur lequel / est immersive est dense dans V, 
par l’absurde. Sinon, soit U un ouvert non vide de V sur lequel / n’est immersive en aucun 
point , et r < n le rang maximum de df x , atteint en un point xq € U. Par semi-continuite 
du rang, le rang de df x pour x proche de xq est > r, et < r par maximalite. Le theoreme 
du rang constant s’applique et montre que / s’ecrit, quitte a composer a droite et a gauche 
par un diffeomorphisme local, sous la forme f{x o + h) = f{x o) + (ho,..., h r , 0,..., 0), ce 
qui contredit l’injectivite de / puisque r < n. Puisque / est immersive en au moins un 
point, on a n < m. 

L’application df x n’est pas necessairement injective partout, comme le montre l’exemple 
de x i —> x 3 sur M. 

Exercice E.180 

1. Si n = 1, alors / atteint son maximum sur l’intervalle ]a, b[ en un certain point c qui 
est un autre point critique de /. Si n > 2, alors la connexite de M n — B{0,R) pour 
tout R implique que soit / tend vers +oo en oo, soit / tend vers —oo en oo. Dans le 
deuxieme cas, le maximum de / four nit encore un autre point critique de /. 

2. Comme / tend vers +oo en l’infini, l’ensemble K m est borne. Ainsi, son adherence 
est encore un compact connexe contenant a et b, ce qui montre que K m C K m . Ainsi, 
K m est ferme. Soit M = infjm € M : K m / 0}. Alors (iL A f_|_ 1 / n ) ne pj_r 0 T. forme une 
suite decroissante de compacts connexes non vides, done son intersection est encore 
un compact connexe non vide, qui contient a et b. Sur ce compact, / est majoree par 
M. Ainsi, Km / 0. 

3. Puisque M > sup{/(a),/(&)}, sous l’hypothese d’absence de point critique different 
de a, b, on verihe aisement que l’interieur de Km est constitue des points x de Km 
tels que f(x) < M, tandis que sa frontiere est constitute des points x de Km tels 
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que f(x) = M (en utilisant le theoreme des fonctions implicates). On en deduit que 
Km est 1’adherence de son interieur. 

Supposons que l’interieur de Km ne soit pas connexe, et qu’il s’ecrive done comme 
reunion de deux ouverts A et B. Alors Km = AUB. Par connexite de Km, les deux 
ensembles A et B ne sont pas disjoints, et ils se rencontrent done en un point x. II 
n’appartient ni a A ni a B car A et B sont ouverts et disjoints. Ainsi, f(x) = M. 
Le theoreme des fonctions implicites applique an voisinage du point regulier x assure 

O 

qu’il existe un voisinage U de x tel que V = U 0 Km soit connexe. Comme V = 
(V n A) U (V n B ), l’un des ouverts V n A ou V n B est done vide par connexite, ce 
qui contredit le fait que x soit dans 1’adherence de A et de B. 

4. L’interieur de Km est un ouvert connexe done connexe par arcs. II existe done un 
chemin reliant a a b et restant dans l’interieur de Km- Ce chemin donne done un 
compact connexe contenant a et b et sur lequel / < M. ce qui est absurde car cela 
contredit la minimalite de M. 


Exercice E.181 (1) La fonction exponentielle est une serie entiere de domaine de conver¬ 
gence A4 n (R). Elle est done analytique reelle, et en particulier C°°, comme fonction de 
Ad„(M) dans A4 n (M). Comme GL n (M) est un ouvert de A4 n (M), elle est done C°° comme 
fonction de A4 ra (M) dans GL n (M). 

Comme exp (M) = Y,™=o ^T' ona 


dex p M (A) = 


V 


EkZoM k XM 


n—k— 1 


71—0 


n! 


(attention a la non commutativite du produit!). En particulier, dexp 0 = Id. 

(2) La premiere assertion vient du fait que detexp(M) = Si M est une matrice 

antisymetrique, alors M commute avec sa transposee, et si A et B sont deux matrices qui 
commutent, alors exp (A + B) = exp(A) exp(S). Done si M est antisymetrique, alors 

4 exp(M) exp(M) = exp(*M) exp(M) = exp(*M + M ) = exp(0) = Id . 


(3) Soit x € SO(n). II existe une matrice orthogonale M telle que MxM 1 soit diago- 

]. Ces blocs sont respectivement 


nale par blocs egaux a 1 ou de la forme 


’exponentielle de 0 et 
je o 


0 -6 

6 0 


sin 6 cos 9 
(dans SL 2 (C), la matrice 


cos 6 — sin 9 
sin 9 cos 9 


est conju- 


guee a 


0 


„-i0 


, qu’il est facile d’ecrire comme une exponentielle de matrice, et 


on revient ensuite dans SL 2 (M)). II existe done une matrice antisymetrique X telle que 
MxM -1 = exp (A). Finalement, x = exp (M~ 1 XM). 

Montrons que, pour X € sl 2 (M), i.e. tr(A) = 0, alors tr(exp(A)) > —2. Si A a 
deux valeurs propres reelles, elles sont de la forme a et —a, et on a tr(exp(A)) = e“ + 
e~ a > 0. Sinon, les valeurs propres a et —a de A sont complexes conjuguees, et elles 
sont done imaginaires pures, i.e. a = ib avec b € M. En particulier, tr(exp(A)) = e lb + 


e lb = 2cos(6) > —2. Ainsi, la matrice 
exp(sl 2 (M)). 


-10 

0 


0 

- 1/10 


de SLc 


n’appartient pas a 
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(4) En diagonalisant une matrice symetrique dans une base orthonormee, on verifie que 
son exponentielle est symetrique definie positive. Reciproquement, soit M symetrique defi- 
nie positive. En la diagonalisant dans une base orthonormee, puis en prenant le logarithme 
des valeurs propres, on construit une matrice symetrique X telle que exp(A) = M. De 
plus, si P est le polynome d’interpolation de Lagrange qui vaut log(Aj) aux valeurs propres 
A i de M, on a A = P(M). 

Montrons que X est l’unique antecedent de M par l’exponentielle. Si M = exp(X / ), 
alors X' commute avec M, done avec tous les polynomes en M, done avec X. En particulier, 
exp(X / — X) = exp(X / ) exp(AC= I n . En diagonalisant X' — X , on en deduit que 
X' -X = 0. 

Ainsi, exp realise une bijection entre l’espace Sym n (R) des matrices symetriques et 
l’espace Sym+(R) des matrices symetriques definies positives. Elle est C°°, car restriction 
d’une application C°° au sous-espace vectoriel Sym n (R), dont Sym^(R) est un ouvert. II 
reste a verifier que e’est un C°°-diffeomorphisme. 

Soit M une matrice symetrique, montrons que exp est une immersion en M. Quitte 
a diagonaliser M, on peut supposer que M est diagonale de coefficients Ai,...,A n . La 
formule de la differentielle de l’exponentielle montre alors que 

oo sr^n—1 \k\n—k —1 

dexp M (A)ij = k= ° ^ 3 - Aj- 

n=0 

1 ^n—k — 1 

II suffit done de verifier que les coefficients — k= ° n\ j - son ^ non nu l s - Si Aj = A j, 

ce coefficient est egal a e^“, et il n’y a rien a faire. Sinon, le coefficient est egal a 


OO 


E 

n=0 


]_K 

n\ A i 




e Xi — 


Av A 


xo. 


Ainsi, dexp est partout inversible sur l’espace des matrices symetriques. En particulier, 
exp est un diffeomorphisme local, et une bijection, done un diffeomorphisme. 

(5) La formule de la differentielle de l’exponentielle peut se reecrire 


d exp M = 


E 

p,q> 0 


T P r>q 

(P + 9 + 1)! ' 


Notons de plus que les operateurs Lm et Rm commutent. 
Supposons tout d’abord Lm — Rm inversible. Alors 


d exp M 


= 0 IfSt = h. = Tm^Rm ( ex P( L M) - exp(R M )) 

= exp (Lm) (Id - exp(-adM)) = exp(L M ) EfcloC" 1 )* 5 » 


ce qui est le resultat recherche. 

Notons que cette preuve n’utilise que le fait que Lm et Rm commutent. Lorsque Lm — 
Rm n’est pas inversible, le meme argument s’applique done a Lm + Aid et Rm avec A > 0 
assez petit, de telle sorte que Lm ~ Rm + Aid soit inversible. On conclut ensuite en faisant 
tendre A vers 0. 

(6) Si Ai,..., A n 2 sont les valeurs propres complexes de adM, la formule de la question 
precedente montre que les valeurs propres complexes de exp(— M)dexp M son I 


1—e 


A* 


SI 
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Afc 7 ^ 0, et 1 si Afc = 0. Ainsi, cet operateur est inversible si et seulement si les valeurs 
propres non nnlles satisfont e~ Xk 7 ^ 1 , i.e. A*, ^ ‘lm r L. 

Exercice E.184 (3) Comme U (1 V est non vide, X est connexe par arcs. Soit a un 

lacet en x. Par compacite, il existe n € N non nul tel que a([^, ^-]) soit contenu dans U 
on dans V pour tout i € {0, Pour tout i € {0, soit c* un chemin entre x et 

a(^), contenu dans U,V,U (IV si a(^) appartient a U, V, U n V respectivement (ce qui 
est possible car U, V, U n V sont connexes par arcs), avec Co et c n constants. On note <37 le 
chemin 1 1 —> ct(^A). II n’est pas difficile de voir que le lacet a en x est homotope a 

(co • <3 0 ' Cl) • (ci<3l • C 2 ) ' ... ' (c n _2 ' <3 n _2 ' C n — l) ■ (c n _l ■ (3 n _l) ■ C n . 

Pour i € {0,..., n — 1}, le chemin q • ck* • Cj+ 1 , est un lacet en x contenu dans U ou dans V. 

Comme U et V sont simplement connexes, chaque cl ■ ■ c*+i est homotope au la¬ 

cet constant en x. Done a est homotope au lacet constant en x. Par consequent, X est 
simplement connexe. 

(4) La sphere 8 n est reunion de l’ouvert U complementaire du pole nord, et de l’ouvert V 
complementaire du pole sud. Les ouverts U, V sont contractiles, done simplement connexes 
par (2). L’intersection U PI V se retracte par deformation forte sur l’equateur § n _i, qui est 
connexe par arcs si n > 2 . 

(5) On raisonne par recurrence sur n. D’apres l’exercice E.15, la droite projective IPi(C) 
est homeomorphe a la sphere § 2 , done est simplement connexe par (4). On suppose main- 
tenant P„(C) simplement connexe. Soit U (le domaine d’)une carte affine de P n+ i(C), et V 
le complementaire d’un point de U dans P n _|_i(C). Alors U est contractile, et V se retracte 
par deformation forte sur P n (C), done est simplement connexe. Par (3), l’espace P n+ i(C) 
est simplement connexe. 

Exercice E.185 Soit I une partie de {1,..., m} et J une partie de {1,..., n}. Le coef¬ 
ficient I, J de la matrice de l’application A*/ : u ^ f*u est egal au mineur Mj y j de la 
matrice de / correspondant aux lignes d’indice dans I et aux colonnes d’indice dans J : 


1 


354 




Index 


action, 185 

de classe C fe , 187 
libre, 320 

par homeomorphismes, 321 
par translations 
a droite, 320 
a gauche, 320 
propre, 321 
transitive, 320 
a gauche, 185 
algebre de Lie, 161 
commutative, 161 
d’un groupe de Lie, 165 
produit, 162 
alternee, 333 
anneau, 235 
anticommutativite, 104 
antiderivation, 221 
appauvrissement de structure, 15 
application 

canonique, 320 
de classe C fe , 16 
de rang constant, 17 
de transition, 14 
etale, 29 

exponentielle, 169 
lue dans des cartes, 16 
orbitale, 320 
projective, 34 
propre, 316 
tangente, 71 
transverse, 85 
atlas de cartes 

feuilletees, 109 
atlas de cartes, 13 
oriente, 249 
automorphisme 

de revetements, 327 

base, 67, 77, 327 
adaptee, 200 
d’ouverts, 316 
denombrable, 316 
positive, 248 
bord, 254 

bouteille de Klein, 121 

caracteristique 
d’Euler, 238 
d’Euler-Poincare, 344 
cardinal, 319 


carte, 14 

affine, 35 
locale, 14 
orientee, 249 
positive, 249 
categorie, 341 

des ensembles, 341 
des algebres de Lie, 161 
des espaces topologiques, 341 
des groupes de Lie, 156 
des groupes topologiques, 155 
des varietes differentielles 
de classe C fe , 342 
des varietes topologiques, 342 
de dimension n, 342 
centre, 163, 177 
champ 

de p-plans, 106 

image reciproque, 106 
lu dans une carte, 107 
restriction, 106 
de droites 

dirige par, 107 
de vecteurs, 92 
associe, 167 
complet, 97 
image reciproque, 94 
invariant a droite, 167 
invariant a gauche, 167 
lu dans une carte, 96 
non singulier, 98 

tangent a un champ de plans, 106 
changement de carte, 14 
chemin, 330 

compose, 330 
inverse, 330 
cobord, 344 
cocycle, 344 
codimension, 13, 23 
cohomologie de de Rham, 230 
a support compact, 258 
compactification d’Alexandrov, 343 
compactifie d’Alexandrov, 317 
C fc -compatibles, 14 
complexe 

de cochaines, 343 
composition, 67 
conjugaison, 158 
contractile, 329 
coordonnees 
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de Plucker, 278 
homogenes, 35 
courbe, 8, 15, 73 
elliptique, 34 
integrate, 97 
crochet 

de Lie, 104, 161 
de Poisson, 289 

decomposition 

d’lwasawa, 196 
polaire, 38, 196 
degre, 268 
demi-hyperboloide 
superieur, 193 
denombrable a l’infini, 316 
diffeomorphisme, 17, 322 
local, 29, 323 

differentiablement homotopes, 232 
differentielle, 217, 221 
exterieure, 221 
dimension, 8, 12 
distribution 

de p-plans, 106 
domaine, 14 

regulier, 254 
a bord lisse, 254 
drapeau, 200 
dualite de Poincare, 264 
derivation, 99 

d’algebres de Lie, 162 
interieure, 162 
derivee de Lie, 226 

£ 2 (R), 317 
ensemble 

bien ordonne, 319 
ordonne, 319 
isomorphe, 319 
totalement ordonne, 319 
entrelac 

de Whitehead, 275 
oriente, 275 

equivalence d’homotopie, 329 
espace 

de Siegel, 203 
des cobords, 344 
des cocycles, 344 
des feuilles, 11 
lenticulaire, 33, 329 
projectif, 34 
complexe, 35 
reel, 35 


symetrique, 201, 202, 286 
tangent, 71 
total, 67, 77, 327 
vectoriel 
oriente, 248 
espace topologique 

a base denombrable, 316 
(j-compact, 316 
contractile, 329 
denombrable a l’infini, 316 
localement compact, 316 
paracompact, 316 

semilocalement simplement connexe, 331 
separable, 316 
separe, 316 

simplement connexe, 329 
etoile, 235 

faisceau, 18 
feuille, 110 

locale, 109 
feuilletage, 109 
de Reeb, 123 
image reciproque, 111 
lineaire, 112 
standard, 109 
quotient, 112 
fibration, 77 

de Hopf, 125 
grassmannienne, 79 
triviale, 78 
trivialisable, 78 
fibre, 67, 77, 327 
fibre 

cotangent, 81 
de Seifert, 123 
des fc-plans, 79 
en droites, 67 
localement trivial, 77 
tangent, 71 
tautologique, 68, 69 
vectoriel, 66 
complexe, 66 
des p-formes alternees, 81 
des formes alternees, 81 
holomorphe, 68 
image reciproque, 81 
produit, 82 
produit tensoriel, 86 
reel, 66 

somme directe, 82 
trivial, 68 
trivialisable, 68 
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fixateur, 320 
foncteur, 341 

contravariant, 341 
covariant, 341 
forme 

d’aire, 257 
de Kahler, 288 
de Liouville, 279 
differentielle, 81, 216 
cohomologues, 230 
exacte, 229 
fermee, 229 
invariante, 286 
invariante a gauche, 282 
lue dans une carte, 220 
multilineaire 
alternee, 333 
symplectique, 202 
volume, 251 

p -forme differentielle, 216 
formule 

d’Ampere-Stokes, 258 
de changement de variable, 220 
globale, 253 
locale, 247 
de Gauss, 277 
de Gauss-Ostrogradski, 257 
de Green-Riemann, 257 
de Stokes, 255 
frontiere de Shilov, 202, 203 

genre, 283 
germe, 97 
graphe, 11 
groupe 

affine, 197 
de Lie, 156 
p-adique, 156 
complexe, 156 
local, 179 
quotient, 176 
reel, 156 
discret, 157 
fondamental, 331 
lineaire, 37 
orthogonal, 37 
special lineaire, 37 
special orthogonal, 37 
special unitaire, 37 
symetrique, 333 
topologique, 155 

sans petit sous-groupe, 160 
unitaire, 37 


G x , 320 

hermitienne, 37 
homeomorphisme local, 328 
homotopes, 330 

differentiablement, 232 
proprement, 260 
proprement, 329 
homotopie, 330 
C°°, 232 

hypocycloide, 39 
identite 

de Jacobi, 104, 161 
de Leibnitz, 289, 290 
image reciproque, 218 
immersion, 17, 322 
indice 

d’un champ de vecteur, 273 
d’une application, 270 
integrable, 112 
integrate de Gauss, 277 
invariant, 31 

de Hopf, 281 

isomorphe, 17, 19, 29, 67, 78, 155, 156, 319 
isomorphisme, 18 

d’algebres de Lie, 161 
de revetements, 327 
de groupes de Lie, 176 
de feuilletages, 111 
de hbrations, 78 
de fibres vectoriels, 67 
de groupes de Lie, 156 
de groupes topologiques, 155 
local de groupes de Lie, 179 
remarquable, 185 
isotope a l’identite, 117, 121 
isotopie, 117 

jacobien, 322 

lacet, 330 
lagrangien, 201 
lemme 

de Poincare, 235 
des cinq, 347 
localement, 317 
compact, 316 
fermee, 24, 317 
fini, 316 
lineaire, 160 

localement isomorphes, 179 
longue droite, 11 
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matrice jacobienne, 322 
mesure 

de Haar, 281 
nulle, 27, 254 
morphisme, 341 

d’algebres de Lie, 161 
de fibration, 78 
de groupes de Lie, 156 
de groupes topologiques, 155 
de cobord, 343 

de complexes de cochaines, 344 
de fibres vectoriels, 67 
de suites exactes 

de complexes de chaines, 344 
identite, 67 

local de groupes de Lie, 179 
multi-vecteur, 339 
multiplicateurs de Lagrange, 85 

noeud 

oriente, 275 
sauvage, 25 

nombre d’enlacement, 274 

orbite, 320 
ordinal, 319 

denombrable, 319 
ordre, 319 
bon, 319 

lexicographique, 319 
total, 319 
orientation, 248 
canonique, 248 
image reciproque, 250 
opposee, 253 

par la direction sortante, 255 
produit, 249 
somme disjointe, 249 
ouvert 

distingue, 67, 77 
etoile, 235 

paracompact, 316 
parallelisable, 71 
parametrage local, 13 
partition de l’unite, 8 
subordonnee, 8 
plongement, 25 

de groupes de Lie, 157 
de Plucker, 278 
plus fin, 316 
point critique, 27 
pole 

Nord, 32 


Sud, 32 
produit 

exterieur, 216, 334 
interieur, 225, 338 
tensoriel, 332 
projectifie, 79 
propre, 316 
proprement 

differentiablement homotopes, 260 
discontinue, 321 
homotopes, 329 

preserver l’orientation, 248, 249 
puissance tensorielle, 333 

rang, 16, 67, 322 
recouvrement 
ouvert 

localement fini, 316 
plus fin, 316 
relevement, 330 
representation 

adjointe, 164, 165 
revetement, 29, 327 
a n feuillets, 328 
d’orientation, 250 
de groupes de Lie, 176 
fini, 328 
holomorphe, 29 
trivial, 327 
universel, 331 
ruban de Mobius, 108 
reseau, 34 

retract par deformation forte, 329 
retraction, 240 

saturee, 320 
section, 68, 78 

de classe C fc , 68 
nulle, 68 

segment initial, 319 
semi-continue inferieurement, 322 
semilocalement simplement connexe, 331 
separable, 316 
separe, 316 
separabilite, 316 
separation, 316 
signature, 283, 333 
simplement connexe, 329 
somme connexe, 22, 243 
orientee, 249 
sous-algebre de Lie, 161 
sous-categorie, 341 
sous-espace 
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affine tangent, 65 
vectoriel tangent, 65 
sous-groupe 

central, 177 
de Lie, 156 
de Lie immerge, 174 
a un parametre, 171 
sous-variete, 12, 23 
complexe, 13 
immergee, 20 
topologique, 13 
transverse, 124 

a bord, de codimension 0, 254 
sphere, 32 

de Riemann, 33 
stabilisateur, 320 
structure 

complexe, 202 
standard, 20, 24 
subimmersion, 17, 322 
submersion, 17, 322 
suite exacte, 343 

de complexes de cochaines, 344 
longue 

de cohomologie, 345 
de Mayer-Vietoris, 236, 261 
suite exhaustive, 316 
support, 8, 247 
surface, 8, 15 

de revolution, 324 
de Veronese, 45 
surface de niveau reguliere, 27 
symplectomorphisme, 203 

tenseur, 333 

antisymetrique, 333 
symetrique, 333 
theoreme 

d’Ado, 160, 182 
d’Ehresmann, 79 
d’invariance du domaine, 6, 240 
d’inversion locale, 322 
de Brouwer 

d’invariance du domaine, 6, 240 
du point fixe, 240 
de Cartan, 174 
de dualite de Poincare, 264 
de forme normale 

des applications de rang constant, 17, 324 
des immersions, 17, 323 
des submersions, 17, 323 
de Frobenius, 113 
de Gleason, 160 


de Montgomery-Zippin, 160 
de non-peignage des spheres, 269 
de Poincare-Hopf, 273 
de Sard, 27, 271 
de Stokes, 255 
de Whitney, 26 
des fonctions implicites, 323 
du point fixe, 240 
du redressement, 98 
du relevement, 29, 330 
fondamental de l’integration, 255 
topologie 

de l’ordre, 319 
des feuilles, 110 

faible (definie par une famille de sous-espaces), 
318 

induite, 174 
intrinseque, 174 
plus fine, 317 
quotient, 318 
somme disjointe, 318 
tore, 33 

de revolution, 34 
translation 

a droite, 155 
a gauche, 155 
transposition, 333 
transversale locale, 109 
transverse, 85, 124 
trivialisation locale, 67, 77, 327 
type, 200 

type d’homotopie, 235, 330 

valeur 

critique, 27 
reguliere, 27 
variete, 7 

analytique 
complexe, 15 
rigide, 15 
reelle, 15 
banachique, 15 
de Stiefel, 46 
differentielle, 14 
feuilletee, 109 
grassmannienne, 37 
holomorphe, 15 
homogene, 187 
lisse, 15 

modelee sur un Banach, 15 
orientable, 249 
orientee, 249 
produit, 249 
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somme disjointe, 249 
parallelisable, 71 
produit, 28 
quotient, 30, 195 
somme disjointe, 28 
topologique, 7 

non paracompacte, 10 
non separee, 10 
vecteur 

tangent, 64, 69 
p-vecteur, 339 
voisinage 

distingue, 67, 77, 327 
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